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NOUVELLES  ANNALES 


DE 


MATIIÉMATIQllES. 


SIR  L'ËQIATION  X'  -hj'  = 

Par  i\l.    HKRMITE.' 


On  doit  à  Euler  les  formules  suivantes,  qui  vérifient 
identiquement  cette  é([ualioi)  : 

r  =  -  ^p  -^  ■6g-r-+  {//' -v--3gg' -Zfs'  +3f'g){f"+3g"), 
2=-(/'=+3g-'^)=+(y/'+3^V-3/k'+3/;^)(/^  -^  3..'), 

u=+{r-+'ig"r+  ur-^3gg'+3fg'--3f'g)U''  --^  3^), 

et  M.  Binet,  dans  une  Note  sur  une  question  rcîntiye  à 
la  théorie  des  nombres  [Comptes  rendus^  t.  XII,  p.  248), 
a  observé  qu'on  pouvait,  sans  diminuer  leur  généralité, 
les  réduire  aux  expressiojis  plus  simplevS  ; 

.r  =  4-  [n-  +  3b')' ~  a  +  3h, 
y  =  —  (a'  -t-  3  />>-  )-  -T-  rt  -h  3  ô , 
3  =  -f-  {a-  -+-  3b-){a  -\-  3b)  -^  i, 
u  =  —  (  a-  -)-  3  b-)  [a  —  3  b)  'h  1 , 

où  n'entrent  que  deux  indéterminées  a  et  b.  Je  me  pro- 
pose de  tirer  tes  résultats  lomme  une  conséquence  de  la 


(  ^  ) 

propriété  générale  des  surfaces  du  Iroisiènje  ordre,  con- 
sistant en  ce  que  leurs  points  peuvent  se  déterminer  indi- 
viduellement. Soit  donc  11=  i  ;  j'observe  qu'en  désignant 
par    a   une  racine   cubique    imaginaire    de   Tuaité,   les 

droites 

x  =  a,         j;  =  a-, 

sont  entièrement  situées  sur  la  surface 

_y3   _j_   ^3   __    -3    _|_     ,  _ 

Cela  posé,  une  autre  droite,  représentée  par  les  équa- 
tions 

X  z=z  etz  ~r-  b, 

y—pz-^  <7, 

rencontrera  chacune  de  ces  génératrices,  si  l'on  a  les 
conditions 

a  —   h  (j 


a 


y? 

1' 

'1 

K 

— 

P' 

b' 

-h   -^-l 

d'où  1  on  tire 

p  =  b, 


et  les  coordonnées  Sj,  z.^  des  points  de  rencontre  seront 
respectivement  les  quantités 

y.  —  h 


a 

—  h 


Or  l'équation 

{az  -t-  by  -\-  {jjz  H-  (jY  =  2^-1-1 

devra  admettre  pour  solutions 


la  troisième  racine  sera  donc  une  louclion   ralioiineilc 
des  coefficients,  qui  s'obtient  aisément  comme  il  suit. 

Développons  l'équation  en  nous  bornant  aux  termes 
en  z^  et  z-  ;  nous  en  conclurons,  pour  la  somme  des 
racines,  l'expression 

n"^  h  ''—  p-  (,• 

z  -f-  z,  -1-  ^2  =  3 ;  ■ 

I  —  a^  —  y>" 

Mais  on  a 

a  -+-  a'  —  ^.  ^  \  -r-  rth 


donc 


h-  3 


I  —  tr  —  p^ 


Il  vient  ensuite,  si  l'on  remplace  p  et  q  par  leurs  valeurs 

en  «  et  è, 

^  (i  _i_  è  -j_  b^y  —  ^3(t  _  h) 

^~  a[i  —  a^  —  b')  ' 

et  de  là  résultent,  pour  x  eij^  les  expressions 

f,  4_  /,  _4_^,5)(,-i-  ^b)  —  rt' 


I 


j  —  a'  —  b^ 

{i-h  b  -h  b'V  —  a^ii  H-2.A) 


a  (  I  —  a^  —  b^) 

Elles  se  simplifient,  si  Ion  écrit,  au  lieu  de  «,  -i  et  au 
lieu  de  A,  -■>  en  prenant  ces  iiouvelles  formes,  savoii  : 


y 


(a'  -^  ab  -h  b-){a  -l- 

ib]   -I 

aî  _  6^  —  1 

(«^  -^  ab  -V-h^Y  —a 

—  ib 

a3  __  ^3  _  , 

(a=  -h  ab  ■^-h^Y  —a 

-f-6. 

rt*  —  è*  —  I 


(  8  ) 
et,  en  revenant  à  l'équation  homogène 

nous  obtenons  ainsi  pour  solution  : 

.T  =  (^a-  -h  ab  -+-  b-)[a  -\-  2.b)  —  i, 

y  =  [a-  ~-  ab  -h  b'-y  —  a  —  2  0, 

s  ={a''  -y-  ab  -^  b^y  —  a -h  b, 

u  :=  a^  —  b^  —  1  =  (^a^  -\-  ah  -{-  b^)  {a  —  b)  —  i. 

Or  il  suffit  maintenant  de  changer  Z>  en  2^  et  a  en  a  —  b 
pour  que  ces  formules  deviennent 

.T  =  (a'  -^  3  b'){a  -\-  3b)  —  i , 
y  =  {a-  -h  3  b^y  —  a  —  3  b, 
z  =(«'  +  3è=)'— «  +  3b, 
u=  {a'  -\-  3b^]{a  —  3b)  —  I. 

Ce  sont  précisément  celles  d'Euler,  sauf  que  x,j,  z,  u 
sont  remplacés  par  2,  — j^  x,  et  —  //. 


SIR  LE  NOMBRE  DE  NORMALES  RÉELLES  Ql'E  L'OIV  PEIT 
ME\ER  D'IN  POINT  MMÎ  A  tX  ELLIPSOJDE 

1  suite,  voir  2'  série,  t.  IX.  p.  »si'i  ; 

Par  JOACHIMSTHAL. 


Partageons  l'intervalle  entre  —  oc  et  +  oc  en  inter- 
valles plus  petits,  entre  lesquels  ou  puisse  facilement, 
au  moyen  de  l'équation  (14)5  déterminer  le  signe  de  Q. 

On  obtient  le  tableau  suivant,  où  nous  avons  désigné 


(9) 
par  une  étoile  le  signe  des  quantités  qui  n  est  pas  délci- 
rainé  par  les  tableaux  (i5)  et  (i6). 


-(a+p)— £    -(a+P)  +  c^  — £     /i-\-c         a  a         u  —  t     a+: 


+ 


D'après  le  lemme  donné  plus  haut,  on  voit  que,  dans 
les  intervalles  1  et  7,  il  n'y  a  aucune  racine;  dans  chacun 
des  intervalles  2,  5  et  6,  il  s'en  trouve  une,  de  quelque 
façon  que  l'on  choisisse  le  signe  indéterminé.  Dans  chacun 
des  intervalles  3  et  4,  il  y  a  au  plus  une  racine-,  de  sorte 
que,  entre  |3  et  Z>  [en  supposant  que  ^  (a  -4- j3)  ne  soit  pas 
une  racine]  ,  il  y  a  un  nombre  de  racines  égal  à  o,  à  i  ou 
à  2. 

Comme  œ(j3)  eA<:^[b)  sont  de  signes  contraii^es,  il  y  a 

exactement  une  racine  dans  cet  intervalle,  bi est 

2 

racine,   cette  racine  ne  peut  être  que  simple,  puisque 
l'on  a 


,(iil)>o. 


On  a  alors  le  schéma  suivant 


Il                 %             -(a-^?)  —  E  -(a-H?)-+-t  b- 

2  2 

?              —                  —                          --h  - 

.p'              *                   +                          -I-  - 

Ô             -f-                 -H                         —  - 


(    lo   ) 
Ces  Jeux  intervalles  ne  eoiuprenant  aueune  racine,  il 
n'y  a  entre  |3  et  è  qu'une  seule  racine,  comme  dans  le  cas 
précédent,  et  cette  racine  est  ^  (a  H-  [3  ). 

IL   Z.<i(a-+-.â). 

On  a  aussi  à  distinguer  sept  intervalles,  desquels  1,  2, 
6  et  7  sont  identiques  avec  les  précédents;  les  trois  autres 
sont 

3  i  .  5 

-(a  +  .i)  —  t       I(o-^?)-(-< 


Il  y  a  une  racine  comprise  dans  l'intervalle  3,  une  dans 
l'ensemble  des  intervalles  4  et  o;  le  cas  où  (p  ( — — -\  =  o 
se  résout  comme  ci-dessus. 

m.   è  =  ^(a-^/3). 

Dans  ce  cas,  d  =  — j  [u  —  ")(«  —  f-)  <^st  positif, 
quand  u  est  compris  entre  a  et  c-,  hors  de  ces  limites, 
il  est  négatif. 

On  a  à  distinguer  les  intervalles  de  —  :o  à  c  —  £,  de 
c-r-e  à  b —  c,  de  b  -\-  e  k  a- —  eetdert-hîà-f-oo.  Les 
intervalles  extrêmes  sont  identiques  avec  ceux  désignés 
précédemment  par  1  et  7,  et  ils  ne  contiennent  aucune 
racine. 

Les  deux  autres  donnent  le  tableau  suivant  : 

u  <   +  i.  p  —  t  i-4-t  a  —  t 

?  4-  +  +  + 


+ 


(  II  ) 

Chacun  des  intervalles  contient  au  plus  deux  raciines, 
et  il  les  contient  réellement,  car  on  a 

<p(c)  =  -f-,    <p(P)=— ,     <p(Ô)  =  +  ,     <p(a)  =  — ,     ^(«)  =  +  . 

L'équation  (j)(u)  =o  [ou  l'équation  (lo)]  a  donc  en 
tout  quatre  racines  réelles,  comprises  entre  les  limites  c 
et  S,  (3  et  t,  &  et  a,  a  et  a,  et  chacune  de  ces  racines  est 
simple. 

Remarque.  —  L'équation  (s^[u)=o  mériterait  peut- 
être,  à  d'autres  points  de  vue,  une  discussion  plus  appro- 
fondie. 

Dans  le  plan,  on  a  Téqualion  analogue 

^  ['        I         ^  _] '        ] 

\  u  —  a         II  —  b         u  —  a  / 

à  laquelle  on  peut  étendre  de  différentes  façons  les  résul- 
tats obtenus  ci-dessus. 

L'invariant  quadratique  J  de  cette  équation  (*)  est 
identiquement  nul*,  si  Ton  exprime  cet  invariant  par  les 
racines  Sj,  £2,  £31  ^i  de  l'équation  du  quatrième  degré, 
on  a 

relation  qui ,  pour  une  équation  du  quatrième  degré  à 
coefficients  réels,  suppose  deux  racines  réelles  et  deux 
imaginaires. 


(*)  Voir  la  Note  placée  à  la  fin  du  Mémoire. 

(**)  Voir  Leçons  d'Algèbre  supérieure  par  G.  SalMON,   p.    172  Ot  180, 
Chez  Gauthier-Villars;  prix  :  7  IV.  5o  c. 


(  «2  ) 

Le  même   invaiiaiil  sévanouit   pour   l'équalion   sui- 
vante : 

^  r     I      _^     I  I I     "I 

^  !_(«  —  «)='    ^  (u  —  b}-~^  {u  —  cY         [a  —  y.y] 


a  —  a         II  —  0 


IV. 

Appelons  Uj,  «2»  "3  et  î/^  les  racines  de  l'équation 
o[ii]  :^  o,  ces  racines  étant  rangées  par  ordre  de  gran- 
deur, en  sorte  que  U4  soit  la  plus  grande^  désignons  par 
♦^15  ^'25  ^"3  et  »^i  les  valeurs  correspondantes  de  v  définies 
par  l'équation 

(b) = + 


u  —  V        a  —  a        u  —  b        u  —  c        u  —  a        u  —  (i 

Pour  u=: —  00  ,  on  a  p"  =+  00  ;  quand  u  croît,  ^'  com- 
mence par  décroître,  t^j  et  p-s  sont  des  minima,  et  p-,  et  v,, 
des  raaxima..  et  Ton  a 

*'i  <.  ''?>    ''3  <  fj,    "3  <C  •'4 

et,  d'après  (9), 

t^.  <p,     «'2>P,    ''3<x,    «'<>^; 

d'où      c,  ^  (',. 

Portons  sur  la  normale  donnée,  à  partir  du  pied  de 
cette  normale  {xo,Jq,  z^),  et  dans  un  sens  convenable, 
les  longueurs 

^-         .B        t'i        "2        «^3        •'<      /      •    i\ 

TT  TT  TT  TT  TT  7r 

et  désignons  les  extrémités  de  ces  longueurs  par 


(  i:^  ) 

D'après  (17),  ces  points  ont  leurs  positions  relatives 
indiquées  par  le  tableau  suivant  : 

(- X  )(..,)(  fi  )(,.,)(-f-CO), 
(—  GO)(c3)(a)(j'4)(  +  CO), 

(—00)  ((',)(.',)  (-+-CO). 

Les  points  (p-,),  [i'î],  (1^3)  et  (p'4),  qui  partagent  en  cin([ 
parties  la  normale,  ne  peuvent  offrir  que  les  quatre  dis- 
positions suivantes  : 

'    l— ^)(".)(''3){<':)(''4)(-+-=0), 

^''  j  (-=o)(.0(".)('''.)(''0(+=c), 


Les  deux  segments  {^'l)(^'2)  et  {i^9){^u)  empiètent  donc 
l'un  sur  l'autre,  ou  bien  l'un  est  contenu  dans  l'autre. 

Quand  u  croît  de  —  00  à  H-  00  ,  t^  varie  d'une  façon 
continue  de  -f-  00  à  t^i,  de  t^i  à  i',,  de  v^  k  u^,  de  u^  à  «^4  et 
de  1^4  à  —  00  . 

En  se  reportant  au  tableau  précédent,  on  voit  qu'en 

même  temps  le  point  (t^),  extrémité  de  la  longueur  -, 

parcourt  une  fois  les  deux  segments  extrêmes  (ceux  qui 
s'étendent  à  l'infini),  trois  fois  les  segments  intérieurs 
adjacents  à  ceux-ci  et  cinq  fois  le  segment  médial. 

fLn  appliquant  ces  résultats  à  la  question  proposée, 
nous  arrivons  à  la  conclusion  suivante  : 

D'un  point  (^,  yî,  i^)  de  la  normale  donnée,  on  peut 
encore  mener  à  l'ellipsoïde  un  nombre  de  normales  réelles 
égal  à  cinq,  à  trois  ou  à  un,  suivant  que  le  point  (ç,  yj,  ^) 
se  trouve  sur  les  deux  segments  {i^i){i^t)  et  (p-j)  ((^),  ou 
sur  l'un  d'eux  seulement,  ou  enfin  ne  se  trouve  sur  aucun 
deux. 


(  ^4  ) 

Quelques  iormulcs  relatives  à  rellipsoïde  permettent 
d'exprimer  simplement  ces  résultats;  nous  allons  d'abord 
établir  ces  formules, 

(  La  suite  prochainement.) 


MEMOIRE  SIU  L'EMPLOI  DES  IMAGI\AiRES  DA\S  LA  GÉOMÉTRIE 
DE  L'ESPACE  (*); 

Par  m.  LAGUERRE. 


I.    Généralités  sur  les  surfaces  à  génératrices 
circulaires. 

1.  On  sait,  depuis  les  travaux  de  Poncelet,  que  tous 
les  cercles  tracés  dans  un  même  plan  passent  par  deux- 
points  fixes  imaginaires  situés  sur  la  droite  de  l'infini. 
Je  désigiicrai  par  I  et  J  ces  deux  points  remarquables 
que,  dans  une  JNote  publiée  dans  les  Conif)ies  rendus  fie 
l Acafléniie  des  Sciences  (janvier  i865),  j'ai  proposé 
de  nommer  ondnh'cs  du  plan.  J'appelle  droite  isotrope 
toute  droite  du  plan  considéré  qui  passe  par  l'un  des 
points  I  et  J;  l'ensemble  de  ces  droites  forme  deux  sys- 
tèmes bien  distincts,  l'un  composé  de  droites  parallèles 
entre  elles  et  passant  par  le  point  I,  l'autre  de  droites 
également  parallèles  et  passant  par  le  point  J. 

Par  tout  point  d'un  plan  passent  deux  droites  iso- 
tropes de  systèmes  différents,  dont  lensemble  forme  un 
cercle  de  rayon  nul.  Dans  un  plan  réel,  toute  dioite  iso- 
iroj:)e  renferme  un  point  réel  et  îi  en   renferme  évidem- 


(*)  Une  Note  de  Inutoiir,  sur  le  mémo  sujel,  .1  paru   dan&  le  journnl 
riintitut,  n"  180S. 


menl  qu  un;  c  est  le  point  où  elle  coupe  la  droite  isotrope 
qui  lui  est  imaginairement  conjuguée  (*). 

Si,  par  un  point  fixe,  réel  ou  imaginaire,  on  mène  di- 
vers plans,  chacun  de  ces  plans  contient  deux  droites 
isotropes  passant  par  le  point  fixe.  Les  droites  ainsi  ob- 
tenues sont  situées  sur  un  même  cône  du  second  degré, 
que  l'on  peut  aussi  considérer  comme  une  sphère  de 
rayon  nul  ayant  pour  centre  le  point  fixe  et  qui  jouit  de 
toutes  les  propriétés  de  la  sphère.  Ainsi,  par  exemple, 
toute  section  plane  de  ce  cône  est  un  cercle,  et  le  centre 
du  cercle  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
sommet  du  cône  sur  le  plan. 

Je  désignerai  sous  le  nom  de  cône  isotrope  le  cône  ainsi 
formé  par  toutes  les  droites  isotropes  qui  passent  par  un 
même  point.  Tous  les  cônes  isotropes  coupent  le  plan  de 
l'infini  suivant  une  même  conique,  commune  à  toutes 
les  sphères  tracées  dans  l'espace  et  que  1  on  peut  appeler 
Votnhilicale. 

Par  une  droite,  on  peut  généralement  mener  deux 
plans  tangents  à  l'ombilicale;  j'appellerai  ces  ^làus plans 
isotropes.  Le  couple  de  plans  isotropes,  passant  par  une 
droite  donnée,  est  coupé  par  un  plan  perpendiculaire  à 
cette  droite  suivant  deux  droites  isotropes.  Par  une  droite 
isotrope,  on  ne  peut  faire  passer  qu'un  seul  plan  iso- 
trope, puisque  cette  droite  coupe  le  plan  de  l'infini  en  un 
point  de  l'ombilicale. 


(*  )  Je  dis  que  deux  points  sont  imaginairement  conjugués,  lorsque 
leurs  coordonnées,  prises  par  rapport  à  un  système  d'axes  réels  quel- 
conque, Sont  des  quantités  imaginaires  conjuguées.  Un  point  réel  est  à 
lui-même  son  conjugué. 

Deux  courbes  sont  imaginairement  conjuguées,  lorsque  les  équations 
de  chacune  d'elles  se  déduisent  des  équations  de  l'autre  en  changeant  le 
signe  du  symbole  imaginaire  /. 

Une  courbe  réelle  est  à  clle-wiénic  sa  propre  conjuguée. 


(  It>  ) 

2.  Ces  définitioïîs  établies,  concevons  un  point  imagi- 
naire de  l'espace  rt,  et  le  point  cl  qui  lui  est  imaginaire- 
ment  conjugué.  Par  chacun  de  ces  points  passe  un  cône 
isotrope;  les  deux  cônes  ainsi  obtenus  se  coupent  suivant 
un  cercle  réel  A,  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  la 
droite  réelle  qui  joint  les  deux  points  imaginairement 
conjugués  rt  et  rt'  :  le  centre  de  ce  cercle  est  le  point  réel  O. 
qui  est  le  milieu  du  segment  ad ^  et,  la  distance  Oa  étant 
représentée  par  R/.  son  rayon  a  pour  valeur  la  grandeur 
réelle  R. 

Il  est  clair  que  les  deux  points  imaginaires  a  et  ol  dé- 
terminent complètement  le  cercle  A  ;  réciproquement, 
étant  donné  le  cercle  réel  A,  par  ce  cercle  on  ne  peut  faire 
passer  que  deux  cônes  isotropes  dont  les  sommets  sont  les 
points  a  et  ol .  La  position  de  ce  cercle  dans  l'espace  dé- 
termine donc  complètement  ces  deux  points. 

Je  dirai  que  le  cercle  réel  A,  ainsi  déterminé,  est  le 
cercle  représentatif  à\\  couple  de  points  imaginaires  a 
et  a',  couple  que  je  désignerai  par  la  notation  (A)  ;  réci- 
proquement, le  cercle  A,  détermiîié  comme  précédem- 
ment par  les  deux  points  a  et  a',  sera  désigné  par  la  no- 
tation (rt,  a'). 

Le  cercle  A  ou  («,  a')  représente  ainsi  lensemble  des 
deux  points  imaginaires  conjugués  a  et  a';  dans  certaines 
questions,  il  est  nécessaire  de  pouvoir  distinguer  ces  deux 
points  l'un  de  l'autre.  A  cet  effet,  on  peut  imaginer  que 
le  cercle  A  soit  décrit  dans  un  certain  sens  par  un  point 
mobile;  le  sens  dans  lequel  il  sera  supposé  décrit  déter- 
minera celui  des  deux  points  a  et  a'  dont  il  sera  la  re- 
présentation. Afin  de  fixer  les  idées,  supposons  que  dans 
un  système  de  coordonnées  quelconque,  mais  d'ailleurs 
l'éel,  les  coordonnées  d'un  point  m  soient  respective- 
ment 

.»•  =  (7  -t-  a  / ,      7  =  /^  4-  p  / ,      s  =:  c  -f-  7  J  ; 
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le  sens  dans  lequel  ou  supposera  décrit  le  cercle  repré- 
sentatif du  point  m  sera  tel  qu'un  spectateur,  ayant  l'œil 
placé  à  l'origine  des  coordonnées,  voie  le  point  mobile, 
décrivant  le  cercle,  se  mouvoir  dans  le  sens  du  mouve- 
ment des  aiguilles  d'une  montre  ou  en  sens  inverse,  sui- 
vant que  la  quantité  av.  -{-  b[ù  ~r-  cy  est  positive  ou  né- 
gative. 

Il  est  évident  d'ailleurs  que,  si  cette  quantité  a  un  signe 
donné  pour  le  point  a/i,  elle  aura  le  signe  contrîire  pour 
lé  point  iniaginairement  conjugué  in\  dont  les  coordon- 
nées sont 

X  =:  a  —  a.i y     y  z=z  b  —  pi ,      z:=z  c  —  yi. 

3.  Dans  la  plupart  des  recherches  de  géométrie,  on 
a  à  considérer,  par  couples,  des  points  réels  ou  qui  ne 
sont  pas  imaginairement  conjugués.  J'étendrai  à  ce  cas 
les  notions  établies  précédemment.  Ainsi,  a  et  h  désignant 
deux  points  quelconques  de  l'espace,  je  désignerai  par 
(a,  b)  le  cercle  qui  résulte  de  l'intersection  des  cônes 
isotropes  ayant  pour  sommets  ces  deux  points  ;  ce  cercle 
sera  généralement  imaginaire  et  ne  deviendra  réel  que 
dans  le  cas,  examiné  précédemment,  où  les  points  con- 
sidérés sont  imaginairement  conjugués.  De  même,  C  dé- 
signant un  cercle  quelconque  de  l'espace,  je  dénoterai 
par  le  symbole  (C)  les  deux  points  qui  sont  les  sommets 
des  cônes  isotropes  passant  par  ce  cercle. 

4.  Considérons  dans  l'espace  une  courbe  géométrique 
quelconque,  réelle  ou  du  moins  (pour  le  moment,  je  me 
restreindrai  à  ce  cas  de  beaucoup  le  plus  intéressant)  dé- 
finie par  des  équations  réelles  5  c'est-à-dire  telle  que,  lors- 
qu'elle passe  par  un  point  imaginaire,  elle  passe  égale- 
ment par  le  point  imaginairement  conjugué. 

Etant  donné   un    cercle  réel   de   l'espace,   ce   cercle 

Ànn.  de  Mathénial.,  i^  série,  t.  XI.  (Janvier  1872O  2 
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représente  un  couple  de  points  imaginairement  conju- 
gués; et,  pour  que  ces  points  appartiennent  à  la  courbe 
donnée,  il  est  nécessaire  que  le  cercle  satisfasse  à  certaines 
conditions  déterminées  par  la  nature  de  la  courbe  et  dont 
l'étude  forme,  pour  ainsi  dire,  un  prolongement  géomé- 
trique de  la  théorie  de  cette  courbe  elle-même.  Pour 
éclaircir  ces  considérations  générales  et  montrer  les  di- 
verses questions  auxquelles  elles  se  rattachent,  j'en  ferai 
tout  d'abord,  et  avec  quelques  détails,  l'application  aux 
courbes  gauches  qui  résultent  de  l'intersection  d'une 
sphère  et  d'une  surface  du  second  ordre,  en  m'appuyant 
sur  les  propriétés  connues  des  surfaci^s  anallagniatiqiies. 

5.  M.  Moutard  a  appelé  surfaces  auallagniatiques  du 
quatrième  ordre  des  surfaces  qui  peuvent  être  regardées 
comme  lenveloppe  de  sphères  mobiles  qui  coupent  or- 
thogonalement  une  sphère  fixe,  tandis  que  leurs  centres 
décrivent  une  surface  du  second  degré-,  dans  tout  ce  qui 
suit,  je  les  désignerai  simplement  sous  le  nom  de  sur- 
faces anallagmatiques  :  leur  degré,  qui  est,  en  général,  le 
quatrième,  peut  d'ailleurs  s'abaisser  au  troisième,  lorsque 
la  surface  lieu  des  centres  des  sphères  mobiles  est  un  pa- 
raboloïde,  et  même  au  second,  puisque  les  surfaces  du 
second  degré  sont  comprises  dans  la  famille  des  surfaces 
anallagmatiques. 

La  définition  donnée  ci-dessus  peut  être  légèrement 
modifiée  de  la  façon  suivante.  Etant  donnés  une  sphère 
fixe  S  et  un  plan  quelconque  P  coupant  cette  sphère  sui- 
vant un  cercle  C,  ou  peut,  par  ce  cercle,  faire  passer 
deux  cônes  isotropes.  Soient  p  et  p'  les  sommets  de  ces 
cônes;  ces  deux  points,  qui,  d'après  ce  que  j'ai  dit  ci- 
dessus,  pourraient  être  représentés  par  la  notation  (C), 
sont  réciproques  par  rapport  à  la  sphère  S;  pour  abréger 
le  discours,  je  dirai  que  ces  deux  points  sont  associés  au 
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p!au  P  et,  réciproquement,  que  !e  plan  P  est  le  plan  as- 
socié aux  points  p  et  p'  (*). 

Cela  posé,  on  peut  définir  une  surface  anallagmalique 
donnée  Pi  comme  le  lieu  des  points  associés,  par  rapport 
à  une  sphère  fixe  S,  des  différents  plans  que  l'on  peut 
mener  tangentiellement  à  une  surface  du  second  degré  A. 
L'intersection  des  surfaces  S  et  A  est  une  biquadratique  F 
qui  est  Tune  des  cinq  focales  de  la  surface  5  les  quatre 
autres  focales  correspondent  aux  quatre  modes  de  géné- 
ration dont  la  surface  est  susceptible  (**)•  En  chaque 
point  TU  de  la  surface  anallagraatique,  la  normale  passe 
par  le  point  où  le  plan  associé  au  point  m  touche  la  sur- 
face A. 

Soit  G  une  génératrice  rectiligne  de  cette  dernière 
surface,  et  soient  «,  a'  les  points  où  cette  génératrice 
s'appuie  sur  la  focale  F.  On  voit  facilement  que,  tandis 
que  le  plan  mobile  qui  sert  à  décrire  la  surface  se  déplace 
le  long  de  la  droite  G  en  tournant  autour  de  cette  droite, 
les  points  associés  au  plan  tangent  dans  ses  diverses  po- 
sitions décrivent  un  cercle;  et  ce  cercle  est  précisément, 
l'intersection  des  deux  cônes  isotropes  ayant  pour  som- 
mets les  points  a  et  a',  cercle  que  nous  pouvons  désigner 
par  la  notation  («,  a').  A  chaque  génératrice  rectiligne 
de  A  correspond  donc  une  génératrice  circulaire  de  R: 
et,  comme  chacun  des  plans  tangents  à  la  surface  A  passe 
par  une  génératrice  rectiligne  de  même  système  (jue  G, 
on  voit  que  la  surface  anallagmatiqae  peut  être  consi- 
dérée comme  engendrée  par  les  différents  cercles  corres- 
pondant aux  génératrices  du  même  système  que  G.  Aux 
génératrices  rectilignes  de  A,    du  système  différent  de 

(*)  Voir,  Bulletin  de  la  Société  Philomathique  (mars  1868),  ma  Note  sur 
les  sections  circulaires  des  surfaces  aiiallagmatiques. 

(**)  Voir,  Bulletin  de  la  Société  Philomathique  (janvier  1868),  ma  Note 
sur  quelques  propriétés  des  surfaces  analtaj^matiques. 

2. 
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celui  de  G,  correspond  un  autre  système  de  sections  cir- 
culaires de  R5  les  deux  systèmes  ainsi  obtenus  forment 
un  groupe  de  cercles  que,  pour  plus  de  clarté,  je  dirai 
appartenir  au  mode  de  génération  défini  par  la  focale  F, 
ou  simplement  à  la  focale  F.  A  chacun  des  quatre  autres 
modes  de  génération  de  la  surface  correspond  un  autre 
groupe  de  cercles  situés  sur  la  surface  et  appartenant  à 
la  focale  définissant  le  mode  de  génération  considéré. 
On  peut  donc  définir,  de  la  façon  suivante,  les  surfaces 
anallagmatiques  au  moyen  de  leurs  sections  circulaires. 
Etant  donnée  une  biquadratique  sphérique  F,  si  l'on 
fait  passer  par  cette  courbe  une  surface  du  second  degré 
quelconque  et  si,  pour  chaque  génératrice  rectiligne  d'un 
système  donné  de  cette  surface,  on  construit  le  cercle 
qui  résulte  de  l'intersection  des  cônes  isotropes,  ayant 
pour  sommets  les  points  où  (-etle  génératrice  s'appuie  sur 
la  courbe,  le  lieu  des  cercles  ainsi  obtenus  est  une  sur- 
face anallagmatique  ayant  F  pour  focale;  et  le  système 
formé  par  ces  cercles  appartient  à  cette  focale. 

B.  Dans  ce  qui  précède,  je  n'ai  fait  aucune  hypothèse 
sur  la  nature  de  la  surface  A,  non  plus  que  sur  sa  posi- 
tion relative  par  rapport  à  la  sphère  S.  Les  génératrices 
rectilignes  de  A  peuvent  être  imaginaires,  ou  bien,  étant 
réelles,  elles  peuvent  traverser  la  sphère  et  la  couper  en 
deux  points  réels.  Dans  ces  deux  cas,  les  sections  circu- 
laires correspondantes  de  l'anallagmatique  sont  imagi- 
naires. Pour  qu'un  cercle  C,  correspondant  à  une  géné- 
ratrice rectiligne,  soit  réel,  il  faut  et  il  suffit  évidemment 
que  cette  génératrice  soit  réelle  et  extérieure  à  la  sphère  5 
elle  coupe  alors  cette  sphère  en  deux  points  imaginaire- 
ment  conjugués  de  la  focale  F,  et  le  cercle  C  est  ce  que 
j'ai  appelé  le  cercle  représentatif  àe  ces  deux  points. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 
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Lorsqu'un  système  de  seclions  circulaires  d'une  sur- 
face anailagmalique,  apparlenauL  à  uue  focale  F  de  cette 
surface,  est  réel,  les  poiiiis  imaginaires  représentés  par 
ces  cercles  sont  situés  sur  la  courbe  F. 

Si  l'on  imagine  toutes  les  surfaces  anallagmatiques, 
qui  ont  pour  focale  une  biquadratique  sphériquedonnéeF, 
et  toutes  les  sections  circulaires  réelles  de  ces  surfaces 
qui  appartiennent  à  F,  on  obtiendra  les  cercles  repré- 
sentatifs de  tous  les  points  imaginaires  de  la  covirbe  F. 
En  effet,  si  un  cercle  C  représente  un  point  imaginaire 
de  F,  la  droite  réelle  qui  joint  les  points  imaginaires  (C), 
détermine  avec  la  courbe  F  ut)  hyperboloïde  à  une 
Jiappe,  et  cet  liyperboloïde  détermine  une  surface  anai- 
lagmalique ayant  F  pour  focale  et  passant  par  le  cercle  C. 
D'où  la  conclusion  suivante  : 

Pour  qii'un  cercle  réel,  représente  un  couple  de 
points  imaginaires  situés  sur  une  hiquadratique  sphé- 
rique  donnée  F,  il  faut  et  il  suffit  que  ce  cercle  soit  situé 
sur  une  surface  anailagmalique  ayant  F  pow  focale  et 
quil  appartienne  au  mode  de  description  caractérisé 
par  cette  focale, 

[La  suite  prochainement.  J 


MEWOIBE  SIR  LA  TIlÉORiE  (iÉ0iMETR1(|IjE  DES  COllUBES 

DIJ  TROISIÈIIE  omniE; 


Par  m.  KOEHLER. 


Si  Ton  conçoit  un  faisceau  de  coniques  passant  par 
quatre  points,  un  faisceau  de  droites  pivotant  autour 
d'un  avitre  point  du  plan  et  lié  anliarmoniqucmeut  au 
premier,  le  lieu  de  leurs  intersections  est  une  courbe  du 
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troisième  ordre.  Ce  théorème  constitue  la  véritable  détî- 
nition  géométrique  de  ces  courbes,  et  permet  d'établir 
tonte  leur  théorie  au  moyen  des  seules  ressources  de  la 
géométrie  pure,  en  se  servant  des  propriétés  des  lignes 
d'ordre  inférieur.  C'est  ainsi  que  la  tbéorie  des  coniques 
peut  être  déduite  de  leur  génération  par  deux  faisceaux 
homographiques  de  droites  [Traité  des  sections  coni- 
ques de  M.  Chasles). 

En  premier  lieu,  je  rappellerai  la  méthode  donnée  par 
M.  Chasles  pour  corjstruire  une  cubique  déterminée  par 
neuf  points  a,  h.  c,...,  i.  Je  prends  arbitrairement  quatre 
des  points  donnés  «,  h.  c,  d  pour  servir  de  base  au  fais- 
ceau des  coniques  génératrices;  je  circonscris  au  quadri- 
latère efgh  une  conique  C  capable  du  rapport  anharmo- 
nique  des  quatre  coniques  abcde^  abcdf^  abcdg^  ahcdh; 
puis  au  quadrilatère  efgi  une  conique  C  capable  du 
rapport  [abcde,  abcdj^  abcdg,  abcdi)  :  C,  C,  qui  ont 
déjà  trois  points  communs  ejg^  se  coupent  en  un  qua- 
trième point  P,  toujours  réel,  qui  sera  un  dixième  point 
de  la  courbe  demandée,  et  le  pivot  du  faisceau  de  rayons. 
Il  est  clair,  en  effet,  que  le  faisceau  P(^,y,  g^  A,  i)  est 
liomographique  au  faisceau  des  polaires  d'un  point  quel- 
conque par  rapport  aux  coniques  abcd[e^f,  g^  /?,  i). 

Cette  construction  met  en  évidence  la  nécessité  de  se 
donner  neuf  points  pour  déterminer  une  cubique. 

I.  Toutes  les  cubiques  passant  par  huit  points  donnés 
a,  b,  c,.  .  .  ^  h  passent  par  un  même  neuvième  point. 

abcd  étant  la  base  des  coniques,  soient  P,  P'  les  pivots 
correspondants  aux  deux  cubiques  abc.  .  .hi,  abc.  .  .hi'. 
Ces  deux  points  sont  sur  la  conique  C  circonscrite  à  fjgh 
et  capable  du  rapport  anharmonique  abcd[e.f,  g,  h).  Il 
est  évident  que,  si  aùc.  .  .hi  et  abc.  .  .hi'  ont  d'autres 
points  communs,  ils  seront  situés  sur  cette  conique  C; 
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car  les  rayons  lois  (juc  P .r,  Vx  uieiiés  à  l'un  de  ces  poinis 
apparliendronl  aux  faisceaux  homographiques  (jui  ont 
leurs  sommets  en  P,  P',  el  dont  on  a  déjà  quatre  couples 
de  rayons  correspondants,  savoir  :  P(e,  /,  _^S  A), 
P' (e,  y,  g-,  A).  Prenons  |)Our  base  ahce-^  on  verra  de 
même  que  les  poinis  communs  appartiennent  à  la  coni- 
que Cl,  circonscrite  h  f(/gà  et  capable  du  rappoit  anhar- 
monique  al)ce{d,  J\  g^  /t).  C  et  Cj  se  coupent  en  un 
(|uatrième  point  A,  toujours  réel;  A  appartiendra  aux 
deux  cubiques,  et,  comme  il  ne  dépend  en  aucune  façon 
des  neuvièmes  points  i  et  /',  le  ihéorème  est  démontré, 

La  construction  du  neuviènie  point  d'intersection  h 
conduit,  ainsi  que  je  le  montrerai  plus  loin,  à  plusieurs 
propriétés  fondamentales  des  cubic|ues,  lorsqu'on  donne 
aux  huit  premiers  points  des  positions  particulières. 

IL  Si,  parmi  les  neuf  intersections  d'une  cubique  avec 
trois  droites  quelcon([ues,  six  points  appartiennent  à  une 
coni({ue,  les  trois  autres  sont  en  ligne  droite. 


Soient  n,  b,  c,  d^  c^J\  g,  h  huit  points  répartis,  comme 
l'indique  \aijig.  i,  sur  trois  droites  quelconques,  les  six 
premiers  appartenant  à  une  même  conique.  Parmi  les 
cubiques  qui  passent  par  ces  huit  points,  il  y  en  a  deux 
qui   passent  en  /,  savoir;  la  cubique  composée  des  trois 


(  24  ) 

droites  ab^  cd,  e/\  et  celle  qui  se  réduit  à  la  conique 
donnée  el  à  la  droite  gh.  Toutes  les  autres  passent  donc 
en  i.  Le  système  des  droites  ab,  cH^  e/"pent  se  concevoir 
comme  engendré  en  prenant  pour  base  abcd,  et  i  pour 
pivot;  il  en  est  de  même  pour  le  système  de  la  droite  gh 
et  delà  conique.  Dans  le  premier  cas,  à  la  conique  (afe,  cd) 
correspond  le  rayon  dig.  à  toutes  les  autres  coniques  du 
faisceau  correspond  le  rayon  unique  ife:  l'inverse  a  lieu 
dans  le  second  cas. 

Autrement.  —  Supposons  une  cubique  définie  par  les 
six  points  a.  Z>,  c,  û?,  e,f  sur  une  conique,  et  par  trois 
points  quelconques  /,  m,  n.  Soit  abcd  la  base,  La  coni- 
que C  circonscrite  au  quadrilatère  Imne  et  capable  du 
rapport  abcd[I.,  w,  «,  e),  la  conique  C  circonscrite  à 
Imnf  et  capable  du  rapport  abcd[l,  iii^  n^  f)  donnent  le 
pivot  /  par  leur  quatrième  intersection  ;  mais  les  deux 
rapports  anharmoniques  sont  égaux,  puisque  les  deux 
coniques  abcde,  abcdf  coïncident:,  on  en  conclut  que  la 
quatrième  intersection  t  est  sur  la  droite  e/".  Considérons 
la  conique  du  faisceau  réduite  au  système  {ab,  cd)-,  le 
rayon  correspondant  issu  de  i  la  jencontrera  en  deux 
points  g,  h,  qui  appartiendront,  ainsi  que  /,  à  la  cubique. 

Le  théorème  général  qui  précède  conduit,  comme  on 
sait,  à  divers  corollaires  dont  la  démonstration  directe 
est  d'ailleurs  très-simple  : 

1°  Les  tangentes  menées  à  une  cubique  en  trois  points 
pris  en  ligne  droite  coupent  la  courbe  en  trois  points 
également  en  ligne  droite. 

Si  l'on  piend,  pour  déterminer  une  cubique,  trois 
points  en  ligne  droite  a.  b.  c  [Jig.  2),  les  tangentes  en 
b,  c,  les  points  c/,  e  où  elles  coupent  la  courbe,  enfin 
deux  autres /l.  g  pris  d'une  manière  quelconque,  on  voit 
facilement  qu'en  prenant  pour  coniques  génératrices 
celles  qui  ont  un  double  contact  suivant  bc.  le  pivot  sera 
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sur  la  droite  de-^  soit  P  ce  pivot.  Au  rayon  Va  corres- 
pond la  conique  réduite  à  la  droite  double  bc^  Va  est 
donc  tangente  à  la  cubique  en  a. 


Fig. 


2"  La  droite  qui  joint  deux  points  d'inflexion  coupe  la 
courbe  en  un  troisième  point  d'inflexion. 

Soient  at^  ht'  deux  tangentes  d'inflexion,  c,  d,  e  trois 
points  quelconques  qui  achèvent  de  déterminer  la  cu- 
bique. Si  l'on  prend  pour  base  deux  des  trois  points 
infiniment  voisins  confondus  en  «,  et  deux  des  points 
infiniment  voisins  confondus  en  /?,  le  pivot  sera  sur  la 
droite  ah.  Pour  mener  la  tangente  en  ce  point,  il  suffit 
de  chercher  le  rayon  correspondant  à  la  droite  double  ah 
(conique  passant  au  pivot)  ;  quel  que  soit  ce  rayon,  les 
trois  points  de  la  courbe  qui  lui  appartiennent,  savoir  : 
le  pivot  lui  môme  et  les  deux  points  d'intersection  avec 
la  conique  «Z>,  seront  confondus  en  un  seul. 

On  démontrerait,  d'une  manière  analogue,  que  les 
trois  asymptotes  d'une  cubique  coupent  la  courbe  en  trois 
points  en  ligne  droite 5  que  si,  par  un  point  d'inflexion, 
on  mène  trois  droites  quelconques,  les  six  points  d'inter- 
section appartiennent  à  inie  conique. 


(  '^6  ) 
3*^  Supposons  que  les  points  </,  e  de  \ajig.  -i  coïnci- 
dent; le  pivot  P  sera  sur  la  tangente  en  d^  la  droite  Va 
sera  toujours  tangente  en  a,  et  l'on  aura  ce  théorème  de 
ÎMaclaurin  : 

Si,  d'iui  point  d'une  cubique,  on  rnèjie  deux  tangentes, 
la  corde  de  contact  coupe  la  courbe  en  un  troisième 
point,  et  les  tangentes  menées  au  point  donné  et  en  ce 
dernier  point  se  coupent  sur  la  courbe. 

4°  Si  le  point  <5?,  e)  est  un  point  d'inflexion,  le  pivot  P 
vient  se  confondre  avec  lui,  et  l'on  en  conclut  que,  si 
par  un  point  d'inflexion  on  mène  trois  tangentes,  les  trois 
points  de  contact  sont  en  ligne  droite. 

La  cubique  définie  par  un  point  d'inflexion  I,  la  direc- 
tion de  la  tangente,  les  contacts  a,  b,  c  situés  en  ligne 
droite,  enfin  par  un  dixième  point  quelconque,  est  en- 
gendrée par  un  faisceau  de  coniques  tangentes  en  £>,  c 
aux  droites  \b,  le,  et  par  un  faisceau  de  droites  issues 
de  I.  La  corde  de  contact  est  la  polaire  du  pivot  I  par 
rapport  à  toutes  les  coniques  génératrices;  relativement 
à  la  courbe  et  au  point  d'inflexion,  elle  jouit  des  mêmes 
propriétés  que  les  polaires  des  coniques.  Ainsi  toute  sé- 
cante menée  par  le  point  I  est  divisée  liarmoniquement 
par  ce  point  et  par  la  corde  de  contact;  si  Ton  mène  deux 
sécantes  quelconques  Im/z,  \m' n' ,  les  droites  mm\  nn' 
et  77i/z',  nt' n  se  coupent  sur  cette  corde. 

m.  Soient  ab,  ac  deux  tangentes  à  une  cubique  me- 
nées d'un  point  a  de  la  courbe,  ne  la  tangente  en  a,  d  le 
troisième  point  d'intersection  de  la  courbe  et  de  la 
droite  bc  [Jig.  3). 

D'après  un  des  théorèmes  précédents,  ed  est  tangente 
en  <7;  en  d'autres  termes,  le  système  des  neuf  points  formé 
par  les  quatre  contacts  a,  b,  c,  d  et  par  le  point  e  cou- 


slitue  un  ^vou^q pivotable  pour  uiie  infinilé  de  cubiques. 
Quel  que  soit  le  dixième  point  m  choisi  pour  déterminer 
une  de  ces  courbes,  si  ron  prend  pour  coniques  généi^a- 
îrices  celles  qui   ont  un  double  contact  suivant  ^c,   le 


Fig.  3. 
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pivot  des  rayons  sera  en  e.  Concevons  que  le  point  ni  se 
déplace  sur  une  transversale  aa  5  à  chaque  position  de  ni 
correspondra  une  position  de  «,  troisième  intersection 
de  la  cubique  et  de  la  transversale,  et  réciproquement; 
on  aura  ainsi  des  segments  en  involution  mn,  m'n',.... 
Lorsque  ni  coïncide  avec  a,  la  cubique  se  réduit  à  la 
droite  ea  et  à  la  droite  double  bc,  le  segment  7nn  devient 
le  point  a,  qui  est  donc  un  des  points  doubles  de  l'invo- 
lution.  Lorsque  m  vient  en  a',  intersection  de  a  a  et  de 
de,  la  cubique  devient  le  système  des  droites  a'a^  ab,  ac, 
de  sorte  que  a'a  est  un  segment  de  Tinvolution  ;  le  second 
point  double  est  a',  conjugué  harmonique  de  a  par  rap- 
port à  aa'.  On  peut  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Si,  par  le  point  cl,  on  mène  une  droite  da'  telle  que 
le  faisceau  d[oc,  a,  (x\  a')  soil  harmonique^  toute  trans- 


(  -«  ) 

vevsale  issue  du  point  a  est  coupée  harrnoniqne/ncnl  par 
les  droites  da,  doc'  et  par  la  cubique  en  m,  ii. 

C'est  la  douzième  proposition  du  Traité  de  Maclaurin 
sur  les  courbes  du  troisième  ordre, 

IV.  On  doniîe  une  cubique  à  point  double,  deux  tan- 
gentes ab^  ac  menées  d'un  point  a  de  la  courbe;  toute 
transversale  passant  en  a  est  divisée  barmoniquement 
par  la  courbe,  par  la  corde  de  contact  bc  et  par  la  droite 
qui  joint  le  point  double  O  au  point  don  cette  corde  ren- 
contre la  courbe  [fig.  4)- 


Toutes  les  fois  qu'un  des  points  de  la  base  des  coniques 
coïncide  avec  le  pivot  des  rayons,  il  est  un  point  double 
de  la  cubique  engendrée-,  lorsqu'un  point  double  entre 
dans  les  données,  il  suffit  de  six  auti'es  points  pour  achever 
de  déterminer  la  cubique-,  on  peut  prendre  alors  arbi- 
trairement trois  des  six  points  pour  compléter  la  base  (*). 

D  après  cela,  soit  Oabc  la  base^  O  étant  le  pivot.  A  la 
conique  Oabcb^  c'est-à-dire   {ab,  Oc),   correspond  le 


(*)  M.  de  Jonquières,  dans  ses  Mélanges  de  Géométrie  et  dans  son 
Mémoire  sur  la  génération  des  courbes,  a  étudié  avec  détails  la  construc- 
tion des  courbes  du  troisième,  du  quatrième  ordre  et  même  des  ordres 
supérieurs  à  points  multiples,  dans  divers  cas  particuliers. 
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rayon  O^  5  de  même  le  rayon  Oc  correspond  à  l'ensemble 
des  droites  ac,  Oh,  et  le  rayon  O^  à  l'ensemble  des 
droites  Ort,  bc.  Menons  par  le  point  a  une  transversale 
quelconque 5  on  aura  les  segments  «F,  ay,  «A,  auxquels 
correspondent  respectivement  les  rayons  Oyb,  OF,  Od§. 
On  voit  que  les  points  F,  y,  A  d'une  part,  y,  F,  d  de 
l'autre,  déterminent  deux  divisions  homographiques  dont 
les  points  doubles  sont  les  intersections  de  la  courbe  et 
de  la  transversale.  Comme  F  et  y  sont  en  correspondance 
réciproque,  les  segments  formés  par  les  couples  de  points 
homologues  sont  en  involution;  Aâ  est  un  de  ces  seg- 
ments :  il  est  donc  divisé  harmoniquement  par  les  points 
doubles,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

V.  Si,  par  un  point  d'une  cubique,  on  mène  quatre 
tangentes,  les  lignes  qui  joignent  deux  à  deux  les  points 
de  contact  se  coupent  sur  la  courbe  {/ig'  5). 


Fig.  5. 


Soient  Oa,  0/>,  Oc,  Od  quatre  droites  convergentes  j 


(  3o  ) 
il  est  évident  qn  on  peut  déterminer  une  cubique  par  les 
conditions  de  passer  eu  O  et  de  toucher  en  a,  Z?,  c,  d  les 
quatre  droites. 

Je  prends  abcd  pour  base  5  pour  trouver  le  pivot,  il 
faut  circonscrire  au  quadrilatère  abOc  une  conique  C 
capable  du  rapport  anharmonique  des  quatre  coniques 
abcd,  abcd,  abcdO,  abcd,  et  au  quadrilatère  abOd  une 
conique  C  capable  du  rapport  abcd,  abcd,  abcdO,  abcd 
(la  notation  abcd  désigne  la  conique  tangente  en  ^  à  la 
droite  O^).  Or,  toutes  les  coniques  du  faisceau  détermi- 
nent sur  la  tangente  en  O  à  abcdO  une  involution  dont 
O  est  un  des  points  doubles.  Le  second  point  double  P 
n'est  autre  chose  que  le  point  de  concours  de  toutes  les 
polaires  de  O,  puisque  c'est  le  conjugué  harmonique  de 
O  par  rapport  à  tous  les  segments.  Pour  les  cinq  coniques 
considérées,  abcd  [a,  b,  c,  d,  O),  les  polaires  sont  les 
droites  P«,  T?b,  Pc,  Vd,  PO,  et  elles  forment  xin  faisceau 
homographique  à  celui  des  coniques.  P  est  donc  le  pivot, 
et  on  l'obtient  en  prenant  le  conjugué  harmonique  du 
point  O  par  rapport  à  un  segment  quelconque  de  l'invo- 
lution,  par  exemple  a^  intercepté  sur  la  tangente  par  la 
conique  [ac,  bd).  On  voit  qu'à  chaque  conique  du  fais- 
ceau correspond  un  rayon  qui  est  la  polaire  du  point  O. 
En  particuler,  si  l'on  considère  le  couple  de  droites  ac, 
bd,  le  rayon  correspondant  sera  Vf\  f  est  donc  un  point 
de  la  cubique.  11  en  est  de  même  des  poinls  g,  h. 

Corollaires.  —  1°  Les  rayons  P_/,  Pg',  PA  sont  tangents 
à  la  cubique  en  y,  g,  h\  on  a  donc  immédiatement  les 
quatre  tangentes  issues  de  P,  la  quatrième  étant  PO.  Enfin, 
la  tangente  en  P  sera  la  tangente  à  la  conique  VOfgh, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  rayon  correspondant  à  la 
conique  abcdP;  ces  conséquences  sont  évidentes.  De  plus, 
les  points  de  concours  des  côtés  opposés  et  le  point  de 


(  3i  ) 
concours  des  diagonales  du  quadrilatère  Ofgh  seront 
trois  nouveaux  points  de  la  courbe.  Soit  p  le  point  où  la 
tangente  en  P  à  la  conique  VOfgh  rencontre  la  conique 
abcdV  \,  il  suffira  de  joindre  p  aux  trois  points  dont  il 
s'agit  pour  avoir  les  tangentes  en  ces  points. 

2°  Toute  transversale  menée  par  le  point  O  est  divisée 
harmoniquement  par  la  courbe  et  par  deux  des  cordes  de 
contact. 

Cette  propriété  résulte  immédiatement  de  ce  que  les 
polaires  du  point  O  par  rapport  aux  coniques  du  fais- 
ceau ahcd  sont  précisément  les  rayons  homologues  du 
faisceau  de  droites-,  car  les  points  de  la  courbe  situés  sur 
la  transversale  sont  les  points  doubles  de  Tinvolution 
déterminée  par  les  coniques  sur  cette  droite;  ils  divisent 
harmoniquement  lous  les  segments,  en  particulier  ceux 
qu'interceptent  les  couples  de  cordes  (ac,  bd)^  (<7^,  cd)^ 
[ad,  bc). 

La  transversale  est  aussi  divisée  harmoniquement  par 
la  cubique  et  par  la  conique  abcdO,  qui  est  la  première 
polaire  du  point  O. 

3°  Supposons  que  le  point  P  coïncide  avec   un   des 

Fig.  G. 


points  /,  gy  h,  avec   h    par   exemple.    Alors  la   droite 
fg  {fig.  6)  passera  en  O;  pour  avoir  la  tangente  en  P  à 
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la  cubique,  il  faudra  mener  le  rayon  correspondant  à  la 
conique  abcdV .  Comme  cette  conique  se  réduit  à  deux 
droites,  on  voit  que  la  courbe  a  trois  points  confondus 
en  P;  P  est  uu  point  d  inflexion,  Ofg  est  la  corde  de 
contact,  la  tangente  d'inflexion  est  la  polaire  de  O  par 
rapport  aux  droites  ad,  bc. 

On  peut  présenter  ces  résultats  sous  la  forme  suivante  : 
Soient  P  un  point  d'inflexion,  PO,  Py,  Vg  les  tangentes 
issues  de  ce  point,  0«,  OZ»,  Oc,  Od  les  tangentes  issues 
du  point  Oj  les  points  de  rencontre  des  côtés  opposés  du 
quadrilatère  ahcd  et  de  ses  diagonales  sont  en  P,  f,  g. 
Cette  propriété  des  cubiques  fait  l'objet  de  la  question  896 
des  Nouvelles  Annales,  proposée  par  M.  Sylvester,  et 
dont  une  solution  analytique  a  paru  dans  le  numéro 
d'avril  1871. 

VI.  Lorsqu'une  cubique  passe  par  les  six  sommets 
d'un  hexagone  abcdef  et  par  deux  des  points  de  con- 

Fig.  7. 


cours  g,  h  des  côtés  opposés,  elle  passe  nécessairement 
par  le  troisième  point  de  concours  i  l/îg.  7). 


(  33) 

On  peut  toujours  faire  passer  une  cubique  par  les  neuf 
points  a,  b,  c^ .  .  .  ,  i  -^  mais  je  vais  prouver  que  la  ques- 
tion est  indéterminée  ou  que  les  neufs  points  forment  un 
groupe  pivotable. 

Soient  abcie  la  base^,  cjghx,  cfgij  les  deux  coniques 
qui  doivent  donner  le  pivot-,  la  première  est  capable 
du  rapport  abde(^c,  J,  g,  A),  la  seconde  du  rapport 
abdel^c^J",  g^  i).  Si  ç  et  y  sont  les  points  où  les  coniques 
abdef^  abdeg  coupent  la  droite  r/c/^ ,  le  premier  des 
deux  rapports  anharmoniques  ci-dessus  est  celui  des 
quatre  points  c,  C9,  y,  h.  Pour  trouver  (j),  il  suffit  de 
joindre  le  point  b  au  point  y;  où  ih  rencontre  Jg^  en 
vertu  du  théorème  de  Pascal  appliqué  à  l'hexagone  in- 
scrit ab(^def.  Pour  trouver  y,  il  faut  joindie  le  point  a 
au  point  e  où  ic  rencontre  fg  (même  théorème  appliqué 
à  l'hexagone  abgedy).  Cette  construction  des  points  cf 
et  y  fait  voir  que  le  rapport  (c,  cp,  y,  h)  est  égal  à  celui 
du  faisceau  de  droites  /(c,  f,  g^  h).  Donc  la  conique 
cfghx  passe  en  i\  on  verrait  de  même  que  la  conique 
cfgij  passe  en  h,  et  que,  par  conséquent,  elle  se  confond 
avec  la  première,  c'est-à-dire  que  le  pivot  est  indéterminé. 

En  général,  pour  faire  passer  une  cubique  par  neuf 
points  satisfaisant  aux  conditions  de  l'énoncé,  on  peut 
prendre  quatre  des  points  pour  base,  et  placer  le  pivot 
en  un  point  quelconque  de  la  conique  passant  par  les 
cinq  autres. 

Remarque.  —  J'ai  dit  que  le  rapport  anharmonique 
(c,  c^,  y,  h)  était  égal  à  celui  des  faisceaux  i[c,  f,  g,  h). 

Soient,  en  eifet  {même  figure),  ihin.,  iee  deux  ti^ans-^ 
versales  issues  d'un  point  /;  prenons  sur  lie,  m  s  deux 
points  quelconques  ^^,f.  Si  l'on  joint  c/j  e(p,  les  points 
rt',  b'  où  ces  droites  rencontrent  bj,  yjgs  sont  en  ligne 
droite  avec  t,  en  vertu  du  théorème  de  Pascal  appliqué 
à  l'hexagone  hfcz's^-n   inscrit  dans  le  couple  de   droites 
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lie,  fti.  Menons  des  transversales  telles  que  iah\  à  chaque 
position  de  iah  correspondent  des  points  ^,  y  obtenus  en 
joignant  c&,  ia\  g  et  y  décriront  deux  divisions  liomo- 
grapliiques  dont  on  a  trois  couples  de  points  correspon- 
dants, savoir  [f,  o),  (-,  c),  (r,,  h).  Donc,  etc. 

Corollaire.  —  Soient  aZ»,  ac  deux  tangentes  issues 
d'un  point  a  d'une  cubique,  d  un  autre  point  de  la 
courbe-,  e,f\es  troisièmes  intersections  des  droites  db, 
de.  Si  l'on  joint  /?/,  ce,  ces  droites  se  coupent  en  un 
point  g  appartenant  à  la  cubique. 

Il  suffit,  pour  le  reconnaître,  d'appliquer  le  théorème 
précédent  à  V\\e^as,one  fcc ebb  dont  deux  côtés  sont  infi- 
niment petits.  C'est  la  seizième  proposition  du  Traité  de 
Maclaurin.  On  en  déduit  facilement  diverses  conséquences 
curieuses  sur  lesquelles  je  n'insisterai  pas. 

[La  suite  prochainement.  \ 


QUESTION  D'EXAME^'  A  I/ÊCOLE  NAVALE. 

Solution  de  M.   BERGERON, 

Professeur  de  Mathématiques. 


Soit  i\I  un  point  pris  sur  une  circonférence  j  on  joint, 
ce  point  à  deux  points  K  e^  H  pris  à  égale  distance  du 
centre  O  sur  un  même  diamètre  AB;  on  prolonge  MH 
et  IMK  jusquà  leur  rencontre  en  D  e^  C  ai^ec  la  circon- 
férence. Si  l'on  tire  DC  et  quon  la  prolonge  jusqu  à  sa 
reticontre  en  P  uuec  le  diamètre  AB,  et  que  VonjoigtieV 
au  point  N,  extrémité  du  diamètre  qui  passe  par  M,  il 
s^agit  de  démontrer  que  PJN'  est  tangente  à  la  circon- 
férence. 

En  effet,  à  cause  de  OK  =  OH  et  OM  =  ON  la  figure 
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MHKN  (*)  est  un  parallélogramme.  Joignons  le  point  N 
aux  points  C,  D  et  au  milieu  1  de  CD.  Les  deux  triangles 
CND  et  ]NKM  sont  semblables,  à  cause  des  angles  M  et  N 
respectivement  égaux  aux  angles  D  et  C.  Il  est  clair  que 
les  triangles  NKO  et  CINI  sont  aussi  semblables,  parce 
que  les  droites  KO  et  NI  joignent  des  sommets  homolo- 
gues aux  milieux  des  côtés  opposés.  Les  angles  NIC,  NOK 
sont  égaux,  et  il  est  évident  que  les  points  P,  N,  I,  G 
sont  sur  une  même  circonférence;  et  comme  PIO  est  un 
angle  droit,  puisque  î  est  le  milieu  de  la  corde  CD, 
PO  est  un  diamètre  de  la  circonférence  qui  passe  par  les 
quatre  points.  Donc  l'angle  PNO  est  droit,  PN  est  donc 
perpendiculaire  à  l'extrémité  d'un  diamètre  de  la  cir- 
conférence donnée,  et  par  suite  tangente  à  cette  circon- 
férence, c.    Q.    F.    D. 


DÉICINSTRATIOK  D'ii:^  THÈORÈilE  M  GÉOMÉTRIE-, 

Par  m.  JAMET, 

Élève  du  Ivcoe  de  Pau. 


Si,  du  centic  O  du  cercle  circonscrit,  a  un  trian- 
gle ABC,  on  abaisse  sur  les  côtés  BC,  AC,  AB  du  triangle 
des  perpendiculaires  OD,  OE,  OF,  la  sonnue  de  ces  trois 
perpendiculcdres  est  égala  à  la  somme  des  rayons  des 
cercles  inscrit  et  circonscrit  au  triangle. 

Soient  w  le  centre  du  cercle  iuserit  dans  le  triangle 
ABC  (*)  ;  M  le  point  où  le  proîongcmenl  de  la  droite  OD 
perpendiculaire  à  BC  rencontre  la  circonférence  circon- 
scrite au  triangle-,   wFI  la  perpendiculaire  abaissée  du 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  fif>iire. 


(  36  ) 
centre  w  sur  le  côté  BC;  K  la  projeciion  de  (u  sur  ODM. 
Les  droites  «H,  OM  sont  des  rayons  des  cercles  inscrit 
et  circonscrit  au  triangle  ABC;  il  s'agit  donc  de  démon- 
trer f|ue 

.  OD  +  OE  +  OF  =  w  n  4-  OM, 

(i)  <   ou 

(  0E-4-0F  =  wH-h  OM  — OD. 

Mais  OM— OD=DM,  et  oiHH-DM=zDK-|-DM=KM; 

par  conséquent,  l'égalité  (i)  en  démonstration  revient  à 

(2)  OE  +  OF  =  KM, 

Cela  admis,  menons  par  le  point  M,  milieu  de  lare  BMC, 
la  corde  MA'  parallèle  au  côté  BA  du  triangle  ABC,  et 
prolongeons  la  droite  OF  perpendiculaire  sur  BA,  jus- 
qu^à  ce  qu'elle  rencontre,  en  un  point  E'',  la  parallèle  MA' 
à  BA  :  il  en  résultera  MA'=  AC,  et  OE'  =  OE,  Ce  qui 
réduit  l'égalité  (2)  OE  +  OF=KM  à  OE'-f-OF=KM, 
et,  par  suite,  à 

(3)  FE'  =  KM. 

Or,  en  abaissant  du  point  A  une  perpendiculaire  AG  sur 
la  corde  MA',  on  formera  un  triangle  rectangle  AGA' 
qui  sera  égal  au  triangle  rectangle  MwK.  En  effet, 
AA'=:MB  =  Mw;  et,  d'autre  part,  chacun  des  deux 
angles  AA'G,  MwK  est  égal  à  C  +  7A,  comme  il  est 
facile  de  s'en  assurer  5  donc  les  triangles  rectangles  AA'G, 
MwK  sont  égaux,  et  l'on  a 

AG=KM, 

d'où 

FE'  =  KM. 

C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 


i 
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NOTE  Slîl  LE  LlEl  M  POI\T  DE  CONTACT  DE  DELX  CERCLES 
MOBILES  OU  DOIVENT  ÈTIIE  TANGENTS  CIIACIN  A  DEIX 
CERCLES  FIXES; 

Par  m.  a.    UILAIRE, 

Professeur  au  lycée  de  Douai. 


Je  rattacherai  la  solution  de  celte  question  à  la  mé- 
thode suivie  par  M.  Salmon  dans  son  Traité  des  sections 
coniques  pour  construire  un  cercle  tangent  à  trois  cer- 
cles donnés  (n"  119,  p.  liSp  de  l'édition  française). 

Je  conserve  les  notations  de  AL  Salmon  : 

S  ^=  0,  2  =  o  représentent  les  équations  des  cercles 
mobiles  ; 

8'=  o,   S"=  o  des  deux  cercles  fixes. 

Je  suppose  tous  les  contacts  extérieurs  :  /•,  /•',  /•"  sont 
les  rayons  des  circonférences  S,  S',  S",  et  d\  r/^  les  dis- 
tances du  centre  de  S  aux  centres  de  S'  et  S". 

Les  coordonnées  du  point  de  contact  des  circonfé- 
rences S  et  H,  devant  vérifier  les  é(juations 

S  —  S'  S  —  S" 


'      d''  —  {r—r'y        d"^  —  {r—r"Y 

(Salmojn,  p.  i6o,  édition  française),  doivent  vérifier  aussi 
l'équation  qui   en  est  une  conséquence  : 

S' 


Mais,  la  circonférence  S  étant  tangente  extérieurement 
aux  circonférences  S'  et  S",  on  a  d'=  r-\-r'  et  r/"=  r-i-r'\ 
ce  qui  réduit  les  deux  dénominateurs  à  4^''  *'t  4 ''''"•  Ln 
supprimant,  des  deux  côtés,  le  facteur  4r,  le  rayon  du 


(  38  ) 
cercle  variable  S  se  trouve  éliminé,  et  Ton  a  imtnédia- 

.  S'        S" 
teine!!i  pour  équatiou  du  lieu  cherché  —  =  — ?  équation 

d'un  cercle  avant  même  axe  radical  avec  les  cercles  S' 

et  S". 

J'ai  supposé  les  contacts  extérieurs;  en  faisant  d'autres 

S'              S" 
hypothèses,  je  trouverai  un  second  cercle    —  = ^• 

Le  lieu  se  compose  donc  de  deux  cercles. 


DÉMOXSTRATIOX  WM  THÉOIIEME  DE  NEWTON, 

Par  m.   gardon, 

Élève  de  Mathématiques  élémentaires  au  lycée  de  Tournon  (classe 
de  M.  Launov\ 


Les  milieux  M,  M'  des  diagonales  AC,  BD  diin 
quadrilatère  ABCD  circonscrit  à  un  cercle  et  le  centre  O 
de  ce  cercle  sont  en  ligne  dcoite. 

Les  parallèles  menées  par  les  points  M  et  M'  à  CD  et 
à  AB  respectivement  passent  par  le  milieu  R  de  AD  (*). 
Ceci  posé,  regardons  les  trois  tangentes  AB,  AD,  CD 
comme  fixes,  et  le  point  de  contact  de  la  quatrième  BC 
comme  se  mouvant  sur  le  cercle.  Les  milieux  des  diagonales 
des  nouveaux  quadrilatères  ainsi  formés  se  trouveront  sur 
MR  et  sur  M'R.  Les  points  mobiles  B,  C  décrivant  sur 
AB  et  DC  des  divisions  homographiques,  les  droites  pas- 
sant par  D  et  les  différentes  positions  de  B,  et  les  droites 
passant  par  A  et  les  différentes  positions  correspondantes 
de  C  forment  deux  faisceaux  homographiques  qui  ont  un 
rayon  homologue  DRA  commun.  Donc  les  droites  MR, 

,  (')  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  liyure. 


(  '^^9  ) 
M'R,  tlivisc^cs  hoinogiaphiquemenl  par  <^s  deux  fais- 
ceaux, ont  un  point  homologue  commun,  R;  d'où  il  suit 
({ue  les  droites  MM'  qui  joignent  deux  points  de  division 
homologues  doivent  passer  par  un  même  point.  Si  nous 
considérons  BC  dans  une  position  B'C  telle  que  l'on  ait 
B'C  égale  à  DC,  il  est  facile  de  voir  que  les  milieux  M,, 
M',  et  Je  })oinl  O  sont  en  ligne  droite.  De  même,  si  BC 
occupe  une  troisième  position  1^"C"  telle  que  Ton  ait 
B"C"  égale  à  AD,  ou  verra  que  les  milieux  Mj,  M',  et 
le  centre  O  sont  en  ligne  droite.  Les  droites  MiM',  et 
MgM'j  passant  par  O,  toute  droite  MM'  passera  aussi 
par  ce  point.  Le  théorème  est  donc  démontré. 


SOLUTIONS  DES  illJESTiONS  PROPOSEES 

DANS  LES  Ni)lJVELLES  Ai\NALES. 


Question  979 

(  voir  2'  série,  t   IX,  p.  ai-.  ) , 

l'AK  U.   E.   DE  HUNYADY, 

Professeur  à  l'École  Polytechnique,  de  f5iide. 

Étant  donnée  la  fonction 

y  :=  A,  cos.r  -+-  A,cos2a7  -+-  A3  cos3  j;'  -+-...  -j-  A„  cos«./', 
iicterminer  les  coefficients  Aj,  A2,  A3,...,  A„,  de  maniai  e 
que,  pour  x  = ■>  y  prenne  la  imleur  de  ji-, ...  -,  et 

(pie,  pour  x=  ^—-^^  y  =Jn;  Ji,  /2,  J3,-  •  •  5  Jn  étant 
des  quantités  données.  (H.  Hrocard.) 

i.   La  solution  de  la  question  précédente  dépend  de  la 


(  4o  ) 

résolution  du  système  linéaire  suivant  : 

A,  cosx  H-  AjCûsao;  -!-...  +  A„cos«.r  =  y, , 
A,  cos2r  H-  A2COs4-^  -I-  .  .    +  A„  cos:in.T  =:j2, 
(ï)         '   A,  cos3x  H-  AïCos6.î.-  +  .  .  .  H-  A„  cosSnx  =J)'3, 


A I  cos h.r  -f-  A;;  cos ?,  A(  r  +  .  .  .  H-  A„  cos «' jc  :=  j„ , 


pour  X  =  — 

Si  l'on  désigne  par  A  le  déterminant  du  système  (i) 
et  par  i  un  nombre  entier  quelconque  de  la  suite  x,  2, 
3,.  .  ..  //,  on  trouve,  d'après  les  règles  générales  de  la 
résolution  des  équations  d'un  système  linéaire, 

cos.r       ...       cos(/ — i}x      ji       cos  (/ 4- 1  ) -i'       ...      cos/ix 

COS2.r       ...       COS2(; — l',X       Yi       COS2(/-|-l)x       ...       COS2/2X 


(2)  A,A  = 


(3) 


...      cosn{i — ijj"     j„      cos/2(/-4-l)jr 

Eu  outre,   si    Ton   pose,  pour  des  valeurs  quelconques 
de  k  et  de  X  de  la  suite  1 ,  2, .  .  . ,  «, 

cos^/x  -+-  cos'2/../-  +  .  .  .  +  cos^/iAx  =  2  cos^X-.*-, 
COSÂ.ZCOS)  j?  -t-cos2/-.rcos2À.r4-...  -\-cosn/cxcosn'kx=^cos/>xcos\x, 
(  4  )  J'i  cos  /,.>:  -f-  y.j  cos  Q.Ax  -h  .  .  .-h  jr„  COSnkr  z=  .5>, 

on  a,  en  multipliant  chaque  membre  de  l'équation  (2) 
par  le  déterminant  A, 

^  cos^r         Ecos.rcos2.r 

^  cos  r  cos  2  .r  ^  COS^  2  X 


(5)       A, 


2  cosa?  cosnx 
2  cos  2  X  cos  /ÎX 


cosx  cos/i./     2.  COS2.'."  cos/î.c    ...        2,cos-nx 
2  cos^j;       ...   ^  cos.r  cos/ — i)x  5,  ^cos.rcos(/+ Ijj;   ...   2cos.rcos/îx 
Zcus.rcos2.r  ...   }icos2.tcos(/ — i)*?  Vo  2,cos2xcos(?-f-ii.r  ...   icos2-rcosn.r 

Zcosjcosrt.r   ...   ^cos«.rco5(/ — i)j;  s„  wCos«xcos^/+i).r   ...        ^cosn'x 


(  4i  ) 

2.  Les  éléments  des  déterminants  précédents  sont  sus- 
ceptibles d'une  simplification  importante.  En  remar- 
quant que 

ces  9  cosij^  =  7  [cos(tp  -+-  ^j^)  -t-  cosfep  —  ^)], 

on  a,  pour  ©  =  A\r,  t];  =  "^X, 

cos/5-.r  cosXj:  =  \  [cos(^-  H-  X)x  H-  cos(X  —  V).r]; 
d'où  l'on  tire 
(6)     2l  cosZ.r  cos/x  =  ~1  [cos(>î-  -\-X\x  -i-  cos(A-  —  À)x]. 

En  outre,  on  trouve  pour  la  somme  E  cos  (A  -h  ^)  x,  d  a- 
près  une  formule  bien  connue  [voir,  par  exemple,  Seriiet, 
Traité  de    Trigonométrie,  p.  25),  la  valeur  suivante: 

cos  ~{n-\-i)[k  -k-  X]  xûn\n[k  -i-\)x 
sin  !(/?•  +  \).T 

à  laquelle  on  peut  donner  encore  la  forme 

sin(«-l-i)(X-  +  ).)j:cos  j  (/- +  )>)x  ,  , 

2  sm-j  (a-  +  A).r 

en  remarquant  que 

sini«(^  -f-).).r  =  sini[(/2H-i)  — i](A  +>)>^. 

On  aura  enfin,  en  se  rappelant  que  x  =  ^         •> 

(7)  2  cos(X-  -t-  X)  .r  =  —  cos-  y  (A-  -f-  >)  71-. 
On  trouve,  de  la  même  manière,  que 

(8)  2icos(A  — /)x  =  — cos=|(/  —  XjTT, 

et,  conséquemment, 

Icos/.rcosX.r  =  —  y[cos^i(A  +  X)7r  -h  cos-  i  (^  —  /)7r], 

d'où  l'on  tire  : 

(g)  2cosA-.rcoS>.r  =  —  1, 


(  42  ) 

si  A  H-  A,  et  conséqueminent  k  —  X,  est  pair  ; 
lo)  2  cos/.r  cos  >j:  =^  o, 

si  k  -\-  A,  et  conséqueminent  A"  —  X,  est  impair. 

3.   En  posant  dans  l'équation  (7)  X  =  A,  on  eu  déduit 

2  ces  ikx  ■=  —  cos"  kr.-=^  —  i . 

L'équation  (8)  perd  sa  validité  pour  des  valeurs  X  =  A, 
parce  que,  dans  le  cas  actuel, 

2)  ces  (/■  —  \\x  r=^  n. 

Enfin,  prenant  dans  l'équation  (6)  X  =  A,  on  trouve 

(11)  2  COS'/-.r  =  |(/2  —  i). 

4'.  Avant  de  faire  les  substitutions  pour  les  éléments 
des  déterminants  dans  Téquation  (5),  il  sera  convenable 
de  distinguer  le  cas  où  n  est  un  nombre  pair  de  celui 
où  n  est  impair. 

En  supposant  que  n  est  pair,  l'équation  (5)  se  sim- 
plifie, si  l'on  fait  usage  des  équations  {9),  (10)  et  (11); 
on  a,  en  effet,  pour  une  valeur  paire  de  /, 


(12)     A,- 


o 
—  1 


o  —  I 

(«— i)  o 


o  — I 

\\n  —  \)  o 

o  t(«— i)     ... 


o 

—  I       s,  —  I 
o       .ç,       o 

o         Si         o 


H"-»: 
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et,  pour  une  valeur  impaire  de  i. 


(i3)'    A, 


\{n~\)  o 

o  ^  in  —i 


■(«-!] 


(«  —  I  ) 

o 

o 

^1 

o 

o 

o 

v(«-0 

—  I 

S-i 

—  I 

—  I 

I        Si        I 


On  trouve  aisément  pour  le  coefficient  de  A,  la  valeur 


4  \        2         , 

en  outre,  développant  les  déterminants  suivant  les  élé- 
ments de  la  colonne  dont  le  rang  est  /  et  divisant  par  le 
coefficient  de  A^,  on  a  : 

[a)   Si  i  est  un  nombre  pair, 


;i4)  A,- 


•2i',-|- 2^4 -+-.,.-!-  2.y,_2-(-3^,-4-  2J,+2-l-...-t-2*„); 


/2  -4-1 

[h)   Si  i  est  un  nombre  impair, 


(l5)       A,-: 


n  H-i 


(2  .v,  -4-  2 ,^3  -4-  . . .  +  2 5,__2  H-  3  A-,-  +  25,^.2  -f- ...-+-  2  S„^i). 


Dans  le  cas  où  n  est  impair,  il  est  facile  de  démontrer 
que  le  coefficient  de  A,  dans  l'équation  (5)  sera  égal  à 
zéro  en  vertu  des  équations  (9),  (10)  et  (11)5  d'oii  l'on 
conclut  qu'on  ne  peut  déterminer  que  les  rapports  des 
quantités  A  si  //  est  impair. 


(  44  ) 

Nota.   Oii  peut  aussi  résoudre  le  système  des  équations 
suivantes  : 

B|  sin  :c  H-  Bj  sin  2^   -|- .  .  .  H-  B„  sin  nx    =  z, , 
B,sin2.r-f-  B,  sin 4 .2^   H-  .  .  .  -f-  B,sin2n;r=  z.>, 

5 

B|Sin«x  +  B2sin2rtvC  H-  .  .  .  +  B„  ûnii^x  =:  z„, 

pour  x  = j  par  un  procédé   analogue,  en  remai- 

quant  que 

2isin-/-^-=  y  («  H-i), 

2l  sin/.r  sinÀar  =  o. 
On  tiouve,  en  effet, 

2 

B,  = (2,  sin/x  -f-  c,  iiniix  -i-  .  .  . -|-  z,,  sinrt/j; ). 

«  -j-i  ' 

Ce  dernier  système  a  été  résolu  par  Lagrakge,  dans  le 
Mémoire  intitulé  :  Recherches  sur  la  nature  et  la  pro- 
pagation du  son  [OEui^res,  t.  I,  p.  80-89),  par  une 
méthode  tout  à  fait  différente  de  celle  que  nous  avons 
suivie. 


Question   1031 

(voir  2"  série,  t.  X,  p.  3ji), 

Par  m.   a.   PELLISSIER, 

Lieutenant  au  i';^  d'Artillerie. 

Un  angle  de  grandeur  constante  se  déplace  dans  un 
plan,  de  manière  que  le  sommet  décrive  un  cercle  de 
rayon  donné,  et  que  Vun  des  côtés  passe  par  un  point 
fixe  j  on  demande  V enveloppe  de  V autre  côté. 

(C.   Harkema.) 

Je  vais  démontrer  d'abord  <|ue,  si  par  le  foyer  d'une 
conique  on  mène  des  droites  faisant  avec  les  tangentes  un 


(  4?^  ) 

angle  constant,  le  lieu  des  rencontres  de  ces  droites  avec 
les  tangentes  est  un  cercle. 

En  effet,  soient  M  {*)  un  point  du  lieu,  a  langle  con- 
stant de  la  tangente  MT  avec  la  ligne  MF  menée  du 
foyer.  J'abaisse  FP  perpendiculairement  sur  la  tangente, 
je  joins  le  centre  C  au  point  P  et  je  mène  par  un  point  O 
du  petit  axe  la  droite  OF  faisant  avec  ce  petit  axe  l'angle  a; 
enfin  je  joins  OM.  Les  deux  triangles  OMF  et  CFP  ont 
les  angles  CFP  et  OFM  égaux,  comme  se  composant  cha- 
cun d'une  partie  égale  à a  et  d'une  partie  commune 

MFC;  de  plus,  on  a 

FPFM 

cf~"ôf' 

à  cause  de  la  similitude  des   triangles  rectangles  FMP, 
OFC.  Les  triangles  OMF,  PFC  sont  donc  semblables  et 

donnent 

OM  _  OF 

CP  "  CF* 
Or  on  a 

PC  =  a,     CF  =  c,     0F=:-^: 

sin« 

d'où 

OM=:-A-. 

sma 

J'en  conclus,  le  point  O  étant  fixe  et  la   longueur  OM 
constante,  que  le  lieu  des  points  M  est  un  cercle  décrit 

du  point  O  comme  centre  avec  -: —  pour  rayon . 

•^  sma  '-  •' 

Si  maintenant  je  transforme  la  figure  par  la  méthode 
des  polaires  réciproques,  il  devient  évident  que  l'enve- 
loppe demandée  est  une  conique  ayant  son  foyer  au  point 


C  )  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  fif;ure. 


(  46  ) 
fixe.  C'est  une  ellipse,  si  le  point  donné  est  à  Tinlérieur 
du  cercle;  une  parabole,  s'il  est  sur  le  cercle 5  et  enfin 
une  hyperbole,  s'il  est  à  l'exlérieur. 

Note.  —   La   même   question  a  été  résolue  par  MM.  Ylliac  de  Goïsel, 
Moret-Blanc,  Callandreau,  Lecornu,  élève  ilu  lycée  de  Caen. 


CORRESPO^DAî^CE. 


^/t.r  élèves  ahonnés.  —  Les  élèves  aboiuiés  peuvent 
consulter  la  rédaction  sur  les  diflicuilés  qu'ils  rencon- 
treraient dans  les  questions  d'examen,  soit  en  mathéma- 
tiques, soit  en  physique..  Elle  se  fera  un  plaisir  de  leur 
en  communiquer  la  solution. 

M.  H.  Fauve,  chef  rVescadrons  d^arlilleriei  Mar- 
seille. —  Le  numéro  de  septembre  1871  contient  un 
article  de  M.  Chasles,  dans  lequel  le  célèbre  géomètre 
donne  les  énoncés  d'un  grand  nombre  de  propriétés  des 
courbes  planes  obtenues  au  moyen  de  son  principe  de 
correspondance.  Dans  le  chapitre  I,  p.  388,  je  ti'ouve  ce 
théorème  : 

Si,  de  chaque  point  d'une  coJiique,  on  abaisse  trois 
normales  sur  la  courbe  :  1"  les  cordes  qui  joignent  deux 
à  deux  les  pieds  de  ces  normales  enveloppent  une  courbe 
de  la  quatrième  classe  ;  2"  les  tangentes  menées  par  les 
pieds  des  trois  normales  se  coupent  sur  une  courbe  du 
quatrième  ordre. 

D'autre  part,  dans  mon  Recueil  de  théorèmes  relatifs 
aux  seclions  coniques,  publié  en  iSô"^  chez  Gauthier- 
Yillars,  je  donne  le  théorème  [voir  p.  i5  du  Recueil)  : 

Si  Von  prend  sur  une  conique  des  couples  de  points  a 
et  b,  tels  que  les  normales  en  ces  points  «e  coupent  sur 


{  47  ) 
la  conique,  la  corde  ah  enveloppera  une  nuire  conique. 
Cet  énoncé  revient  bien  à  la  première  partie  de  celui  de 
M.  Cliasles,  mais  le  résultat  est  différent  :  là  où  je  trouve 
une  conique,  M.  Chasles  ti-ouve  une  courbe  de  la  qua- 
trième classe.  Ce  résultat  me  semble  inexact. 

On  sait  que,  si  par  un  point  O  on  mène  des  transver- 
sales, puis  les  normales  aux  points  d'intersection  de  ces 
transversales  avec  une  conique  donnée,  ces  normales  se 
coupent  sur  une  courbe  du  troisième  ordre  qui  rencontre 
la  conique  donnée  en  six  points. Or,  parmi  ces  six  points, 
il  y  en  a  quatre  qui  sont  les  points  où  les  normales  menées 
du  point  O  à  la  conique  rencontrent  obliquement  celte 
conique.  Il  n'existe  donc  que  deux  autres  points  m,  tels 
qu'en  menant  de  ce  point  les  trois  normales  ma,  mb,  me, 
l'un  des  côtés  ab  du  triangle  abc  passe  par  le  point  O. 
Par  le  point  O,  il  ne  peut  donc  passer  que  deux  courbes  ab, 
telles  que  les  normales  aux  points  «  et  è  se  coupent  sur 
la  conique,  c'est-à-dire  que  celte  corde  enveloppe  une 
conique. 

Il  est  facile  de  voir  que  cette  conique  est  concentrique 
à  la  conique  donnée  et  tangente  aux  polaires  des  points 
de  rebroussemenl  de  sa  développée  5  ce  qui  la  détermine 
complètement. 

La  seconde  partie  du  théorème  de  M.  Chasles  est  éga- 
lement inexacte,  puisque  les  sommets  du  triangle  formé 
par  les  tangentes  menées  par  les  pieds  des  normales  sont 
les  pôles  des  tangentes  de  la  conique  que  nous  venons  de 
trouver.  Le  lieu  cherché  est  encore  une  conique,  et  non 
une  courbe  du  quatrième  ordre. 

Il  est  dit  aussi,  p.  388,  que  les  cordes  d'une  conique, 
normales  en  une  de  leurs  extrémités,  ont  leurs  milieux 
sur  une  courbe  du  huitième  ordre.  Or  il  n'est  pas  difficile 
de  voir  que  le  lieu  est  seulement  du  sixième. 
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QUESTIONS. 

1055.  L'équation  indéterminée  «^  —  Dn^  =  /^,  dans  la- 
quelle D  est  de  la  forme  (4'^  H-  2)"-|-i,  n  désignant  un 
nombre  entier  positif  quelconque  i,  2,  3,...,  n'a  aucune 
solution  formée  de  deux  nombres  impairs,  et  la  solution 
constituée  par  les  deux  nombres  entiers  positifs  les  plus 
petits  est 

f  =:  l6(2«  -t- l)^-+-  2,        M^8(2«+l). 

(F.     DiDON.) 

1056.  Soit  une  fonction  J"(x)  quelconque,  finie  et  con- 
tinue dans  l'intervalle  de  «  à  :c.  Insérons,  entre  a  et  x , 

n  —  I   moyens    géométriques  ai/-,     ^  \/  (  ~  )   '  *  '  '  ' 

a  i/  I  -|       5   et  désignons  par  ISÎg  la  moyenne  arith- 
métique des  valeurs 

D'un  autre  côté,  insérons  n  —  i  moyens  arithmétiques 

.r  —  a  alx  —  a)  (n  —  )  )  (j-  —  a) 

a  H 5  a  H v?  a  -\ 7  entre 

n  n  n 

a  et  X,  et  désignons  par  Ma  la  moyenne  arithmétique 
des  valeurs 

/  x—a\  (  {n  —  \){œ—a)\ 

,     ,..., — — ,     . 

a  r  —  a  [n — i)[x  —  a)  x 


Lorsque  ti  tend  vers  l'infini ,   le  rapport  -— -   tend   vers 

une  limite  complètement  indépendante  de  la  fonction  J-^ 

log- 
,.     •                    « 
cette  limite  est /t?     n    ^     \ 
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ÉTUDE  Dlli\  COMPLEXE  DU  SECOND  ORDRE; 

Par  m.   PAINVIN. 


1.   Proposons-nous  la  question  suivante  : 
On  donne   un   ellipsoïde  j    étudier   la  position    des 
droites  par  lesquelles  on  peut  mener  à  cet  ellipsoïde 
des  plans  tangents  rectangulaiies. 

Si  (D)  est  une  des  droites  par  lesquelles  on  peut  mener 
deux  plans  tangents  rectangulaires,  un  troisième  plan 
tangent,  perpendiculaire  à  cette  droite,  la  rencontrera 
en  un  point  situé  sur  la  sphère  (S),  lieu  des  sommets 
des  trièdres  trirectangles  circonscrits  à  l'ellipsoïde  donné; 
de  sorte  que,  si  S  est  le  point  de  rencontre  et  que  D  soît  le 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  O  de  l'el- 
lipsoïde sur  la  droite  (D),  on  aura 

ÔS'  =  Ôd'  -f-  DS'. 

Mais  la  distance  DS  est  visiblement  égale  à  la  distance 
du  centre  O  au  plan  tangent  perpendiculaire  à  la  droite; 
par  conséquent,  si  a,  (3,  y  sont  les  angles  de  la  droite  (D) 
avec  les  axes  Ox,  Oy,  O^  de  l'ellipsoïde,  et  si 

x'^        y-       z- 
a-        o'        c- 

est  l'équation  de  l'ellipsoïde  donné,  on  a 

OS    =  à-  -i-  h-  4-  c-,       DS  .=  a-  cos-  a  H-  b^  cos-  fi  -t-  c"  ces'  7  ; 

par  suite,  en  désignant  par  0  la  dislance  du  centre  à  la 
droite  (D),  on  a  la  relation  caractéristique 

(  I  ")      (î-  =  a~  H-  b-  -h  r^  —  [a"  cos^  a  +  b-  cos^  (3  4-  c^  ces  '7). 
Ann.  de  Mathémat.,  2*^  série,  t.  XI.  (Février  1^72.)  4 


a 


(   :>«  ) 

Il    résulle     de     là     que    O"     doit     être     inférieur     à 

-\- h^  -\-  c~  \  donc  : 

Théorème  I.  —  Les  droites  réelles  satisfaisant  à  la 
question  doivent  toutes  pénétrer  dans  l'intérieur  de  la 
sphère  (S),  lieu  des  sommets  des  trièdres  trirectangles 
circonscrits  à  V ellipsoïde  donné. 

2.  Représentons  maintenant  la  droite  (D)  par  des 
équations  de  la  foi'rae 

/   X  =  mz  H-  p, 

(2°)  <  y  ^  7iz  -h  q .,         où      r^np  —  niq  ; 

(  nx  —  my=ir, 
on  a 

ces  a  =  /«  ces  7 ,      ces  p  =  «  CCS  7 , 

COS7  :=      _  ?       à'  = 


Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'égalité  {1°),  préala- 
blement mise  sous  la  forme 

^2=  [b-  -A-c')  cos=a  H-  [c'  H-  a')cos^[i  +  («'-+-  Z>')  ces' 7 , 
il  vient 
(3")    />'  -^  7'  +  r'={b'  +c')/«- -4-  (c-  +  «2)«^  +  («2  H-  £»^j. 

L'assemblage  des  droites  (D)  constitue  un  complexe 
défini  par  l'cqualion  (3);  ce  complexe  est  du  second 
ordre,  mais  il  n'est  pas  le  plus  général  de  son  degré.  Je 
me  propose  ici  d'en  étudier  les  propriétés. 

Une  grande  partie  des  propositions  que  je  vais  démon- 
trer peut  se  déduire  assez  simplement  de  certaines  consi- 
dérations géométriques;  mais  j'ai  accordé  la  préférence 
à  la  méthode  analytique  qui  se  présente  ici  avec  des 
formules  simples,  des  rapprochements  intéressants,  et  per- 
met d'étendre  considérablement  ce  sujet  de  recherches. 

La  théorie  des  complexes  généraux  du  second  ordre, 
abordée  pour  la  première  fois  par  Pliicker  [Neue  Geo- 
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metrie),  a  été  complétée  par  M.  Klein  [Matheiiiatische 
Annalen,  t.  II,  1870)5  certains  complexes  particuliers 
ont  été  l'objet  des  recherches  de  M.  Batlaglini  [Gioi- 
naîe  di  Matemaiiche) ,  et  de  M.  Reye  [Die  Géométrie 
der  Lage).  Foir,  en  outre,  le  Bulletin  des  Sciences  ma- 
thématiques, t.  II,  p.  72. 

L'étude  actuelle  a  pour  objet  un  complexe  particulier 
du  second  ordre  ;  je  dirai  d'abord  que  la  méthode  que 
j'ai  adoptée  est  complètement  différente  de  celles  qui  ont 
été  suivies  par  les  géomètres  que  je  viens  de  citer  ;  mais 
ce  qu'il  importe  surtout  de  remarquer,  c'est  que  ce  com- 
plexe particulier,  qui  a  son  point  de  départ  dans  une 
définition  géométrique  bien  précise,  présente  les  rapports 
les  plus  intimes,  soit  avec  les  surfaces  homofocales,  soit 
avec  la  surface  des  ondes,  et  apporte,  aux  propriétés 
déjà  si  nombreuses  de  ces  surfaces,  un  contingent  assez 
considérable  de  propriétés  nouvelles.  Parmi  les  propo- 
sitions que  j'énonce,  plusieurs  devaient  naturellement  se 
présenter  comme  cas  particulier  des  propositions  géné- 
rales déjà  connues  sur  les  complexes  5  mais  je  les  ai  tou- 
jours démontrées  directement,  afin  que  cette  élude  puisse 
se  suffire  à  elle-même.  Je  ferai  enfin  observer  que,  dans 
celte  recherche,  j'ai  toujours  eu  en  vue  la  situation  des 
droites  réelles  du  complexe  5  c'est  là  ce  qui  spécialise  et 
caractérise  cette  nouvelle  étude. 

3.  Si  :r (,,/(,,  -0'  ^^  -^1'  Jii  ^1  ^^'"l  ^^^  coordonnées  de 
deux  points  de  la  droite  (D),  on  a 

P  = : — ' 


?  0  ^1  'o,)'i 

■^oji  —.7(1  ^'1 


,r, 

— 

.r„ 

3, 

— 

-1) 

Y, 

— 

>'" 

(  5.  ) 
si  Mq,  j'g,  w^  et  «1,  v-,,  Wi  sont  les  coordonnées  de  deux 
plans  passant  par  cette  même  droite  (D),  on  a  aussi 


(i  bis) 


/>  —        -            ■  > 

f'o  M,  —  «0  C, 

Ci,  fV,    «'i,  f , 

"o  Wi 

Co  H,    «0  f>, 

3  —                       ' 

«'oM, Hû«'l 

«'„  (f, 

(^0  «,    «0  «'l 

«U  "l 


Eu  égard  à  ces  valeurs,  l'équation  (3")  prend  Tune  ou 
l'autre  des  formes  suivantes  : 


(3) 


(   (Z)'  H-  C-)  (('o  (V,  —  »„  (',)=  +  [c-  -h  «')  (m'o  m,  —  ?ia  fl',)' 

I      -h{a--hb-)[u,i>^  —  VoU,y  =  {ii,—Uo)-+{v,—v,)--h{wt—WoY. 


4.  Si,  dans  l'équation  (2),  on  regarde  Xi ,  ji ,  z,  comme 
des  coordonnées  variables  et  qu'on  supprime  les  indices, 
on  a  l'équation  suivante  : 

(  (ZoJ  — roz)'4-(.ro3  —  z,xY  -+-  (jo-r  —  XojY 

(4)   [cône  C]    ',      =  {b'  -+-  r=)  (.r  —  .r,,)^  -{-  (c^  -f-  a')  (j  —  Jo)' 

(  +(«'.  +  ^=)(3_c«)^ 

laquelle  représente  un  cône  du  second  ordre,  lieu  des 
droites  du  complexepassant  par  le  point  fixe  P(To,yQ,  z^)  5 
nous  dirons  que  c'est  un  cône  du  complexe,  et  nous 
le  désignerons  par  (C)  ;  il  résulte  du  théorème  I  que 
les  génératrices  de  ce  cône  pénètrent  toutes  dans  la 
sphère  (S). 

Remarque.  —  Si  du  point  P  on  circonscrit  un  cône 
à  l'ellipsoïde  donné,  le  cône  (C)  du  complexe  sera  évi- 
demment le  lieu  des  droites  par  lesquelles  on  peut  mener 
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des  plans   tangents  rectangulaires   au  cône  circonscrit; 

et  si 

MX'  4-  NY-  +  PZ'  =  o 

est  l'équation  du  premier  cône  rapporté  à  ses  plans  prin- 
cipaux, on  sait  que  l'équation  du  second  est 

M  (N  -^  P)  X'  +  N  (P  -f-  M)  Y'  -f-  P  (M  +  N)  Z'  =  o. 

5.  Avant  d'aller  plus  loin,  nous  indiquerons  (juelques 
notations  et  plusieurs  formules  dont  nous  ferons  un  fré- 
quent usage. 


Posons  d'abord 


1° 


(5) 


2" 


3" 


B  =r2  -(-  rt'S 

a\=z  b'  —  c% 
b\=  c'  —  «% 
c]=:a-'  —  b'; 

e  :=(û  +  b-  -\-  c 
g  =  n^  b-  -+-  b^c' 
Il    =  Cl-  b^c-  ; 


puis 


I   Sphère,  lieu  des   sommets   des 
I       tnedres  trirectangles  ; 
M  G  =:  A.r^  4-  B/^  -+-  Cz'  —  g ,  ellipsoïde   auxiliaire  ; 

H  =  ô-c^r--f-c'a'j'+rt2^'z- — h,     ellipsoïde  donné. 

L'équation  S  =  o  est  celle  de  la  sphère,  lieu  des  som- 
mets des  trièdres  trirectangles  circonscrits  à  l'ellipsoïde 
donné 5  la  sphère  (S)  enveloppe  complètement  l'ellip- 
soïde G  =  o,  qui  est  un  ellipsoïde  auxiliaire,  envelop- 
pant lui-même  l'ellipsoïde  donné  H  =  o. 
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L'équation  générale  des  surfaces  homofocales  de  l'el- 
lipsoïde donné  est 

et,  si  /Oj,  p»,  Pi  sont  les  paramètres  des  trois  surfaces 
homofocales  passant  par  le  point  P  (x^,  j'^,  z^),  on  aura 


(8) 


-1-  p        b-  +  p        c^  -f-  p 
et  pi,  ^2)  pz  seront  les  racines  de  l'équation 
{9)  p'  —  So  p'  —  Ge  p  —  Ho  =  o  ; 

ce  qui  donne  lieu  à  l'identité 

(10)     p^  — S„p'—  Gop—  Ho  =  [p  —  p,)  {p  —  p,){p  —  ^.) , 
puis  aux  relations 

l    So   =:  p,  -+-  P2  -i-  p3, 
(il)  j    Go  =  —  (pi  P2  -4-  pj  riy  -H  p.,  p,  ), 

'    H„  :=  p,  PjPj. 

On  a  encore 

/       ._        (^'  +  p,)(fl'  +  pO(^^4-p,) 
('2)  '.^0= ^7^^^ ' 

.:,  _  (f^+   p,)(c^  +  p2)(c^  +  p3) 


Maintenant  nous  admettrons  constamment  les  inéga- 
lités 

(!3)  fl'>/;>r. 
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d'où 

(iZ  bis)  r/;>'0,      è^<^o,      c]'^o. 

L'équation  (8)  nous  montre  que  ses  racines  sont  com- 
prises entre  — a",  — Z»^,  — c*  et  -f- oo  5  de  sorte  que 
nous  pourrons  toujours  supposer 

[   —  n''  <^  p3  <C  —  ^%       hyperb.  à  2  nappes; 
(i4)      {   — ^'<CP2<C  —  <^%       hyperb.  à  i  nappe; 
\    —  c=  <^  p,  <![  +  00  ,      ellipsoïde  réel. 

6.  Ceci  admis,  l'équation  (4)  du  cône  (C)  pourra 
s'écrire 

.x'(S„-f-a^-.rO-l-y^(S„-f-A'-j^) 

-f-  sVSo  H-  C=  —  3^)   —  2joZoJ2 

-f-2A.r,.r  +  2BjoJ  +  2CzoZ— (Go4-g')  =  o. 


;i5) 


'cône  (C)' 
du 

com- 
_  pi  exe.  _ 


Si  l'on  forme,  relativement  à  cette  surface,  l'équation 
en  s,  savoir  : 

.s'— (A-l-A'  +  A")i=-^{A'A"-BM-A"A  — B'-^-+-AA'-B"')^ 

-f  -  A  B^  +  A'  B'-  +  A"  B'"  —  A  A' A"  —  2  B  B'  B"  =  o, 

on  trouve  ici 

(16)       s'  —  2So.f--i-  (S;-G„).9  +  (Ho-^SoGo)  =  o. 
Si  l'on  a  égard  aux  valeurs  (i  i)  et  qu'on  pose 


;    0-,  =  pj  -i-  p3, 

o"?  =  p3  -t-  Pi  > 


(17) 

(     <T3  —  Pi    H 

l'équation  (16)  pourra  s'écrire 

{16  bis)  {s—  rj,){s  —  G,){. 


o-J  =  O, 


(  56) 
et  l'on  a  les  relations 

!2S„  =  (7,.-^  7,  +  <7,  , 
S;  Go  =  <7,«72  -t-   <72(>3    -t-    (7:i<7|  , 
Hj  -f-   SoGo  =  C"i  C-..C73. 

7.  Si  du  point  P(.rg,j'o,  z^)  on  mène  le  cône  circon- 
scrit à  l'ellipsoïde  donné,  le  cône  (C)  aura  les  mêmes 
plans  principaux  que  le  cône  circonscrit  {n°  4,  Re- 
marque); mais  on  sait  que  les  plans  principaux  de  ce 
dernier  cône  sont  les  plans  tangents  aux  trois  surfaces 
homofocales  qui  passent  par  son  sommet 5  donc  : 

Théorème  II.  —  Les  droites  du  complexe  passant 
par  un  même  point  de  r espace  forment  un  cône  (C) 
du  second  ordre  ;  les  plans  principaux  du  cône  (C)  du 
complexe  sont  les  plans  tangents,  en  son  sommet,  aux 
trois  surfaces  homofocales  de  l'ellipsoïde  donné  qui 
passent  par  ce  sommet,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les 
axes  du  cône  (C)  sont  les  normales  aux  trois  surfaces 
homofocales  qui  passent  par  son  sommet. 

Cette  proposition  nous  permet  d'obtenir  facilement 
l'équation  du  cône  (C)  rapporté  à  ses  plans  principaux. 

En  effet,  si  «j,  /Sj,  yj  5  as,  jSs,  '/a',  «^^s^  (^s,  73  sont  les 
cosinus  des  angles  des  directions  de  cordes  principales 
correspondant  aux  racines  g^,  a,,  Cs,  et  si  l'on  pose 

l'équation  de  ce  cône  sera,  comme  on  sait, 

(7|.r'=  H-  Cijr'^  -h  «73 z'-  =:  O. 

Mais  x'  =  o,  jy^'  =  o,  z'  :=  o  sont  les  plans  tangents  aux 
trois  surfaces  homofocales  /Oj,  /o,,  p^  passant  par  le  point 
(•x^oO^O'  ^0)'  ^^  ^^  racine  ^j  cori^espond  au  plan  tangent 
à  la  surface  dont  ]c  paramètre  est  pi,  comme  il  résulte, 
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soit  de  la  Remarque  du  n°  4,  soit  de  considérations  de 
symétrie^  et  ainsi  des  autres.  L'équation  du  cône  (C)  est 
donc  de  la  forme 

x^(.r— .r„)         j„(j_j„)         z„{z—z„) 


pi  '!''  -+-  Pi 

■ro(j— jo) 

b'  +  p. 


T 

P'    J 

■2o)T 


P2 


(T,>: 


^  rj7„(j:— r„)        ro(j— j„)    ,    z„(z  — z„) 


L    "'  -+-  h 


b'  -+-  f'3  c'   -+-  p3 

les  constantes  X,,  ?>2,  A3  étant  telles  qu'on  ait 


]- 


>=  r__!-£_  4-    ^0    -f.    ^D     -- , 

Si  Ton  a  égard  aux  valeurs  (12),  on  trouve  facilement 


que 


(Pl    —    p2){p|  —  P.0 


,  A  ,    .... 


L'équation  du  cône  (C)  du  complexe  rapporté  à  ses 
plans  principaux  est  donc 

4-^,fp2-pO(«'  +  pO(^'  +  p')('^'-+-p.) 


X     -^î^+    7or 


pi 


6- 


Pi 


"  4-  p.        J 


fï9)       [C] 


{_"-■-+-  p;  (î*'  +  p2     '     f-H-p:  J 

^3{P.-P2)(«=-+-P3)(^'+P3)(C'  +  P,0 


L"'    -f-p3  t^     +P3 


P3 


,]=„. 


8.  Cherchons  maintenant  les  poiiits  (Xj,,  /o?  -^o)  pour 
lesquels  le  cône  du  complexe  se  réduit  à  un  système  de 
deux  plans. 


(  r>M 

Pour  ces  points,  l'cquaiion  (16)  doit  avoir  une  racine 
nulle  5  on  a  donc 

(20)  S„Go-hHo  =  0,       ou       ;7|ff2(73  =  0. 

On  obtient  ainsi  une  surface  que  nous  désignerons  par  A, 
et  dont  l'équation  est 

(21)  A  =80  -4-  H  =  o, 
ou 

(  -+-  b^c\r?  -{.  c'a'' y''  4-  a'^b'^z'  —  o'è^c'^io, 

ou  encore 

foirer)  ■  ^=(-^'~^->''-^^')(^'^'  +  B^'+Cz')  +  ABC 

'  — [A(B  +  C)^'-}-B(C+A)j^+C(A-+-B)z']  =  o. 

On  voit  que  cette  surface  est  du  quatrième  ordre,  et  la 
dernière  forme  nous  montre  que  c'est  une  surface  des 
ondes  ayant  pour  ellipsoïde  directeur 

.r=  r=         z^ 

9.  Comme,  dans  le  cas  actuel,  une  des  quantités  ct,^ 
(72,  (73  est  nulle,  nous  voyons,  par  l'équation  (19),  que  la 
droite  d'intersection  des  deux  plans  est  une  des  nor- 
males aux  surfaces  homofocales  qui  passent  par  le  point 
[Xq,  ro,  -So)  considéré;  ce  qui  résulte  également  de  la 
Remarque  du  n°  4. 

Nous  démontrerons  d'ailleurs,  un  peu  plus  loin,  que 
l'arête  du  système  de  deux  plans  correspondant  à  un 
point  (o-o,  J05  2o)  de  la  surface  A  touche  la  surface  en 
ce  point.  Ainsi  : 

Théorème  III.  —  Le  lieu  des  points  pour  lesquels  le 
cône  (C)  du  complexe  se  réduit  à  un  système  de  deux 
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plans  dislincts  est  une  surface  (A)  du  quatrième  ordre, 
laquelle  est  une  surface  des  ondes  par  rapport  à  l'el- 
lipsoïde directeur 


x^ 

r' 

Z' 

— 

■^- 

'. — 

-\- 

—  — 

I 

A 

B 

C 

Ce  dernier  ellipsoïde  est  la  surface  polaire  réciproque 
de  r ellipsoïde  (G)  par  rapport  à  une  sphère  dont  le 
rajon  est  \Jg. 

L'ajéte  du  système  des  deux  plans  est  normale  à 
l'une  des  surfaces  homofocales  qui  passent  par  le  point 
considéré  [t.q^j^^  Zq)^  et  touche  en  ce  point  la  surface  A. 

Nota.  —  1°  Il  est  entendu  que  les  surfaces  homofocales 
f[ue  nous  considérerons  dans  le  Mémoire  actuel  seront 
toujours  des  surfaces  homofocales  de  l'ellipsoïde  donné. 

2"  Pour  abréger  le  langage,  nous  dirons  que  l'ensemble 
des  deux  plans  auxquels  peut  se  léduire  le  cône  (C)  est 
un  système  de  deux  plans  du  complexe ,  ou,  pliis  sim- 
plement encore,  un  système  du  complexe^  la  droite 
d'intersection  des  deux  plans  sera  à\\.cV  arête  du  système. 

10.  Rappelons  que  les  surfaces  (S),  (G),  (H)  s'enve- 
loppent successivement  (n°5),  et  que  les  quantités  S^, 
Go-.  Hq  sont  positives  ou  négatives,  suivant  que  le  point 
(•^05  J  01  ^0)  ^s^  extérieur  ou  intérieur  à  la  surface  cor- 
respondante. 

Or,  pour  un  point  situé  sur  la  surface  A,  c'est-à-dire 

tel  que 

SoGo  -1-  Ho  =  o, 

on  doit  avoir 

(22)  So<o,      Ct„>0. 

Car  si  So  ^  Oj  on  a  alors  Go  ^  o,  Ho  ^  o,  et  l'équation 
ri-dcssus  n'admet  pas  de'  solutions  réelles  \ 
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Si  Ion  a  So  <^  o  et  G^  ^  o,  alors  IIq^o^  Téqualioii 
peut  être  vérifiée  par  des  valeurs  réelles  de  x,,,  y^,  z^-^ 

Si  l'on  a  à  la  fois  Sq  <C  o,  Gq  <^  o,  Hq  ^  o,  il  n'y  a  pas 
de  solutions  rééliras: 

Enfin,  si  Ion  a  So<^o,  Go<Co,  Ho<^o,  il  n'y  aura 
pas  encore  de  solutions  réelles;  car  une  des  quantités  o-,, 
c;,,  73  doit  être  nulle;  or  la  quantité  7,  =02  +  03  ne 
peut  être  nulle,  puisqu'elle  est  la  somme  de  deux  nom- 
bres négatifs  (14),  [n°o];d'un  autre  côté,  lorsque  cr,  ou  G3 
s'annulent,  la  quantité  G^  se  réduit  à  -\-  o'^.  (i  j)  et  (n)  ; 
mais,  Pi  étant  réel,  Go  serait  positif;  par  suite,  l'hypo- 
thèse faite  est  inadmissible  pour  des  valeurs  réelles  de 
x^.j^o,  Zq,  vérifiant  l'équation  en  question. 

La  surface  ù  est  donc  tout  entière  renfermée  entre  la 
sphère  (S)  et  l'ellipsoïde  (G). 

[La  suite  prochainement.) 


SIR  LES  FORMILES  FONDAME!\ITALES  DE  LA  THÉORIE 
DES  SIRFACES; 

Par  m.  LAGUERRE. 


(Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  Ch.  Rrisse.  ) 


I. 

.  . .  Les  beaux  travaux  de  MM.  Bonnet,  Bour  et  Codazzi 
ont  notablement  perfectionné  la  théorie  des  surfaces; 
les  formules  fondamentales  de  cette  théorie  me  parais- 
sent pouvoir  être  exposées  d'une  façon  assez  simple.... 

Je  suppose  les  différents  points  de  la  figure  rapportés 
à  trois   axes  rectangulaires  Oxl  Oy.  Oz.   et    les   coor- 
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données  des  points  de  la  surface  exprimées  en  fonction 
de  deux  variables  indépendantes  u  et  v. 

Soient  [u)  et  [v)  les  courbes  de  la  surface  obtenues 
en  donnant  respectivement  h  ii  et  k  v  des  valeurs  con- 
stantes. 

Imaginons  un  trièdre  trirectangle  MX,  MX,  MTj^  qui 
se  déplace  de  façon  que  son  sommet  M  décrive  la  sur- 
face, l'arête  il/Z  lui  étant  normale  5  les  deux  arêtes  iV/X 
et  MY  sont  constamment  situées  dans  le  plan  tangent 
en  M,  mais  leur  mouvement  reste  indéterminé. 

Soient 

cosa,      cos[i,      COS7, 

cos^,     cosu,     cosÇ, 

cos>.,      COSp.,      COSV, 

les  cosinus  que  font  respectivement  les  axes  MX,  MY, 
71/Z  avec  les  axes  fixes  Ox,  Oy,  Oz. 

Si  l'on  passe  d'un  point  quelconque  de  la  surface 
(w,  p»)  à  un  point  infiniment  voisin  (u  -\-  dn^  v  -{-  du), 
d'après  une  formule  bien  connue  sur  le  déplacement  in- 
finiment petit  d'un  corps  invariable  (*),  on  a  les  neuf 
relations  suivantes  : 

1d  cosa  3ZZ  -I-  ( M  ^/a  -t-  N  (li>)  cosÇ  -t-  (  P  <'/«  -|-  S  di>)  cosX, 
d  cosÇ  =  —  (M  du  H-  N  di')  cosa  —  {Kdii  -+-Qdv]  cos)i, 
,    ,        d  ces).  =  —  (  P  J«  -I-  S  de)  cosa  -f-  (  R  du  -h  (^dv)  cosÇ, 

I  d  cosfi  =  -t-  (M  du  -t-  N  dv)  cosu  H-  (P  r/w  -1-  S  c/c)  coSf/, 

Je  n  écris  que  les  quatre  premières  de  ces  relations,  les 
autres  s'en  déduisant  immédiatement;  M,  N,  P,  Q,  R  et  S 
désignent  six  fondions  données  de  u  et  de  u. 

(*)  Voir  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  2*^  série,  t.  VI,  la  Note 
de  M.  Picart  :  Nowelle  théorie  du  déplacement  continu  d'un  corps  solide, 
p.  iCo. 
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II 

Comme   les    développements    qui    suivent   s'appuient 

surtout  sur  les  formules  données  (*)  par  M.  Serret  pour  les 

lignes  à  double  courbure,  je  transcrirai  ici  ces  formules. 

Soient 

cosfl,     cosb,      cosr, 

cosor,     cosj>',      cos~, 

ces/,     cosm,     cos/2, 

les  cosinus  des  angles  que  font  respectivement,  avec  les 
axes  fixes  Ox,  Oy  et  Oz,  la  tangente  à  la  courbe,  la 
normale  principale  et  l'axe  du  plan  osculateur. 

Désignons  de  plus  par  ris  un  élément  infiniment  petit 
de  la  courbe,  par  r  le  rayon  de  courbure  et  par  t  le  rayon 
de  torsion  en  ce  point. 

Les  formules  de  M.  Serret  sont  contenues  dans  le 
tableau  suivant  : 


{^) 


d  cosa  =  cos.r 

ds 

—  » 

r 

ci  COS/   =  COS.r  —  •» 
t 

dcohb  =  cosj 

ds 

—  1 
r 

ds 
d  CCS  m  =  cosr  —  ? 

<-/cosc  —  ces  3 

ds 
r 

ds 
d  cosn  =  COS3   —  ; 
t 

diZOS.i:  =  — 

-  COSC/ 

ds-                  ds 
—  —  tes  l   —  ■) 

r                         t 

dcOSJ  =:  — 

-  cosZ> 

ds                    ds 
—  —  cos/w  — > 

r                        t 

d  cos  ;:  =1  — 

-  COSC 

ds                    ds 

eus// 

r                     c 

Elles  sont,  on  le  voit  facilement,  contenues  dans  les 
formules  générales  (i). 


(*)  Voir  Calcul  différeiiliel  de  Lacroix,  t.  11,  p.  ■.?8.'(  et  -igi). 
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Je  suppose  maintenant,  en  conservant  toutes  les  nota- 
tions précédentes,  que  la  ligne  considérée  soit  tracée  sur 
la  surface  donnée. 

La  droite  MZj  étant  normale  à  la  surface,  en  désignant 
par  i  l'angle  que  fait  la  courbe  avec  l'axe  iV/X,  et  par  zs 
l'angle  que  fait  la  normale  principale  de  la  courbe  avec 
la  normale  à  la  surface,  les  formules  d'Euler  donnent 
le  système  de  formules  suivant  : 

cos« cosa -f-  cosb  cosp  +  cosc  COS7  =  cos/, 
cosa  ces?  -+-  cosb  cosv  +  cosc  cosÇ  =^  sin/, 
oos«  cosX  H- cos^  cosp  +  cosc  cosv  =0; 
cosa; cosa  +  cosj  cosp  -f-  cosz  C0S7  =sincTsin?, 
cosxcosÇ  H-  cosj  cosu  +  cosz  cosi;  =  —  sintj  ces/, 

COSXCOSÀ  -f-  COS_)'  ces  p.  +  COS2  cosv   =  cosct; 

cos/  cosa  -+-  cos/wcos^  H-  cos/2  COS7  = —  coscrsin/, 
cosZ  cosç  -f-  cos/«  cos-j  +  cos«  cosÇ  =  coscT  cos/, 
cos/  cosX  -r-  cos /«ces  a  +  cos«  cosv  =  slncj. 

Si  maintenant  nous  difl'érentions  ces  neuf  équations 
en  tenant  compte  des  relations  (i)  et  (2),  nous  obtien- 
drons, après  quelques  réductions  faciles,  ie  tableau  suivant  : 


fis   . 

—  sin  CT  =  di  -+-  M  du  +  N  fh, 


■A)  I  ± 


r 


cosct  =  (P  du  +  Sdi>)  cosi  —  [Rdu  -h-  Q  de)  sin/. 


/  ds 

I    —  «r/ci  -î =:  —  (  P  du  -^Sdi>)  sin /  —  ( R  du  -f-  Q  c/c)  cos /, 

qui  donne  les  trois  premières  équations  fondamentales  de 
la  théorie  des  courbes  tracées  sur  les  surfaces. 

Les  quantités  dcosa,  r/cos|3,.  .  .  étant,  par  leur  défi- 
nition même,  des  différentielles  exactes,  en  exprimant 
que  cette  condition  est  remplie,  on  obtiendra  les  trois 
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relations  contenues  dans  le  tableau  suivant  : 

/  rlM  (IN 

I  (iP         dS 

(B)  jdr-;^=»'Q-»^' 

\    dv  du 

m. 

Supposons  maintenant  que  les  courbes  (zi)  et  [v)  déter- 
minent sur  la  surface  un  réseau  orthogonal,  et  que  les 
axes  3/X  et  MY  soient,  en  chaque  point,  tangents  aux 
deux  courbes  qui  s'y  croisent  à  angle  droit. 

En  désignant  par  ds  un  élément  linéaire  quelconque 
de  la  surface,  soit 

ds'z=  E'<i/i^4-G^^f% 


d'où 
et 


ds  cos  i  =  ¥,du,     ds  sin  j  =  G  du, 

ds  cos  a  =  E  du  cos  -x  n-  G  de  cosÇ, 
ds  cos  b  =:  E  du  cos  p  -—  G  di>  cosu, 
ds  cosc  =  E  du  cos 7  -h  G  di>  cos  Ç. 

Je  remarque,  avec  M.  Bonnet  (*),  que  par  définition  ces 
trois  dernières  quantités  sont  des  ditVérentielles  exactes  5 
exprimant  ces  conditions,  en  tenant  compte  des  équa- 
tions (i),  nous  obtiendrons  les  relations  contenues  dans 
le  tableau  suivant  : 

dE 

-— =r— GM,     ES-^GR  =  o, 

dv 


i  r/G 

(-  =  EN,     tang/  = 


r/G        Gdv 

Edu' 


C)  Mémoire  sur  la  théorie  des  surfaces,  etc.;  Journal  de  l' Ecole  Poly- 
cechnique,  XL!!*^  cahier,  p.  35. 
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J'ai  introduit  dans  ce  tableau  la  valcui'  de  tang/,  en  fonc- 
tion de  u  et  de  v. 

On  a  ainsi,  en  A,  B,  C,  toutes  les  formules  fondamen- 
tales relatives  au  cas  où  les  courbes  [u]  et  (r)  sont  ortlio- 
gonales. 

îl  resterait  à  prouver  que,  si  les  fonctions  ÎM,  JN ,  P,  Q, 
M,  S,  E,  G  satisfont  aux  équations  aux  dilïérences  par- 
tielles contenues  dans  les  tableaux  (B)  et  (C) ,  ces  fonc- 
tions déterminent  effectivement  une  surface;  pour  cette 
déuîonstration,  je  renverrai  au  Mémoire  de  M.  Bonnet, 
déjà  cité. 

IV. 

Considérons  maintenant  le  cas  général  ;  soit  2  w  l'angle 
sous  lequel,  en  un  point  quelconque  de  la  surface,  se 
coupent  les  courbes  [u]  et  [v]  qui  se  croisent  en  ce  point. 

Nous  choisirons  les  axes  3/X  et  iJ/Y,  de  telle  sorte  qu'ils 
coïncident  avec  les  bissectrices  de  cet  angle. 

En  désignant  par  ds  un  élément  linéaire  quelconque 
de  la  surface,  posons 

ds-  =  E'  dii'  -1-  2  EG  cos  2  &) .  du  dv  +  G'  dv-, 
d'où 

ds  ces/  =(E  <■/«  -i-  G  <if)cosw,     ds%\\ii  =  (E  ^a  —  G  rfc)  sinw, 
et 
ds  cosa  =  (E  f/«  -h  G  dv)  cosw  cosa  H-  (  E  (^«  —  Çx  dv)  sinw  cosÇ j 

je  ne  transcris  pas  les  valeurs  de  dscosh  et  dscosc. 

Si  nous  expiimons  que  ces  trois  dernières  quantités 
sont  des  différentielles  exactes,  nous  obtiendrons  les  re- 
laiions  contenues  dans  le  tableau  suivant,  où  j'ai  aussi 

Ânn.  de  Mathémat.,  2«  série,  t.  XI,  (l'évrier  1872.)  5 
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transcrit  la  valeur  de  laiigz, 


(C) 


dE 

— 

dO\ 

du  ] 

I 
tangw 

:)^G 

(m- 

d7i) 

dE 
'd^ 

+ 

dO\ 
du) 

tangw  = 

=  — E  1 

(- 

G  [m 

d(^\ 
du  j 

(GR 

tanc;/  = 

sin&j  — 
E  du  - 

-  (ES 
-G</ 

—  GP) 

-  tarii-'w 

COSO), 

Les  tableaux  (A),  (B),  (C'j  rcnf^n-menl  toutes  les  for- 
mules fondamentales  relatives  au  cas  le  plus  général. 

En  terminant,  je  ferai  remarquer  que  les  considéra- 
lions  précédentes  s'appliquent,  sans  modification,  au  cas 
de  l'espace,  lorsqu'on  en  détermine  les  points  par  les  in- 
tersections successives  de  trois  séries  quelconques  de 
surfaces. 

Je  reviendrai  sur  ce  sujet. 


MEMOIRE  SIR  LA  THÉORIE  GÉOMÉTRIOIE  DES  COIRDES 
Dl  TROISIÈME  ORDRE 

(suite,  voir  même  tome,  p.  21); 

Par  m.  KOEHLER. 


MI.  Si  les  six  sommets  d'uu  quadrilatère  complet 
s'appuient  sur  nne  cubique,  les  tangentes  en  quatre 
sommets  (dont  trois  ne  sont  pas  en  ligne  droite)  forment 
un  quadrilatère  dont  les  diagonales  passent  par  les 
points  de  concours  des  côtés  opposés  du  quadrilatère  in- 
scrit {/Ig.  8). 

Soient  ahcdef  \c  quadrilatère  complet,  g  un  point 
quelconque.  On  peut  concevoir  une  cubique  déterminée 
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par  un  faisceau  de  coniques  passant  en  a,  Z>,  c,  J  et  un 
faisceau  de  droites  ayant  g  pour  pivot.  Donnons-nous  de 
plus  la  tangente  «A  au  point  a.  Je  fais  correspondre  aux 
rayons  ge,  gf,  ga  les  coniques  (ac,  bd),  {ah^  cd)  et  celle 


rig.  8. 


qui  a  pour  tangente  «A.  Les  tangentes  à  la  cubique  en 
c,  d,  h  seront  les  tangentes  aux  coniques  qui  correspon- 
dent respectivement  à  gc^  gd,  gb.  Soient  aC,  aD,  «B 
les  tangentes  en  a  à  ces  trois  coniques  («D  et  aB  ne  sont 
pas  représentées  sur  la  figure). 

La  direction  aA  étant  donnée,  il  faut  pour  trouver  aC 
clierclier  le  rayon  tel  que  les  rapports  a[e,  f,  A,  C), 
g{e,f,  a,  c)  soient  égaux,  c'est-à-dire  prolonger  a  A 
jusqu'à  la  rencontre  de  gf  en  a,  joindre  ccx  qui  ren- 
contre ef  en  (3,  joindre  a/3.  La  tangente  à  la  cubique 
en  c  étant  tangente  à  la  conique  qui  touclie  aC  au  point  a, 
il  suffit  pour  la  construire  de  joindre  eC  et  de  mener 
la  droite  cC  au  point  où  eC  rencontre  af.  Quelle  que 
soit  la  direction  aA,  le  point  /«,  intersection  de  aA  et 

5. 
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de  cC,  décrira  une  droite  Jk,    polaire  par  rapport   à 
l'angle  ofc  du  point  y  où  ec  rencontre  f g. 

Considérons  maintenant  la  transversale  ebd-^  quelle 
que  soit  la  dii'ection  de  la  tangente  à  la  cubique  en  b, 
son  point  d'iniersection  A'  avec  la  tangente  en  d  sera 
sur  une  droite  fh',  polaire  de  a  relativement  à  l'angle 
qfc;  ov  fk  etfk'  coïncidenl,  puisque  les  points  y  et  o  sont 
sur  une  droite  qui  passe  en  f.  On  verrait  de  même  que 
les  intersections  i,  i'  des  tangcnles  à  la  cubique  eu  a,  et  b, 
en  c  et  d  sont  sur  une  mime  droite  passant  au  point  e. 

VIII,  Théorème  de  Carnot.  —  Soient  ABC  un  triangle, 
fl,  Z>,  c,  d^  e,  y,  ^,  h  huit  points  :  trois  sur  AC,  trois 
sur  CB.  deux  sur  BA  {fi g-  <))• 

Fis-  f)- 


Il  est  d'abord  évident  que  toutes  les  cubiques  passant 
par  les  huit  points  passeront  aussi  par  un  neuvième 
point  i  situé  sur  le  côté  BA.  On  peut  le  reconnaître  sans 
aucune  construction  en  remarquant  que  le  système  des 
droites  AB,  AC,  BC  est  une  des  cubiques  considérées. 

Pour  trouver  le  point/,  prenons  pour  hase  bcdh  {Jig-£i) 


(  G9  ) 
et  cîierclîons  le  rapport  anharinonique  des  coniques 
bcd]i[a,  e.f^  g).  Les  segments  qu'elles  déterminent  sur 
le  cùlé  BA  sont  A  A,  liz,  lio,  ]ig\  on  obtient  les  points 
£,  o  en  joignant  cd,  bJi,  qui  se  coupent  en  a;  il  faut 
joindre  ensuite  he,  hj^  qui  coupent  Ba  en  |3,  y,  joindre 
enfin  c^,  cy.  La  conique  circonscrite  au  quadrilatère 
aefg  cl  capable  du  rapport  bcdJi[a,  ^ifi  S)  [P^^i  ^^  9'^^ 
revient  au  même,  du  rapport  (A,  s,  o,  ^)]  coupera  BA 
au  point  i.  Pour  obtenir  le  deuxième  point  a'  où  cette 
conique  rencontre  CA,  il  suffit  de  joindre  ez^f'^-^  ces 
deux  droites  se  coupent  en  a'  sur  le  côté  CA.  En  effet, 
les  points  e, /^...,  s,  o,...  appartiennent  à  deux  divisions 
homographiques  sur  les  côtés  BC,  AB;  deux  points  homo- 
logues coïncident  en  B,  A  et  C  sont  deux  points  corres- 
pondants, et  il  en  résulte  que  toutes  les  lignes  telles 
que  ez  qui  joignent  deux  points  correspondants  se  cou- 
pent au  même  point  sur  AC.  On  voit  que  a'  appartient  à 
la  conique  dont  il  s'agit,  et  l'on  aura  immédiatement  le 
point  /.  Cela  posé,  le  théorème  de  Carnot,  appliqué  à 
celle  conique,  donne 

kg. M  Bt'.B/  Ca.Ca'  _ 
Yig.jTi' Cc.Cf  Ka.ka'  ~  '* 

On  a  aussi,  en  considérant  la  transversale  hdn^ 
kh   Yid  Cvî  _ 

et,  par  suite, 

kg.kh.M    Br/.Bt'.B/   Ca.Ca'  .Cn   _ 
Bg-.BA.Bi  '  Cf/.Cf.C/'  ka.ka'  .kn  ~  ^  ' 

Mais  les  segments  AC,  hc^  a'n  sont  en  involulion,  comme 
interceptés  sur  le  côte  AC  par  tiois  coni([ues  circonscrites 
au  quadrilatère  deht,  savoir  :  (BC,BA),  [dhj  ee),  hcdhez. 


On  a  donc 

C(/.Crt         Cb.Cc 
Aa'.Ari         Ab.Ac 


et  l'équatioii   précédente  devient   celle  qui  exprime  le 
théorème  de  Carnot  appliqué  aux  cubiques. 

En  supposant  uu  des  somnieis  du  triangle  à  l'infini, 
on  arrive  au  théorème  de  Newton. 

IX.  Théorème  de  Cotes.  —  Prenons  sur  trois  droites 
convergentes  en  P  les  huit  points  <7,  h,  e,  c,  g,  /,  r/,  h 
répartis  comme  l'indique  la  /Jg.  lo.  Toutes  les  cubiques 


passant  par  ces  huit  points  ont  évidemment  leur  neu- 
vième intersection  sur  la  droite  Vdli.  Pour  trouver  ce 
neuvième  point  i,  il  suffit,  en  prenant  abcd  pour  base, 
de  circonscrire  au  quadrilatère  efgh  une  conique  capable 
du  rapport  ahcd{e,  f,  g,  h)  et  de  chercher  le  second 
point  où  elle  coupe  Vd.  Si  maintenant,  les  sept  points 
a,  ^,  c,  d,  e,  f,  g  restant  fixes,  h  se  déplace  sur  la 
droite  Pi/,  il  est  évident  que  les  segments  tels  que  hi  se- 
ront en  involutlon  :  P  est  un  des  points  doubles. 

Soient  F,  G,  C  les  intersections  de  e/",  bg^  ac  avec 
P  Jj  '/  le  second  point  d'intersection  de  la  conique  ahcdg 


(7^  ) 
avec  V(l]  quand  h  vient  en  F,  i  coïneiJe  avec  y,  Je  soiie 
que  Fy  est  un  des  segments  de  l'involution.  On  a  donc 


1  I    I  I 

p/  "^  p7i  ~"  p7  "^  r? 


et 


Mais  yd  est  le  segment  intercepté  par  la  conique  ahcrlg^ 

on  a  donc 

I  I    I  I 

P^  ^  P^"  PC  ^  PG' 

donc  enfin 
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c'est  à-dire  que  le  centre  des  moyennes  harmoniques 
de  P  par  rapport  à  r/,  /?,  i  est  le  même  que  par  rapport 
à  C,  G,  F;  il  se  trouve  donc  sur  la  droite  MM'  qui 
joint  les  centres  des  moyennes  harmoniques  de  P  rela- 
tifs aux  deux  groupes  «,  /',  e  et  c,  g-,f.  Le  théorème  de 
Cotes  se  conclut  de  ce  qui  précède;  qu'on  imagine  une 
quatrième  transversale  issue  de  P;  on  pourra  assigner  un 
point  h  sur  celte  droite  pour  achever  de  déterminer  la 
cubique  passant  par  le  groupe  a,  ^,  c,. ..,  /.  Les  points  /,  ni. 
où  PA'  rencontre  la  courbe  satisfont  encore  à  la  condition 


I 

I 

I 

I 

I 

I 



H- 
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PA- 

P/ 

P/;i 

PC 

PG' 

PF' 

En  effet,  si  l'on  joint  <-/c,  ig^  ///"qui  rencontrent  PA  en 
Cl,  Gi,  Fi,  le  centre  des  moyennes  harmoniques  de 
A,  /,  m  sera  le  même  que  celui  de  Ci,  Gi,  Fi  ou  de 
C,  G',  F'-,  il  sera  en  M'"  sur  la  droite  M'M'^ 

Corollaire.  —  Si  les  transversales  Prt,  Pc  coïncident, 
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les  points  C,  G,  F  dcvionr.ent  les  inlerseclions  des  tan- 
gentes en  «,  Z),  c  avec  la  transversale  Pc/,  et  l'on  a  ec 
tliéorème  de  3îaclaiirin  : 

Si  par  nu  point  P  07i  mène  une  sécante  et  les  tan- 
gentes aux  points  oit  elle  coupe  la  courhe^  V axe  des 
moyennes  harmoniques  des  tangentes  est  le  même  que 
celai  du  point  ?  par  rapport  à  la  courbe. 

X.  Polaires  coniques  des  courbes  du  troisième  ordre. 
—  Etant  donnés  sur  une  droite  un  point  P  et  un  groupe 
de  trois  autres  points  fi,  h,  c,  les  eoujugués  de  P  relatifs 
à  ce  groupe  sont  des  points  tels  que  P  est  le  centre  des 
moyennes  harmoniques  de  chacun  d'eux  par  rapport  à 
a,  h.  c.  Si  l'on  prend  P  pour  origine,  les  conjugués  sont 
donnés  par  Téqualiou 

.r-  {^n  -T-  b  -h  c)  —  ix[ob  -r-  ne  -+-  ht)  -f-  ?>ahc  =  o, 

«,  h,  c  désignant  les  distances  Va,  PZ>,  Pc-.  Ces  points 
divisent  harmoniquement  le  segment  formé  par  P  et  par 
son  centre  harmonique  relatif  à  «,  è,  c. 

On  ptut  construire  géométriquement  les  conjugués  de 
la'  manière  suivante  : 

Il  est  d'aboi-d  évident  que,  si  P  se  déplace  sur  la  droite, 
ses  conjugués  forment  un  système  de  segments  en  invo- 
lution  (principe  de  correspondance)  ;  si  P  coïncide  avec 
fl,  ses  conjugués  sont  le  point  a  lui-même,  et  le  conjugué 
harmonique  a  de  a  par  rapport  à  bc.  On  a  donc  immé- 
diatement trois  segments  de  l'involution  ,  /^a,  Z>(S,  cy 
(j3,  y  étant  les  conjugués  harmoniques  de  ^,  c  par  rap- 
port à  rtc,  ab). 

Pour  obtenir  les  conjugués  de  P,  il  faudra  construire 
un  segment  xy  tel  que  l'on  ait 

rapport  anharmoniquc  =  [ry,  a  t.,  ^3,  cy)  =:  [V,a,  b,  c). 
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On  peut  aussi  faire  intervenir  le  centre  des  moyennes 
liarmoniquesp,  en  remarquant  que  les  conjugués  forment 
une  învolulion  avec  les  segnienls  formés,  d'une  part,  par 
deux  des  points  donnés,  de  l'autre,  par  le  troisième  et  par 
le  conjugué  liarmonique  de  P  relatif  aux  deux  premiers. 
Ils  sont,  de  plUs,  conjugués  liarmoniques  l'un  de  l'autre 
par  rapport  à  P  et  p  *,  on  est  ainsi  ramené  à  un  problème 
connu  (Chasles  :  Trailé  des  sections  coniques,  ri°  J53). 

La  polaire  d'un  point  P  par  rapport  à  une  cubique  est 
le  lieu  de  ses  conjugués  par  rapport  aux  groupes  de  trois 
points  situés  sur  toutes  les  transversales  Cjui  passent  en  P. 
Je  démontrerai  d'abord  que  la  polaire  d'un  point  par 
rapport  au  système  composé  d'une  droite  CD  et  d'une 
conique  est  une  autre  conique.  SoitMAB  la  polaire  recîi- 
ligne  de  P  relativenrent  à  la  conique  seule*,  soit  M/;/  l'axe 

Fi.T.   II. 


des  moyennes  harmoniques  du  système  {,fig-  ii).On  -ioil 
d'abord  que  les  quatre  points  A,  B,  C,  D  appartiennent 
au  lieu  cherché. 

Menons  une  transversale  V aa' \  les  conjugués  de  P  par 
rapport  aux  points  a^  ci' ,  h  sont  en  involution  avec  aa' ^ 
bb',  et,  de  plus,  ils  divisent  harmonic[uement  le  seg- 
ment P/?/5  donc  ils  appartiennent  à  une  conique  pasïanl 
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en  A,  B,  C,  D,  et  dont  la  polaire  relative  à  P  est  la 
droite  ^I/?^. 

Lorsque  la  conique  donnée  se  réduit  à  un  système  de 
deux  droites,  la  polaire  de  P  par  rapport  au  triangle  est 
une  conique  passant  par  les  trois  sommets. 

Je  considère  maintenant  une  cubique  quelconque;  je 
coupe  la  courbe  par  une  transversale  abc,  et  je  mène  les 
rayons  Pa,  PZ»,  Pc.  Leurs  six  autres  points  d'intersec- 
tion d^  ^1  f-,  g)  b,  i  appartiendront  à  une  même  conique. 


FifT.   i: 


Soit  Â:  un  dixième  point  qui  achève  de  déterminer  la  courbe 
du  troisième  ordre  5  les  conjugués  de  P  par  rapport  aux 
trois  points  A,  A',  A"  situés  sur  la  transveisale  PA  {fg-  i  2) 
seront  les  mêmes  que  par  rapport  aux  points  a,  [i,  y,  où 
cette  ligne  coupe  la  coTiique  et  la  droite  abc.  En  effel,  si 
k  se  déplace  sur  la  transversale,  les  coujugués  de  P  rela- 
tifs au  système  variable  A,  A',  A"  formeront  une  série  de 
segments  en  involulion  ;  car  ils  divisent  liarmoniquenient 
le  segment  P/7i  déterminé  par  l'axe  des  moyennes  har- 
moniques, axe  qui  ne  varie  pas.  Mais,  lorsque  A  coïncide 
avec  a,  (S  ou  y,  le  segment  est  le  même  :  c'est  celui  qui 
correspond  au  groupe  (a,3y)  -,  lorsque  k  vient  en  P,  k' 
et  k"  se  confondent  avec  lui,  ainsi  que  les  conjugués,  car 
alors  la  cubique  devient  un  système  de  trois  droites  con- 
vergentes. Il  eu  résulte  c^ue  la  série  de  segments  se  réduit 


(  7^  ) 
à  un  segment  unique,  celui  qui  correspond  à  (s^.Sy)  {*). 
La  polaire  de  P  relative  à  une  courbe  quelcon(|ue  du 
troisième  ordre,  passant  par  les  neuf  points  a,  h,  c,.  .  . /, 
est  donc  la  même  »{ue  par  rapport  au  système  composé  de 
la  droite  ahc  et  de  la  conique  defg]ii\  c'est  une  autre 
conique. 

Construction  des  tangentes  issues  d'un  point  d\ine 
cubique.  —  Ce  problème  revient  à  trouver  les  intersec- 
tions d'une  couibe  du  troisième  ordre  et  de  la  polaire 
d'un  de  ses  points,  coin(|ue  qui  a  deux  points  infiniment 
voisins  communs  avec  la  courbe  5  il  peut  cire  résolu  géo- 
métriquement de  la  manière  suivante. 

Quels  que  soient  les  neuf  points  qui  définissent  une 
courbe  du  troisième  ordre,  on  pourra  toujours  mener  la 
tangente  en  a  et  trouver  les  points  de  la  courbe  ^,  c,  d, 
c,  f,  g  situés  sur  trois  transversales  issues  de  ce  point. 
Les  conjugués  harmoniques  de  «(B,  C,  D)  par  rapport 
aux  trois  couples  bc,  de^fg  et  la  tangente  ah  détermi- 
neront la  conique  polaire.  Menons  la  droite  bd  et  soit  i 
le  troisième  point  de  la  cubique  situé  sur  celle  droite. 
On  peut  considérer  l'ensemble  de  la  conique  «BCD  et  de 
la  droite  6r/ comme  une  cubique  ayant  avec  la  proposée 
cinq  points  communs  (««),  b^  d,  i  {Jîg.  i3).  Si  l'on 
prend  pour  base  [aa)b(i^  il  est  facile  de  voir  que  le  pivot/? 


(*)  C'est  ce  qu'il  est  très-facile  île  reconnaître;  menons,  en  effet,  par 
le  point  P  une  droite  quelconque  Pu  sur  laquelle  nous  porterons  les 
distances  de  P  aux  milieux  fx  des  segments  formés  par  les  conjugués  de 
ce  point  relatifs  aux  divers  groupes  A,  A',  A".  On  a  ainsi  deux  droites 
divisées  homographiquement  P//  et  PA.  Le  point  P  sur  PA  coïncide  avec 
son  homologue  sur  P//;  aux  points  «,  ;3  correspond  un  même  point //. 
/j.  correspond  donc  à  tous  les  points  A,  puisque  les  droites  qui  joignent 
les  points  homologues  sont  convergentes.  L'examen  de  l'équalion  anhar- 
monique  xj -i- ax -j- b_y-i- c  =^  o  conduirait  au  même  résultai;  si  l'on 
doit  avoir  _>-  =  o  pour  x=  o,  eij  =  y.  pour  .r  =  «  et  x  =  ji,  elle  devient 
x[j  —  y.)  =  0,  et  Ton  a  _;-  ^  y,  quel  que  soit  x. 


(  7M 
relatif  au  système  de  la  conique  et  de  la  droite  sera  le 
sixième  point  d'une  involulion  déterminée  par  les  seg- 
ments /;<-/,  |3^  et  par  le  point  ~  où  bd  rencontre  ali. 


Fi-,  û 


Soit  P  le  pivot  de  la  cubique  donnée,  relatif  à  la  même 
base.  A  une  conique  quelconque  du  faisceau  commun 
correspondent  deux  rayons,  un  dans  le  faisceau  P,  un 
dans  le  faisceau  p.  Menons  Pc,  Pe,  P^,  et  cherchons 
les  homologues  j)y,  pe^  P7.\  ^^  conique  menée  par  les 
points  p.  P  et  par  les  intersections  respectives  de  ces 
trois  couples  de  droites  contiendra  évidemment  les  autres 
points  communs  aux  deux  cubiques,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  les  points  communs  à  la  cubique  donnée  et  à 
sa  polaire  «BGD. 

Propriété  des  polaires  de  tous  les  points  d^ujie  droite. 
—  Diamètres  cojiiques  et  courbe  centrale.  —  Les  po- 
laires de  deux  points  a,  b  d'une  droite  se  coupent  en 
quatre  points-,  si  l'on  considère  l'un  quelconque  d'entre 
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eux  p,  sou  axe  des  moyennes  liarmoniques  sera  la  droile 
ah.  Si  l'on  mène  une  droite  quelconque  /7C,  le  point  c 
où  elle  rencontre  ah  sera  le  centre  des  moyennes  harmo- 
niques de  p  relatif  aux  trois  points  delà  cubique  situes 
sur  la  transversale  5  donc  p  est  un  des  conjugués  de  c,  il 
appartient  aux  polaires  de  tous  les  points  de  la  droite  ab. 
Ainsi  les  polaires  de  tous  les  points  d'une  droite  passent 
par  quatre  points,  pôles  harmoniques  de  celte  droite. 

Si  l'on  considère  la  droite  à  l'infini,  chacun  de  ses 
points  a  pour  polaire  une  conique  qui  est  un  diamètre; 
tous  les  diamètres  passent  par  quatre  points  pôles  de  l'in- 
fini. Leurs  centres  sont  donc  sur  une  conique  qui  est  la 
conique  centrale;  elle  est  en  même  temps  le  lieu  des 
points  dont  les  polaires  coniques  sont  des  paraboles.  Que 
l'on  conçoive  en  eilet,  par  un  des  points  de  la  conique 
centrale,  une  transversale  parallèle  à  la  direction  qui 
détermine  le  diamètre  dont  ce  point  est  le  centre;  si  l'on 
cherche  les  conjugués  du  point,  l'un  d'eux  sera  à  l'infini, 
car  le  point  en  question  est  le  centre  des  moyennes  dis- 
tances des  points  de  la  cubique  situés  sur  la  transversale. 
Toute  autre  direction  donnerait  deux  conjugués  à  dis- 
tance  finie. 

Enfin  il  est  "évident  que,  si  par  un  point  on  mène  une 
infinité  de  transversales,  les  quatre  pôles  harmoniques 
de  toutes  ces  droites  parcourront  la  polaire  conique  du 
point. 

[L(i  suite  prochainement.  ) 
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un  SIR  LES  OlESTIO^S  \Hà  ET  1026; 

Par   m.  lion  net. 


1.  Théorème.  —  La  différence  des  périinèlres  p  et  P 
de  deux  polygones  réguliers  d'un  même  nombre  n  de 
côtés  supérieur  à  S,  Vun  inscrit  et  l  autre  circonscrit  au 
même  cercle,  est  moindre  que  le  côté  AB  du  poljgone 
inscrit. 

Soit  CD  le  côté  do  P,  tangent  au  milieu  M  de  l'arc  AB 
et  divisé  par  ce  point  en  deux  parties  égales.  Il  s'agit  de 
démontrer  que,  pour  w  ]>■  5,  on  a 

AB 
CD.«—  AB.«<AB     ou     CD  — AB<  — , 

ou 

(i)  CA<-, 

n 

en  remplaçant  CD,  AB  par  les  rayons  OC,  OA  qui  leur 
sont   proportionnels,  et  prenant  OA   pour  unilé.   IMais 


B M 


la  tangente  CM,  égale  à  — ?  étant  moyenne  proportion- 
nelle entre  la  sécante  entière  CA  +  2  et  le  segment  CA, 
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on  a 

7-^  =  (CA+  9.]C\. 

Remplaçant  CA  par  -  cl  mullipliant  les  deux  mem- 
brcs  par  ?i^j  on  a 

P 


2  «  4- 1  . 

2    ■ 


Celte  inégalité,  équivalente  à  (i),  devenant  i2<^i3 
pour  n  =  6^  est  vérifiée  par  celte  valeur  de  /?.  Elle  l'est 
aussi  pour  w  ^  6,  puisque,  n  augmenlanl,  P  diminue; 
donc  le  tliéorème  est  démontré. 

lieniarqne  I.  —  Pour  //<^6,  le  premier  membre 
de  (2)  est  supérieur  à  12,  tandis  que  le  second  est  égal 
ou  inférieur  à  11  5  donc  alors  linégalilé  a  lieu  en  sens 
contraire  ;  ce  qui  justifie  la  restriction  «  ^  5. 

Remarque  II .  —  Si  l'on  désigne  par  P'  le  périmètre 
du  polygone  circonscrit  de  2n  cùlés,  par  h,  h'  les  côtés 
de  P,  P',  et  qu'on  mène  au  point  A  la  tangente  AE  jus- 
qu'à sa  rencontre  avec  CD,  les  triangles  semblables  CAE, 
CMO,  dans  lesquids  on  a 


donneront 


AE=:— ,      CM  =  -,      OM  =  i, 

2  2 


CA  —  ———'  —  —  —  ^^' 


d'où,  en  icmplaçant  CA  par  -t    on   déduil  les  inégalités 
(3)  P^'<4,     ^P'<8,     PP'<8«, 

dont  cliacpne,  équivalente  à  (1),  peut  servir  comme  liné- 
galilé (2)  à  la  démonstration  du  théorème. 

2.  TuÉORÈME.  —  L'excès  de  la  cii conférence  sur  le 


(  s-  ) 

péiiiiièti-e  cV un  polygone  régulier  inscrit  est  moindre 
que  le  calé  du  polj  gone. 

L'inégalilé  27:  —  AB.7/<;AB  ou  2- •<  AB  (// +  1) 
qu'il  s'agit  de  démontrer  est,  pour  7i^5,  une  consé- 
quence immédiate  du  tliéorème  (1  )  ;  car  on  a  évidem- 
ment 27:  —  ^  <^  P  —  p.  Ou  la  vérifie  d'ailleurs  trts- 
facilement  pour  «<^6,  en  observant  cju'on  a  7:- <^  10 
et  que  les  valeurs  de  AB  correspondantes  aux  valeurs  3, 
4,  5  de  n  sont  respectivement 


V/3,     \'2, 


3.  Théorème.  —  O//  peut  inscrire  et  circonscrire  à 
un  même  cercle  deux  pol)  gones  réguliers  semblables 
d\in  assez  grand  nombre  n  de  côtés  pour  que  la  diffé- 
rence du  de  leurs  périmètres  soit  moindre  qu'une  partie 
aliquote  du  côté  a„  du  poljgone  inscrit,  aussi  petite 
quon  voudra. 

On  sait  qu'on  a 

Il  en  résulte 

On  trouve  pareillement 

et  ainsi  de  suite-,  donc  on  a  généralement 

en  posant  6.2*  =  «.    Le  nombre   entier  A  étant  aussi 
grand  qu'on  voudra,  le  tbéorème  est  démontré. 

Î-.  Théorème.  —   On  peut  inscrire   à   un  cercle   un 


l  Si  ) 
poljgoiie  rêgidier  cV lui  assez  grand  nombre  de  côtés 
pour  que  l'excès  de  la  circotijcreuce  sur  le  périnièlre  du 
polygone  soit   moindre  qu  une  partie  aliquote  de  son 
côté  aussi  petite  qu'on  voudra. 

Ce  ilîéorèmo,  démontré  par  M.  Gerono  (*),  est  une  con- 
séquence immédiate  du  précédent.  Car  on  a  évidemment 

271 P  <C,P  P- 

Remarque.  —   Les  iliéorèmes  1  et  2  se  démontrent 
facilement  au  moyen  des  ino'galités  connues 

a^  '  or 

a  —  smrt  <C.  TTî       I  —  cosa  <"  —  ; 

D  2 

mais  nous  avons  préféré  une  démonstration  géométrique. 


NOTE  SIT»  U  QIESTIGN'  1043; 

Par  m.   FAURE, 

Chef  d'escadrons  d'Artillerie. 


Considérons  deux  figures  planes  homologicpes  F  et  \'\ 
soient  I  la  droite  de  la  première  figure  qui  correspond  à 
l'infini  de  la  seconde,  et  S  le  centre  d'homologie.  Les 
droites  A',  B'  ayant  pour  correspondantes  les  droites  A, 
B,  si  l'on  joint  le  centre  S  d'homologic  anx  points  <?,  h 
traces  des  droites  A,  B  sur  la  droite  I,  les  droites  Sa,  S/^ 
sont  res[;eciivement  parallèles  aux  droites  A',  B',  car  le 
point  a  est  l'homologue  du  point  al  situé  à  rinfini  sur  A' 
et  le  point  h  est  l'homologue  du  point  h'  silué  à  l'infini 
sur  B'. 

Il  résulte  de  là  que  l'angle  de  deux  droites  prises  dans 

(*)  Nouvelles  Annales,  année  1871,  p.  !\b!\. 

Ann.  de  Maihémal.,  2"  série,  t.  XI.  (Février  1872.)  6 


(  8-^  ) 
la  figure  F'  est  égal  à  l'angle  sous  lequel  on  voit,  du  cen- 
tre dhomologie,  les  traces  sur  la  droite  I  (qui  correspond 
à  l'infini  de  la  figure  F')  des  côtés  de  l'angle  liomolo- 
gique. 

Tel  est  le  principe  qui  nous  sert  pour  la  transforma- 
lion  des  angles  dans  les  figures  liomologiques.  Les  appli- 
cations sont  nombreuses. 

Considérons,  par  exemple,  un  cercle  et  deux  points 
fixes  sur  lecercle;  ces  deux  points  sont  vus  d'un  point 
quelconque  du  cercle  sous  un  angle  constant.  Si  l'on  fait 
la  figure  homologique  en  prenant  pour  centre  d'iiomolo- 
gie  le  centre  du  cercle,  on  obtient  le  théorème  4i3  que 
j'ai  proposé  en  question  (année  1857),  mais  si  l'on  prend 
un  centre  d'homologie  quelconque,  on  obtient  l'énoncé 
de  M.  Transon.  Au  reste,  ce  théorème  n'est  lui-même 
qu'un  cas  particulier  du  suivant,  que  j'ai  donné  il  y  a 
quelques  années  dans  le  Bnllelin  de  la  Société  de  stalis- 
tiqiie  du  département  de  V Isère,  k  On  donne  le  fojerj" 
et  l'un  des  plans  directeurs  d'une  surface  du  second  degré. 
SiFon  prend  deux  points  fixes  sur  une  conicpie  quelconque 
tracée  sur  la  surface  et  que  l'on  joigne  ces  points  à  un 
point  quelconque  de  cette  conique,  les  traces  de  ces  droi- 
tes sur  le  plan  directeur  sont  vues  du  foyer  sous  un  angle 
constant.  » 

Ce  qui  pi'écède  montre  que  le  théorème  tel  qu'il  est 
énoncé  par  M.  Transon  n'est  évident  qu'autant  que  la 
droite  D  ne  rencontre  pas  la  conique. 

La  démonstration  directe  du  théorème  n'est  pas  diffi- 
cile à  donner,  il  suflit  d'appliquer  la  proposition  iji  de 
la  Géométrie  supérieure. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Doucet,  professeur 
au  lycée  de  Lyon  ;  Lecornu,  élève  du  lycée  de  Caen;  A.  Pellissier,  capi- 
taine d'Artillerie. 
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SOll]TIO\S  DE  QllESTIONS 
PROPOSÉES  DA\S  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  631 

(viiir  7°  série,   t.  1,   p.  .".si  ); 

Par  m.   le  BESGUE. 

Cette  question  doit  être  posée  ainsi,  en  y  corrigeantune 
erreur  de  copie  et  une  faute  d'impression, 

Si  réfjualioii  x""  =  y*  -j-  ay"^  z^-  -\-  h  z''  est  résolue  par 
}•-  =  t''  -\-  at^  u'  -h  b  u^,  elle  le  sera  aussi  par 

(A)    .r  = /■'  —  [a-  —  ^b)tUi^,     j  =^  t''  —  b u\     z=:irtu. 

Voici  la  vérificalion  directe. 

Remplaçant  x  ei  z  par  leurs  valeurs,  on  trouve  réduc- 
tion faite, 

[/•^  +  [a-  —  ^h)tUi^Y  =  (/'  +  ^ar^t'u^)-. 

Prenant  la  racine  carrée,  il  vient,  réduction  faite, 

y^z={r'  —  at^rr-)'  —  ^bt'u'. 

Remplaçant j'  par  sa  valeur,  il  vient,  réduction  faite, 

(/•'  —  at-u'Y  =  (t*  +  bu*  y. 

Prenant  la  racine  carrée,  il  vient 

r-  =  t*  -h  at'u^  -+-  bu*. 

Cette  dernière  équation  est  la  relation  qui  doit  exister 
entre  /*,  f,  u  pour  cjue  les  formules  (A)  donnent  une  so- 
lution de 

.r'  =y*  4-  ny^  z'  -t-  b  z*. 

6. 


(  84  ) 
Dans  ce  calcul,  il  y  avait  deux  racines  carrées  à  prendre; 
les  signes  des  racines  pouvaient  cbaiiger,  ainsi  la  seconde 
extraction  aurait  donné,  en  prenant  le  signe  — , 

/•=  —  n  t-  u^  =  —  i*  —  bu', 

et,  si  la  relation 

r"  ^=  —  t'  -\-  aC-iû  —  b  «' 

pouvait  être  satisfaite,  on   pourait  encore  employer  les 
formules  (A;. 

Si  l'on  prend  pour  application  l'équation 

comme 

j:  =  3,     j  =  z  ^  1 
donnent 

3^=  I'  4-  5.1'.  i  =  + 3.1'      {r=  =  t'  -\-5ûu'-i-  3  m'), 

les  formules  (A)  donnent  une  nouvelle  solution 

.r  =z  68,     7  =  — 2,     z  =  6; 
comme 

r=  —  t'  -h5Pu-'  —  3  a' 

est  satisfaite  par 

r  =  ?  =  M  =  I , 

les  formules  (A)  donnent  encore  la  solution 

J:  =  I2,       7  =  2,        3  =  2, 

Voici  comment  les  formules  (A)  ont  été  trouvées.  Dans 
l'équation  x^  =  j"  +  ^J'^^  +  h z'\  on  a  fait  z  =  a  ^j, 
d'où  l'on  a  tiré 

œ'-^ziy-" -h'2.az]y  —  ^(y  —  ^b)z\, 

OU  bien  encore 

{y-  +  iaz]Y  —  x'  =  ^{a'~^b)z\, 


(  85  ) 
puis  on  a  décomposé  4(«' — 4^^)^î  en  deux  facteurs, 
l'anqueTona  supposé  égal  à  y^  -{-  aaz]  -^  x,  et  l'autre 
par  conséqvient  égal  hj--\-  inz^  —  x.  En  posant  z^^-=rs 
et  prenant  ar*,  2  («^ — 4^)'^*  pour  les  deux  facteurs 
de  ^{a}  —  4^) -^l?  on  a  eu  les  deux  équations 

de  là,  par  souslraclion, 

x=r'  —  {a?  —  4^)î\ 
et,  par  addition, 

j'  =  /^  —  ■xar's^  -\-  [a^  —  ^lj)s\ 

ou  bien 

j2_(^2_  as')-  —  /^bs', 

qui  revient  à 

(r^  —  <7  5'  H- j)(/'  —  «5'— r)  =  4^-^'- 

En  posant  s  =:  tu  et  décomposant  4^-^*  en  2Z*,  2bu^,  on 
a  fait 

/•=  —  af^u  -{-)■  =  2r',     A-  —  at'^u^  —  j  =  2  Z»»', 

d'où  l'on  a  tiré,  par  soustraction, 

y  =  f  '  —  bii\ 
et,  par  addition, 

/•'  =  f  *  +  «f-«=  +  bit\ 
Comme 

3  1=  2Z|  r=:  2/-i'  =  2/7« 

et 

x  =  r'  —  (rt'  — 4/;;.v'  =  r<  —  (^7'  —  4Z>)/'7<<, 

l'équation 

x'  =  .->■'  H-  a  Y'  r;'  H-  ^2' 

se  trouve  résolue  par  les  formules  (A),  en  admettant  la 

condition 

r'  =  /'  +  rti'//^  -t-  i«'. 


(  86) 
Nota.  —  La  décomposition  de 4^^*"* en  — 11%  —  ibiî' 
aurait  donné  la  condition 

r-  =r  —  t^  -\-  al- u-  —  b n^ . 

Ces  décompositions  donnent  rarement  des  solutions 
complètes*,  mais,  daus  certains  cas,  elles  font  reconnaître 
l'impossibilité  de  diverses  équations  biquadratiques  par 
la  méthode  de  non  congvuence  qui  consiste  à  trouver  un 
nombre  entier  m  (module)  tel  que,  les  deux  membres  de 
l'équation  P  =  Q  étant  divisés  par  7?z,  les  restes  supposés 
positifs  et  inférieurs  à  m  ne  sauraient  être  égaux. 


Question  990 

(voir  2'  série,  t.  IX,  p.  lo'  ); 

Par  m.  Ernest  PADOVA, 
Élève  à   l'École  ?sorraale  de   Pise. 

On  donne  un  tétraèdre  Aj  AoAsA^  et  un  point  O. 
Désignant  par^  lie  volunieOK^  A3  A:,,  par\  ^le  volume 
OAj  A3  Ai^...,  on  aura  la  relation 

lOx]  V^  4-2lOA,OA3CosAoOA3VoV3  =  o. 

Les  volumes  V i,\ ,,Y^.,\ :,  doivent  être  ajjcctés  d'un  si- 
gne tel  que  leur  somme  soit  égale  au  l'olume  du  tétraè- 
dre donné.  (H.  Falre.) 

Si  l'on  appelle  JTi,  y\^  Si,  t^  les  perpendiculaires  abais- 
sées du  point  O  sur  les  faces  opposées  aux  sommets  Aj, 
Ai,  A35  A4,  respectivement,  du  tétraèdre  donné,  et 
x'^j'z\  t' les  perpendiculaires  abaissées  de  ces  sommets 
mêmes  sur  les  faces  opposées,  on  aura 

(i)    v,:a  =  x,:^',  \ma=j,:j',  \,\iz=zzr.z\  Yr.^  =  tr.t', 

où  A  représente  le  volume  du  tétraèdre  donné. 
Du  moment  que  Ton  doit  avoir 


87) 


Jl 

^1 

t, 

+ 

4- 

=  I . 

y 

-' 

t' 

il  faut  que  l'on  ait 


En  substituant  pour  V,,\  2,  V3,y4  leurs  valeurs  dédui- 
tes des  équations  (i)  dans  l'équation  à  démontrer,  et  en 
divisant  l'équation  qui  en  résulte  par  A^,  nous  aurons 

lÔÂ,  ^  +  22  0A,0A3COsA,0A3^-^=  o. 

a:  '^  X  y 

Pour  démontrer  cette  nouvelle  équation,  il  faut  et  il 
suffît  de  montrer  que,  si  à  partir  du  point  O,  sur  les  droi- 
tes qui  de  ce  point  vont  aux  quatre  sommets  du  tétraèdre, 

on  coupe  des  segments  respectivement  égaux  à  OAi  —)> 

OA2 -}?  OA3 -)»  OA-, -jî  ces   segments   se    font   éc^uilibre 

entre  eux  quand  ou  les  considère  comme  des  forces. 

Pour  cela,  il  suffit  de  projeter  ces  droites  sur  les  per- 
pendiculaires aux  faces  du  tétraèdre,  et  de  montrer  que 
toutes  ces  projections  sont  nulles.  Or  la  projection  sur 
la  perpendiculaire  à  la  face  A,  A3  A4  donne 

OAi  —.  cosxOA,  H-  OA2  '—.  cosxOAj 
x'  y 

-+-  OA,  -  cosxOAj  +  OA4  -  cos-rOA^, 

et  puisque 

OA,  cosjtOAi  =  .r,  —  x', 

OA2  COSxOAj  =  OA3  COSxO.\3  =  OA4  COS.rOA^  =  X|, 


cette  projection  devient 


7'        z'        i'  ' 


(88) 
et  par  conséquent  est  égale  à  zéro.  Donc  les  forces  OAj  — )  ■> 

V  z  t 

OA,"-!?  OA3  -]i  OAj-?  se  font  éciuilibrc  autour  du  point 

-y  z  t  ^  ^ 

O,  et  la  question  est  résolue. 


Question   1039 

(  Toir  2*  série,  t.  X ,  p.  38i  )  ; 

Par  m.   William    MYNN    PHORiNTON, 
Étudiant  à  l'ilniversité  de  Virginie  (États-Unis). 

Trom'cr  Vêqualioii  du  lieu  des  sommets  des  pavaholes 
inscrites  à  un  triangle  rectangle,  celle  du  lieu  des  pieds 
des  normales  issues  du  somniel  de  V angle  droit,  et  celle 
du  lieu  des  seconds  points  de  rencontre  de  ces  normales 
avec  les  courbes.  (H.   Lemonkier.) 

Prenant  les  côlés  a  et  h  du  triangle  pour  axes,  Féqua- 
tion  de  la  courbe  est  de  la  forme 


\/f-v/^=- 


et,  pour  exprimer  qu'elle   est  aussi  tangente  à  l'hypo- 
ténuse, on  a  la  condition 

I.  Observant  maintenant  que  la  perpendiculaire  me- 
née de  l'origine  à  la  corde  focale 

X       y 

«"?  =  ■ 

passe  par  le  fover,  et  qu'une  droite  menée  par  le  foyer 

,  S 

et  coupant  l'axe  des  x  sous  un  angle  égal  a    arctang- 


(  «9  ) 
esl  l'axe  de  la  courbe,  on  obiicnt  aisément,  pour  l'équa- 
tioii  de  cet  axe. 

^^)  J  ~  y.  ~  ^-+^  <^'' 

Divisant  Téqualion  (3)  par  réqualion  (i),  on  a 

d'où,  par  addition  et  soustraction  avec  l'équation  (i),  et 
en  tenant  compte  de  l'équation  (2), 

et  enfin 


a:         y 


"■      i=^^  +  PV  W  (,,_^^-)i 


i  1       f   1         Vy 

<7.r''+  by^=  \x''  -\-y^  ) 


II.    L'équation   générale  de  la  normale  en   un  point 

{x,y)  est  _  __ 

{x'  ~x)yja.x  ={y'  —  y)sl^y; 

mais,  puisqu'elle  passe  par  l'origine, 

l'équation  devient  donc 

(4)  à'x'=.^^y'. 

Pour  trouver  le  lieu  du  pied  de  la  normale,  on  élimine 
a  et  /3  entre  les  équations  (2),  (4)  et  l'équation  de  la 
courbe 


\/h^h 


I 

\     \i  \    a 

il  vient 

t^  j 


(^^H-,') 


(  90  ) 
et  eiiiin 

III.  Pour  trouver  le  lieu  des  secouds  points  de  ren- 
contre, on  élimine  ex.  gI  ^  entre  les  équations  (2),  (4)  et 
1  équation  de  la  courbe 

Vt-\/:  =  -' 

il  vient  ainsi 

a .r?  -\-  by^  =^  [.T^  —  J '  )"• 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  ^I.  Gambey,  professeur 
au  Ivcée  de  Saint-Étienne. 


Question   1045 

(voir  7*  série,  t.  X,  p.  5jG)  ; 

Par  î\I.   a.    DUREL, 

Elève  de  Mathématiques  élémentaires  au  lycée  du  Havre. 

La  différence  des  contours  de  deux  polygones  régu- 
liers d'un  même  nond)re  de  côtés  supérieur  à  cinq, 
r un  inscrit  et  Vautre  circonscrit  à  un  même  cercle.^  est 
moindre  que  le  côté  du  polygone  inscrit.      (Lionnet.) 

Soient  ji  le  nombre  des  côtés  des  deux  polygones,  a  le 
côté  du  polygone  inscrit  et  a'  celui  du  polygone  cir- 
conscrit :  il  faut  démontrer  que  Ton  a 


na' —  na  <^  a. 

ou 

(0 

7ia'  <^{n  -h  i)n. 

Or  on  a 

a'z 

■?.7T                                  TT 

=  2  /•  tang  —  =  2  /•  tans  -  5 
^  2«                     n 

a 

=  2/-sin  -^^  :=2rsin-: 
2«                   n 

(  9^  ) 
l'inégalité  peut  donc  être  mise  sous  la  forme 


inrVdU!!-  <C{n  -{-  i)  2/sin  -•, 


OU 


sin  - 


cos  — 
n 


n  ->r  i]  2rsin  -» 


et,  en  divisant  les  deux  membres  par  27-sin-5 
n  <^  «  +  I  ; 

7T 
COS  — 

n 
d'où  l'on  tire 

7t  n 

{  2  )  COS  -  > ; 

Or  on  a 

COS  -  >  I ;  ; 

n  2  «  • 

par  suite,  si  riné2alité  i —  — -  >>  — - — ■   est    satisfaite, 
l'inégalité  (2)  sera  vraie,  à  jorliori, 

TT^  n  tt'      ^       I 


in}  «  H-  I  2«'         «  -(-  I 

^     2rt'  2« 

7r'<- j        ou      7T-<1 • 

«  +  I  I 

I  +  - 
n 

Si  n  est  égal  à  6",  l'inégalité  subsiste;  car  7:^  est  plus 

petit  que =  — •  Or,  à  mesure  que  le  nombre  71  des 

côtés  augmente,  le  numérateur  cui  augmente,  le  déno- 
minateur diminue  ;  par  suite,  l'inégalité  reste  vraie. 


Question  1047 

(voir  2"  séria,  t.  X  ,  p.  557); 

Par  m.  h.  HELDERMAN, 

Professeur  de  Mathématiques,  ancien  Élève  de  l'École  Polytechnique 
de  Delft. 

A,  B,   C   étant   les   angles  cViin  triangle  rccliligne, 
on  a 

cosA  cosR  cosC 


sinBsinC        sinAsinC       sinAsinB 

(J.-Ch.    DuPAlN.) 

On  sait  qu'on  peut  déduire,  par  une  simple  substitu- 
tion, des  formules  fondamentales 

sin(A  d=  B)  =r  sin  A  cosB  ±  rosA  sinB,  » 

co5(Aiii  3)  =  ces  A  CCS  B  qr  sin  A  sinB, 


les  suivantes 


(^; 


sin  (A  +  B  +  C)  =  H-  sin  A  ces  B  cos  C  +  sin  B  cos  A  cos  C 
-t-  sin  C  cos  A  cosB  —  sin  A  sin  B  sin  C, 

sin  (A  +  B  —  C)  =  -h  sin  A  cosB  cosC  +  sin  B  cos  A  cosC 
—  sin  C  cos  A  cosB  +  sin  A  sin  B  sinC, 

sin  (A  +  C  —  B)  =  H-  sin  A  cosB  cosC  —  sinB  cos  A  cosC 
-+-  sin  C  cos  A  cosB  +  sin  A  sin  B  sinCj 

sin  (B  +  C  —  A)  :=:  —  sin  A  cosB  cosC  H-  sin  B  cosA  cosC 
-+-  sin  C  cos  A  cosB  H-  sin  A  sinB  sinC. 


La  somuie  des  équations  (i)  et  (2)  donne 

4  sin  A  sin  B  sin  C  =  sin  ^A  +  B  —  Cj  +  sin  (  A  -f-  C  —  B) 


(3^ 

(  +sin(B  +  C  — A)  — sin^A+B  +  C) 

En   ayant  égard  que  la  somme  des  angles  d'un  triangle 


(  93  ) 
recliligne  est  égale  à  rr,  la  formule  (3)  devient 

sin2  A  +  sinaB  -h  sinaC  =  4  ^i'^'^  sinB  sinC; 

d'où  l'on  peut  déduire 

2siny\cosA  asinBcosB  asinCcosG 


2  sinA  sinBsinC        2  sin  A  sinB  siiiG        2  sin  A  sinB  sinC 

OU 

cosA  rosB  cosG 

+    -r- ^—T.   -+-  -■ r— -  =2. 


sinB  sin  G        sin  A  sin  G        sin  A  sinB 

G.     Q.     F.    D. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  C.  Guesnet,  élève 
du  lycée  du  Havre;  H.  Lez;  Leconiu,  élève  du  lycée  de  Caen  ;  A.  Pellis- 
sier,  capitaine  d'Artillerie;  S.  Dautlieville;  E.  Kruscliwitz,  étudiant,  à 
Berlin. 


CORRESFOXDAXCE. 


-^m.  —  Nous  rendrons  compte  des  Ouvrages,  Mé- 
moires et  Journaux  qu'on  voudra  bien  nous  adresser  et 
qui  rentreront  dans  le  eadre  de  notre  publication. 

1.  Nous  avons  reçu  le  premier  cahier  du  tome  V  des 
Annali  di  Mateinalica.  11  renferme,  entre  autres  choses, 
la  solution  de  la  question  252  proposée  en  ces  termes 
à  la  page  1 14  du  tome  XI  des  Nouvelles  yinnalcs  : 

En  ôtant  les  doubles  du  jeu  ordinaire  du  domino, 
il  reste  vingt  et  une  pièces.  On  peut  ranger  ces  vijtgt 
et  une  pièces  sur  une  seule  ligne,  conformément  à  la 
règle  du  jeu.  De  combien  de  manières  cet  arrangement 
est-il  possible  ? 

Cette  solution,  due  à  feu  IM.  le  D""  Reiss,  de  Francfort, 
ne  sera  complète  que  dans  le  prochain  cahier. 
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2.   Nous  avons   reçu  de  M.  C.  Bcj'gniaiis,  professeur 
à  Gand,  un  Mémoire  sur  les  applications  d'une  forme 
pariiculière  de  réquatioji  de  la  ligne  droite  ;  celte  forme 
est  la  suivante  : 

a:  —  a         r  —  p 


OÙ  a  et  (3  sont  les  coordonnées  d'un  point  fixe,  et  x  et  y 
celles  d'un  point  variable  situé  à  une  distance  du  point 
fixe  égale  à  ^  en  grandeur  et  en  signe.  L'auteur  traite 
très-simplement  à  l'aide  de  cette  forme  quelques  pro- 
blèmes du  cours,  et  exprime  en  terminant  le  désir  de  la 
voir  s'introduire  dans  l'enseignement  de  la  Géométrie 
analytique.  Ce  désir  est  depuis  longtemps  réalisé  dans 
nos  classes  de  Mathématiques  spéciales. 

3.  INous  avons  reçu  de  M.  Arthur  Boulangier,  élève 
du  lycée  de  Rennes,  un  Mémoire  sur  le  mouvement 
d  une  figure  plane  qui  glisse  sur  une  autre  en  restant 
semblable  à  elle-même.  L'auteur  y  reproduit,  en  les 
généralisant,  les  théorèmes  énoncés  en  i866  [voir  o.^  série, 
t.  y,  p.  480)  par  M.  Julius  Petersen,  de  Copenhague,  et 
démontrés  en  février  1867,  par  M.  Robert  Durand,  élève 
du  lycée  de  Caen.  La  démonstration  de  ces  théorèmes  a 
été  reprise  en  mai  1867,  dans  les  Annali  di  Mate- 
matica,  par  M.  Christian  ^\iener,  de  Carlsruhe,  qui  a 
attribué  à  tort  à  M.  Petersen  une  erreur  de  démonstra- 
tion commise  par  M.  Durand,  et  consistant  à  croire  que 
des  triangles  polaires  réciproques  de  deux  triangles  sem- 
blables sont  semblables. 

4.  La  question  979,  dont  la  solution  a  paru  en  jan- 
vier, a  été  également  résolue  par  M.  Moret-Blanc. 

Ch.   B. 
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QIESTIOXS. 


1057.  En  un  point  M  d'un  iorc,onmène  unedroiteMT 
siluc'e  dans  le  plan  tangent.  Soient  a  ei  b  les  points  où 
cette  droite  coupe  la  surface*,  menons  les  deux  sphères 
qui,  passant  par  M,  touchent  la  surface  aux  points  a 
et  b.  Désignons  par  a  et  [i  les  centres  de  ces  sphères,  et 
par  I  le  point  milieu  du  segment  a(3. 

Cela  posé,  si,  par  le  point  M,  nous  menons  une  droite 
parallèle  à  la  droite  qui  joint  le  point  I  au  centre  du  tore, 
dirigée  dans  le  même  sens  et  de  longueur  double,  le  point 
extrême  de  cette  droite  est  le  centre  de  courbure  de  la 
section  faite  dans  le  tore  par  le  plan  normal  passant 
par  MT.  (Laguerre.) 

1058.  On  donne  une  cyclide  et  une  sphère  j  leur  couibe 
d'intersection  est  une  courbe  du  quatrième  ordre,  par 
laquelle  on  peut  faire  passer  quatre  cônes.  Deux  des  som- 
mets de  ces  cônes  se  trouvent  respeclivement  sur  chacun 
des  axes  de  la  surface  [*)  -,  lorsque  le  centre  de  la  sphère 
est  fixe  et  que  son  rayon  varie,  ces  deux  sommets  décri- 
vent les  axes  :  quel  est  le  lieu  décrit  par  les  sommets  des 
deux  autres  cônes  .'^  (Laguerre.) 

1059.  Tout  nombre  entier  est  la  somme  d'un  carré 
et  de  deux  nombres  triangulaires.  (Lioinket.) 

1060.  Tout  nombre  entier  est  la  somme  de  deux 
carrés  et  d'un  nombre  triangulaire.  (Lio>ket.) 


(  *  )  Fotr  Manxiieim,  Applications,  etc.  [ISouveiles  Annales,  t.  XIX,  p.  78). 
K  Les  axes  de  la  cyclide  sont  les  droites  fixes  par  lesquelles  passent  res- 
pectivement les  plans  des  lignes  de  courbure  de  chaque  système.  » 


(9^^  ) 

1061.  Tout  nombre  impair  est  la  somme  de  quatre 
carrés  dont  deux  sont  conséculifs. 

(LlO]NlNET.) 

1062.  Démontrer  l'identité  suivante 


^yyv 


les  sommations  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières  et 
positives  de  a,  |3,  y  et  a!  étant  supposé  devenir  égal  à  i, 
quand  a  =  o.  (F.   Didon.) 

1063.  /(.r,j)  et  (p(.r,  7)  désignent  deux  fonctions 
entières  de  x  et  de  j^-,  y\^yi^...  sont  les  racines  de 
l'équation  en  yif[x,  y)  ::^  o,  et  Xi,  x^,.  .  .  les  racines 
de  la  même  équation,  dans  laquelle  x  est  seule  traitée 
comme  inconnue-,  enfin  («i,  (ij),  (a,,  (^a),.  .  .  représen- 
tent les  solutions  du  système  d'équations /(jTjJ))  =  o, 

Démontrer  la  relation 


H 


I  dx 


,•  (x  —  a,-  )  (7  —  p,- )        ^  J  —  jy    <p (  X,  y,) 


■^^A  or  —  jTi   q)  (  Xk,  y  ) 

(F.    DlDOK.) 

1064.  On  a  une  courbe  fermée,  plane  et  convexe.  Si  d(7 
désigne  un  élément  superficiel  infiniment  petit  extérieur 
à  la  courbe,  9  l'angle  sous  lequel  on  voit  la  courbe  de  cet 
élément,  et  t,  l' les  longueurs  des  tangentes  à  la  courbe  is- 

1                 .    ,    <^7sin9 
sues  de  1  élément,  la  somme  de  toutes  les  quantités  -, —  ? 

se  rapportant  à  tous  les  éléments  da  du  plan  extérieurs  à 
la  courbe,  est  égale  à  27t*.  (F.  Didon.) 
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ÉTIDE  Wm  COMPLEXE  Dl)  SECOND  ORDRE 

(suite,  voir  môme  tome,  p.  /,gi; 

Par  m.   pain  vin. 


11.  La  surface  A,  comme  nous  le  verrons  par  l'ana- 
lyse suivante,  se  compose  de  deux  nappes  distinctes,  qui 
viennent  se  raccorder  en  quatre  points  coniques  réels. 
Il  est  entendu,  une  fois  pour  toutes,  que  nous  ne  nous 
occuperons,  dans  cette  étude,  que  des  solutions  réelles. 

Nous  allons  maintenant  déterminer  les  valeurs  du 
paramètre  p  correspondant  à  chacune  des  deux  nappes, 
les  coordonnées  du  point,  et  l'équation  du  système  (C). 

Nous  avons  déjà  dit  que  les  quantités  cts  et  Cg  pou- 
vaient seules  être  nulles;  or  les  équations  (17),  (ii).  (12) 
et  (19)  donnent  immédiatement  : 


T.     <7^  =  O, 


(l")      p,-,=  — Pc      7i=p-,. —  pi,      (7,=:p2-4-p,  ; 
(2")      So  =  f-„  G„=:p',  H„=:— p;p.,; 


(23) 

Nappe      / 
supérieure 
de  A 


(3")   {  Jl 


^>w. 

{h* 

-?\){b'-^92) 

c\a] 

ic 

-p'0(^^-f  p.) 

(4")      -^'o  -+- J«+  2o  =  «'+  é-  +  c-  -f-  p2  =  t'  4-  p,  ; 

/   (a=+p,)(6'-+-p,)(^'  +  p,) 


(5°) 


V«'— p.        b'—{'i       '•*  — p 
Aiin.  lie  Malhf'ni..  ■.i^si-rio.  t.  XI.  (Mnrs  187'!.)  7 


\a^-\-p,       6''-+-p,       c-H-p, 
(«=-p,)(6=-p,)(c'  — p,) 


yc[4^+I^^-^-n=o 
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II.     (7,   =  O. 


(4) 

Nappe 

inférieure 

de  A 


(l") 

Pi —  Pi,        ff|  —  P»  —  pi,        <^i  =  p3  ■+■  Pt', 

(2°) 

So=^Pi,            Go  =  p^,               Ho  =  —  PiPai 

/    „._      («^-pr;(«^  +  P3) 

(3°)  {  yl 


(4" 


b\c] 

[h' 

-p;)(^^-i-p3) 

c]a] 

{c' 

-  p\){c-^Pi) 

a]b\ 

I   {"'  +  P<){^^'  +  P.)(<^'  +  Pi) 


Pi', 


(5"j 


X 


rt'  +  p,       />'-+-p,       c'-t-p, 
a-  — p,)(Z>2  —  p,)  (f=  —  p,) 


l- 


*= 


•pi      «" — pi      c-  —  p, 

Comme  p^<^p,,  on  voit,  par  les  égalités  (4'')5  4"^  la 
surface  A  se  compose  de  deux  nappes  distinctes  ;  les  rela- 
tions (23)  correspondent  à  la  nappa  supérieure,  tandis 
que  les  relations  (24)  correspondent  à  la  nappe  infé- 
rieure de  A. 

Pour  la  nappe  supérieure,  on  a 

So<:;o,     et     Sf,  —  Go  =  P2  —  p'«<o; 

car,  pour  que  xl^jl  et  z]  [équations  (23),  formules  (3")] 
soient  positifs,  il  faut,  eu  égard  aux  inégalités  (i3)  et  (14)5 
que  pi  soit  positif  et  compris  entre  a^  et  b^ -^  et,  comme 
la  valeur  absolue  de  p,  est  comprise  entre  c^  et  ^^,  il  suit 
de  là 

Pl  <P\' 

L'équation  (16)  nous  montre  alors  que  les  deux  plans  du 
système  (C)  sont  réels. 
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Pour  la  nappe  Inférieure,  on  a 

S„<o,     et     S-;  — Ct„  =  p^  —  p;  >o; 

car,  pour  que  ^^,  j>'i;  al  zl  [équations  (24),  formules  (3**)] 
soient  positifs,  il  faut,  eu  égard  aux  inégalités  (i3)  et  (i4)i 
que  pi  soit  positif  et  compris  entre  c^  et  7?^:  et,  comme 
la  valeur  absolue  de  p-,  est  comprise  entre  a-  et  l>'.  il  suit 
de  là 

L'équation  (16)  nous  montre  alois  que  les  deux  plans  du 
système  (C)  sont  imaginaires. 

Par  conséquent  : 

Théorème  iV.  —  La  surface  (A)  se  compose  ric  tieux 
nappes  distinctes  renfermées  entre  la  sphère  (S)  et 
V ellipsoïde  (G)  ^  ces  deux  nappes  se  raccordent  en 
quatre  points  doubles  coniques  réels. 

(Il  y  a  douze  autres  points  doubles  imaginaires,  dont 
quatre  à  l'infini.) 

Pour  les  différents  points  de  la  surjacc  A,  le  para- 
inètre  pi  de  V ellipsoïde  honiofocal  qui  passe  par  ces 
points  est  positif. 

Pour  la  NAPPE  supÉi'.iEi3UE,  on  a 

le  cône  (C)  se  réduit  à  deux  plans  héels,  do?it  l'arête, 
normale  à  riijperboloïde  homojoçal  à  une  nappe  qui 
passe  par  le  point  considéré,  touche  la  surface  A  en  ce 
point. 

Pour  la   NAPPE   INFÉRIEURE,   OU  a 

le  cône  (C)  5e  réduit  à  deux  plans  imaginaires,  dont 
rareté,    normale  à   riiypcrholoïde  homofocnl  à  deux 


nappes  (pu  passe  par  le  point  considéré,  touche  la  sur- 
J'ace  A  en  ce  point . 

12.  Avant  d'aller  plus  loin,  démontrons  analytique- 
ment  que  l'arête  du  système  de  plans  auquel  se  réduit  le 
cône  (C)  touche  la  surface  A. 

Nous  voyons,  par  les  équations  (23)  et  (24),  que  la 
droite,  intersection  des  deux  plans  auxcjuels  se  réduit  le 
cône  du  complexe,  est  définie  par  les  deux  équations 


>5) 


l    — — ^ \-  -^ — ^ 1 ^ 1  =  0, 


+ 1  =  0, 


'  rt'  — p,      1^'-   , . 

jOi  étant  le  paramètre  de  l'ellipsoïde  homotocal  qui  passe 
par  le  point  (^o-".}  07  ^o). 

Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  celle  droite 
peuvent  se  représenter  par  les  équations 

.r  =:  x„  H —  ■>       y  =  Yo  -+-  ——  1        z  =  Z,y  -h  —-y 

A,  D|  0| 

).  étant  un  paramètre  arbitaire.  Substituons  ces  valeurs 
dans  les  équations  (^S),  et  écrivons  qu'elles  sonf  véri- 
fiées, quel  que  soit  X;  il  vient 

x:  r :  zl 

-  -H  TT— : r  =  ^'*^ 


A,(rt=  +  p,)        B,(/;"  +  p,)        C,K'  +  p,) 

^l Jo I ^0 

A,(a''  — p,  )        B,(6^  — p,)        C,(c^— p,; 
après  avoir  remarqué  que  les  quantités 
•'•ô      .      J'o      .      ^0  ,      et         "^"      '      ^  " 


a^-hp,       b^-\-p>      c'-^-p,  '''— p>       /^— p.      <■'— pi 

sont  nulles. 


(    loi    ) 
Si  l'on  a  égard  aux  lorniules  (3"),  équalioiis  (2;^),  les 
égalités  précédentes  deviendront 

rt^(«=+p,)(«'+p.)^    ^'(^'+P')(^'-*-p2)       ^'('•'+p.jfcM-p,) 


B, 


o, 


X,        -^        ë;        "^       ô;    ^-°' 

or  ces  égalités  seront  évidemment  vérifiées,  si  l'on  prend 

A.      _      B,      _      C, 

a^  -h  P2         b'  -h  P2        C^  -^  p-j  ' 

ces  conditions  sont  suffisantes  et  nécessaires.  Par  consé- 
quent ; 

Les  coordonnées  x,  y,  z  frun  point  quelconque  de 
r arête  du  système  de  deux  plans  auxquels  se  T'éduit  le 
cône  (C)  du  complexe  a)  tint  son  sommet  en  (x^,,  y^,  Zq) 
peuvent  se  représenter  par 

i  .  1      •^» 

I     .7;  :=  J7o  +  A  — , 


(26)     {S)  {}  =jo-f-X 


J'o 


( ,    ^        "» 

\  c'  -+-  P2 

A  étant  un  paramètre  arbitraire.  Les  formules  (26)  coi- 
respondent  à  un  point  situé  sur  la  nappe  supérieure 
do  A;  pour  obtenir  les  formules  correspondant  à  un 
point  de  la  nappe  inférieure,  il  suffit  d'y  remplacer  p^ 
par  ps. 

Les  équations  ['26)  nous  montrent  encore  que  la 
droite  (0)  est  normale  en  (^Xo,j)  „'  ^0)  ^  ^^  surface  homo- 
focale  {p^). 

Ceci  établi,  remarquons  que  l'équatioii  du  plan  tan- 
gent en  un  point  {a,,,  /o,  2o)  de  la  surface  A  est,  d'après 


(     >"2    ) 

l'équalion  (21)  et  les  notations  (6), 

avec  la  condition 

« 

(27  6/i)  SoGo  -+-  H,j  :=  G. 

Or,  si  l'on  exprime  que  la  droite  (26)  est  tout  entière 
dans  ce  plan,  on  a,  en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  1 
et  le  terme  indépendant  de  A, 

^'  ^  î        -l-z^(a=^,^  +  CSo  +  Go)  — (A^é'S„4-fGo-Ho)  =  o, 
[  -A-  (^'c=  -t-  ASo  4-  G„)  4-  -f^-^^  (c^«'  H-  BSo  4-  Go) 

/  +— ^^^(o'è^-i-CSo+Go)  =  o. 

D'après  les  notations  (6),  l'égalité  (i")  devient 

Ho-f-A  +  S„(Go  +  ê')4-Go(So  +  e)  — (A  +  g^So  +  cGo  — Ho)  =  o, 

ce  qui  est  visiblement  une  identité. 

Quant   à   l'égalité  (2''),    si   l'on   y  introduit    les    va- 
leurs (3"  ,  équations  (23),  elle  devient 

«î(«'-r;)(^'^'+ASo-i-G„)  +  è?(è^-p-;)(c-«^-f-BS„+G„) 

+  cî(c^  — pf;(«^é=+CSo+G„)=:o; 

ou  encore,  puisque  S^=p^  et  Gq  =  p], 

«î(«'-pî)(^='^'-+-Ap,n-f>î)  +  iîfè'-p^)(cV.'+Bp,  +  p-;) 

on  voit  alors  immédiatement  (jue  le  coefficient  de  p^  et 
ceux  des  diverses  puissances  de  p]  sont  respectivement 
nuls.  La*proposition  énoncée  est  donc  démontrée. 

J3.   ÎNous  allons  donner  encore  une  autre  démonstra- 


/ 


(  ^o3  ) 
lion  de  la  iiièiue  proposition;  elle  nous  fournil  a  l'occa- 
sion d'écrire  plusieurs  relations  qui    nous    seront   fort 
utiles  dans  la  suite. 

Si  l'on  se  reporte  aux  notations  (5)  du  n°  5,  on  con- 
state immédiatement  les/'galités  suivantes  : 

/  a]-hb]  +  c-  =  o, 
a^a]-\-  bH\-^  c=c^  =  o, 
ka\  -r-  ^b\  +  Cc^  =  o, 
ka'a\  -t-  Bb'b]  -f-  Cc'c\  =  o; 
a\k-  +  b\W-\-c]0==  —  a]b\c], 

a\a^  -f-  b\b^  ^  c]c^  =~  a\b\c\^ 
a'^b^c^-\-  b]c-a'  -+- c]a'b^  =  — a]b]c], 
a]BC    -+-   b]CA   -+-  c]AB  =  —  a]b]c], 
rz^-«ÎA  +  ^'-^'-;B+  c''-c\C=-^a\b\c]; 
r/=«;BC-t-  b-'b]Ck+c-'c]kB  =  —e.a]b\c\, 
a\a'^  -Jr  b\b^  -^  c\c^  =z  —  e.a\b\c], 
«^«2^24-  b]b'W-\-  c'^c-'O  =-\rC.a\h]c\, 
a]b'c'  H-    bya'  +  a]n'b' =  —  g.a\b\c\, 
a'yA^+blb'B^-h  c]c'0  =  -hg.a]b]c], 
n]b'c'BC-hbya'CA-\-c]a^b^AB=~g.a]b]c]. 

Posons,  en  outre, 


28) 


>9) 


'   F=  P.*  - 
on  constate  de  suite  que 

("'  —  Pi)(^^'c' 


rt'E  —  F, 


3o^ 


]ob, 


Ap.  +  r^n 

(b'  -  p]){c^a'  -^  Bp,  -f  p])  =  b^E  -  F, 
(c^  -  p])  [a'b^-  +  Cp,^p])  =  c'E  -  Fi 
{(û-\r  p,)(^'V2  4-Ap, -)->;)  =  E-+-  A(p;  —p^), 
{b'  -^p,)[c'-a'^Bp,^  p^)  =  E^-B(p^— p;), 
(c'  H-p,)(,/-7;=-4-Cp:H-pî)==E-h  C(p=-p;); 
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de  là  on  conclut 

(3i)      (6'_p-)(c^«^  +  Bp.  +  pr)  =  A=E-F+(^'-p;)(p;-pn, 
(  (f*  — p;)(«^'^-4-Cp,-t-p;)  =  c=E— F-H(c'-p;i{p^— p;)- 
Ceci  établi, substituons  les  v^eurs  {26)  dans  l'équation 
SG  -4-  H  =  0 

de  la  surface  A;  dans  ce  but,  calculons  d'abord  S,  G,  H. 
On  a,  en  substituant  les  valeurs    26)  dans  les  expres- 
sions (6),  n°  5,  de  S,  G,  H, 

\a--f-p,        o--4-p;        c'4-pj/ 

L(«=+p.r    (è-'+p.r    (<^'+pOu' 

G=.G„+2./'^-»      .      «^"      .      ^^^ 


H  =  H„4-  2> 


a^  -+-  P2  A-  +  pj        f -  4-  pj  ^ 

r     A.r;  Br^               C^o^      1 

l[a'^p,y  [b^  +  p,y^  {c^-hp,rJi 

b^c-xl  c'^a^ji         a^b^zl 


a^-ho-'        b 


p:         0'  H-  p,        r^  +  P2 
^^  r    b-ç-'xl  c'-a-yl  g^b'zl    "1 

L  («-^  +  p,  )^     {b'  +  p,  y     {c'+p,yi' 

Si  maintenant  on  introduit  les  valeurs  (2°)  et  (3°), 
équations  (23),  n*^  H  ,  et  qu'on  ait  égard  aux  relations  (28) 
et  (3i),  on  obtient  très-facilement 

S  =    p,    -4-  2>. 


(3^.)    { 


(rt=+p,)(//^-Hp,){c2-f-p,)  ^' 
G  =  0'  -\-  o.i 


{a'-i-p,)(b'-hp,)'C'-hp,) 

U=  —  p:ip2  —  2p^> 


E, 


^fF^p;(p;-p;)]= 


(rt^-4-p:)(è2+pJ(c'-f-p:) 


{  io5  ) 
Si  l'on  substitue  ces  dernières  dans  l'équation  SG-f-H  =  o 
de  la  surface  A,  on  est  conduit  au  résultat  très-simple 

(33)    ;     +[p-^(pî  +  §')  +  (^p>  +  ^0] 

On  aura  l'équation  analogue  relative  à  la  nappe  infé- 
rieure en  remplaçant  p^  par  p^. 

On  voit  donc  que  l'arête  des  deux  plans  auxquels  se 
réduit  le  cône  (C)  du  complexe  touche  la  surface  A  au 
point  (.To,  J^o»  ^o))  et  qu'elle  est  une  tangente  ordinaire, 
c'est-à-dire  qu  elle  n'y  rencontre  la  surface  qu'en  deux 
points  coïncidents. 

On  peut  se  demander  si  le  coefficient  de  1^  peut  être 
nul,  c'est-à-dire  si  la  droite  (26)  peut  être  une  tangente 
inflexionnp.lle  de  A. 

En  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  V'  dans  l'équa- 
tion (33),  on  trouve 

(p;  +  s)9l  +  '2(^p;  -^  ^Op'^  -+-  ?'\{?\  -t-  g')  =  o, 

ou  encore 

[?ÀP\  +  é')  +  ^?\  +  /'? -+- pï(p';  +  sT  -  (^pï  +  f'Y  =  o, 

ce  qu'on  peut  écrire  enlin 

(I")    [^,^]  +  e^\^gi.,  +  hY-[a^-o-^\  Z,._p^)(c^_p  =  )^o. 

Or,  pour  la  surface  A,  p^  est  positif  et  compris  entre 
d^  et  h^  pour  la  nappe  supérieure,  entre  h^  et  c^  pour  la 
nappe  inférieure  (théorème  IV,  n"  12).  On  voit  alors 
que  l'équation  n'admettra  pas  de  solution  réelle  en  p^ 
pour  la  nappe  inférieure,  mais  elle  admettra  une  solu- 
tion réelle  en  p^  pour  la  nappe  supérieure.  Seulement  il 
est  facile  de  constater  que  la   plus  grande  des  valeurs 
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absolues  de  09  est  supérieure  à  è*,  et  que  la  plus  petite 
de  ses  valeurs  absolues  est  inférieure  à  c^.  Il  n'y  a  donc 
pas,  en  définitive,  de  points  réels  pour  lesquels  l'arête 
d'un  système  du  complexe  serait  une  tangente  inflexion- 
nelle.  Ce  résultat  pourrait  d'ailleurs  se  conclure  de  la 
forme  supposée  connue  de  la  surface  A. 

Remarque.  —  Les  droites  [d]  [équations  (26),  n°  12J, 
qui  sont  les  arêtes  des  systèmes  du  complexe,  forment 
une  congruence  que  j'étudierai  dans  un  autre  Mémoire. 
Pour  l'instant,  je  me  contenterai  d'énoncer  la  propriété 
suivante  : 

Dans  >!?i  j)lan,  arbitrairevient  donné,  il  y  a  quatre 
droites  (à)  ;  par  un  point,  aî'bitrairenient  donné,  passent 
quatre  droites  [^). 

La  démonstration  analytique  en  sera  donnée  dans  le 
§  IV. 

14.  Nous  préciserons  encore  mieux  la  position  des 
droites  du  complexe  en  énonçant  la  proposition  suivante: 

Théorème  V.  —  Les  droites  réelles  du  complexe  pas- 
sent toutes  entre  les  deux  nappes  de  la  surface  A,  sans 
jamais  pénétrer  dans  Vintérieur  de  la  nappe  inférieure^ 
les  positions  limites  de  ces  droites  sont  des  tangentes  à 
la  sut  face  A. 

En  eflfet,  une  droite  réelle  (D)  ne  peut  pas  pénétrer 
dans  la  nappe  inférieure  de  A-,  car,  si  cela  pouvait  arri- 
ver, elle  rencontrerait  cette  nappe  en  un  certain  point  I; 
pour  ce  point  I,  le  cône  (C)  du  complexe  se  réduit  à  deux 
plans  imaginaires  dont  l'arèle  toucbe  A  en  I;  mais  la 
droite  (D),  qui  passe  par  le  point  I,  doit  alors  appartenir 
à  ce  système  de  deux  plans,  et,  comme  elle  est  réelle,  elle 
ne  peut  que  coïncider  avec  leur  arête;  l'hypothèse  fait^ 
est  donc  inadmissible. 


(    lo?   ) 
Supposons  niainte'nant  la  droite  (D)    réelle  et  exté- 
rieure à  la  surface  A  5  menons  alors  un  plan  par  cette 
droite  et  le  centre  O  de  l'ellipsoïde;  ce  plan  coupera  la 
nappe  extérieure  de  A  suivant  une  certaine  courbe  ô'-, 
les  cônes  du  complexe,  dont  les  sommets  sont  sur  (?',  se 
décomposent  en  des  plans  réels,  dont  les  intersections 
par  le  plan  considéré  seront  autant  de  droites  réelles  du 
complexe  situées  dans  ce  plan.    D'un   autre  côté,  nous 
verrons,  dans  le  paragraphe  suivant,  que  les  droites  du 
complexe  situées  dans  un  plan  enveloppent  une  conique 
dont  le  centre  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 
du  centre  O  de  l'ellipsoïde  sur  le  plan.  Dans  le  cas  actuel, 
le  centre  de  la  conique  est  le  point  O  lui-même  -,  la  conique 
est  réelle,  puisqu'il  y  a  des  droites  réelles  du  complexe 
dans  le  plan  en  question-,  la  conique  ne  peut  pas  être  une 
hyperbole,  car  on  pourrait  alors  lui  mener  des  tangentes 
des  points  situés  dans  le  voisinage  du  point  O,  et  il  y 
aurait  des  droites   réelles  du  complexe  pénétrant  dans 
l'intérieur  de  la  deuxième  nappe  de  A,  ce  qui  est  con- 
traire à  la  première  partie  de  la  proposition.  Cette  coni- 
que, qui  est  une  ellipse,  doit  toucher  la  droite  (  D)  ;  or, 
si  cette  droite  (D)  est  extérieure  à  la  surface  A  et,  par 
suite,   à  la  courbe   (?',   l'ellipse   interceptera    sur   cette 
courbe  d'  une  certaine  portion    d'arc  j   mais  les  divers 
points  de  cet  arc  donnent  lieu  à  des  droites  réelles,  issues 
de  ces  points,  qui  devraient  toucher  l'ellipse,  ce  qui  est 
impossible.il  y  a  donc  contradiction  tant  que  la  droite  (D) 
est  extérieure  à  la  courbe  d'-^  par  conséquent,  il  ne  peut 
pas  exister  de  droite  réelle  extéiieure  à  la  surface  (A). 

M.  Darboux,  en  appelant  mon  attention  sur  le  lieu 
géométrique  énoncé  au  commencement,  m'avait  signalé 
cette  propriété,  sans  m'en  communiquer  la  démonstration. 

{La  suite  prochainement.) 
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MÉMOIRE  SUR  L'EMPLOI  DES  IMAGINAIRES  DAI\S  LA  GEOMETRIE 
DE  L'ESPACE 

(  suite,  voir  même  tome,  p.  14  )  ; 

Par  m.  LAGUERRE. 


7.  La  façon  dont  j'ai  défini  au  n^  o  les  surfaces  aual- 
lagmatiques ,  au  moyen  de  leurs  sections  circulaires, 
s'étend  d'elle-même  au  cas  où  ces  surfaces  ont  un  plan 
de  symétrie;  dans  ce  cas,  l'une  des  sphères  principales 
se  réduit  à  un  plan,  ainsi  que  la  surface  du  second  degré 
correspondante,  et  les  définitions  que  j'ai  données  précé- 
demment, la  définition  comme  enveloppes  de  sphères  et 
la  définition  par  points,  deviennent  illusoires.  Mais, 
avant  d'aborder  ce  sujet,  il  est  nécessaire  d'exposer  quel- 
ques considérations  très-simples  sur  la  transformation 
des  figures  par  rayons  vecteurs  réciproques. 

Etant  donnés  un  point  quelconque  «,  réel  ou  imagi- 
naire, et  le  cône  isotrope  ayant  ce  point  pour  sommet,  il 
est  clair  que,  par  une  transformation  quelconque  par 
rayons  vecteurs  réciproques,  ce  cône  isotrope  se  trans- 
forme en  un  autre  cône  isotrope  ayant  pour  sommet  le 
point  qui  correspond  au  point  a.  Si  donc  on  a  deux 
points  quelconques  a  et  Z>,  au  cercle  (a,  b)  correspondra 
après  la  transformation  le  cercle  (a,  (3),  a  et  |3  désignant 
les  points  qui  correspondent  aux  points  a  et  b. 

Imaginons  une  surface  anallagmatique  comme  le  lieu 
des  différents  cercles  (a,  «'),  (6,  Z>'),  (c,  c'),...  détermi- 
nés par  les  points  où  les  génératrices  d'une  surface  du 
second  ordre  aa' ^  bb\  ce',...  s'appuient  sur  un  biqua- 
dratique  sphérique  F,  et  effectuons  sur  cette  figure  une 
transformation    par    rayons    vecteurs    réciproques.    La 
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courbe  F  se  transformera  eu  une  autre  biquadra tique 
sphérique4>;  sur  celte  courbe  4>,  aux  points  a,  a\  A,  Z»',... 
correspondront  des  points   a,   a',   j3,  (3',-..,  et   la  sur- 
face transformée  de  la  surface  donnée  sera  le  lieu  des 

cercles   (a,  a'),   {|S,  j3'), D'où  l'on  peut,  en  passant, 

tirer  cette  conséquence,  que  les  droites  aa',  j3|3',  yy\... 
sont,  comme  les  droites  ««',  èZ>',  cc',...^  les  génératrices 
d'une  même  surface  du  second  ordre. 

Considérons  maintenant  une  biquadratique  sphé- 
rique  F  et  une  surface  du  second  degré  quelconque  A, 
passant  par  cette  courbe.  Toutes  les  génératrices  d'un 
même  système  de  A,  telles  que  aa' ^  peuvent  être  obte- 
nues en  choisissant  arbitrairement  une  génératrice  ss'  de 
l'autre  système  et  en  menant  des_  plans  par  cette  dernière 
génératrice.  Ces  divers  plans  couperont  la  sphère  suivant 
des  cercles  passant  par  les  deux  points  fixes  s  et  s'  et 
chacun  de  ces  cercles  coupera  la  courbe  F  en  deux  points 
variables  a  et  a'  situés  sur  une  même  génératrice  de  A  \ 
le  lieu  des  cercles  (rt,  a')  est  l'anallagmatique  définie  par 
la  surface  A  et  la  focale  F  :  on  peut  donc  énoncer  la  pro- 
position suivante  : 

Si,  par  deux  points  fixes  s  et  s\  d'une  biquadratique 
sphérique  P,  on  mène  un  cercle  variable  rencontrant  la 
courbe  F  aux  deux  points  a  et  a\  le  lieu  des  cercles 
(«,  a')  est  une  surface  anallagmalique  ayant  F  pour 
focale. 

Transformons  maintenant  la  figure  précédente  en  pre- 
nant le  pôle  de  transformation  sur  la  sphère  qui  contient 
la  courbe  F;  la  surface  anallagmatique  donnée  se  trans- 
forme en  une  surface  anallagmatique  ayant  pour  plan  de 
symétrie  le  plan  qui  correspond  à  la  sphère.  La  focale  F 
se  transforme  en  une  anallagmatique  plane  ^  sur  laquelle 
se  trouvent  les  deux  points  a  et  a'  correspondant  aux 
points  s  et  s'  \  et  l'on  obtient  la  proposition  suivante  : 
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Si,  par  deux  points  fixes  a  el  a'  d'une  anallagmalique 
plane  4>,  on  mène  un  cercle  variable  coupant  la  courbe  <I> 
aux  points  a  et  a',  le  lieu  des  cercles  (a,  a)  est  une  sur- 
face anallagmatique  ayant  pour  plan  de  symétrie  le  plan 
de  la  focale  <î>. 

Le  second  système  de  sections  circulaires  appartenant 
à  la  focale  0  s'obtiendrait  facilement  :  en  effet,  étant 
mené  par  a  et  par  a'  un  cercle  quelconque  coupant  la 
focale  en  deux  points  a  et  a';  si,  par  ces  deux  points,  on 
mène  un  cercle  variable  rencontrant  4^  aux  points  p  et  p', 
les  différents  cercles  tels  que  (p,  p')  constitueront  ce  se- 
cond système  de  sections  circulaires. 

Les  plans  des  différents  cercles  tels  que  {y.,  a!)  ont 
pour  traces,  sur  le  plan  de  la  focale  ^î',  les  perpendicu- 
laires élevées  sur  les  segments  ara'  en  leurs  points  milieux. 
Toutes  ces  perpendiculaires,  il  est  facile  de  le  voir,  en- 
veloppent une  conique  ayant  pour  fovers  les  foyers  sin- 
guliers de  l'anallagmatique  <î>  (*).  D'où  l'on  peut  con- 
clure que,  quand  une  série  de  surfaces  anallagmatiques  a 
pour  focale  commune  une  auallagmatiqne  plane ,  les 
traces  des  cylindres  enveloppés  par  les  plans  des  cercles 
de  ces  surfaces  appartenant  à  cette  focale,  sur  le  plan  de 
symétrie,  sont  des  coniques  homofocales  ayant  pour  fovers 
communs  les  foyers  singuliers  de  la  focale. 

8.  La  proposition  précédente  n'est,  du  reste,  qu'un 
cas  particulier  d'un  théorème  relatif  aux  anallagma- 
tiques en  général  et  que  l'on  peut  établir  très-simple- 
ment. 

Considérons  une  surface  anallagmatique  quelconque  R, 
ayant  pour  focale  une  biquadratique  sphérique  F.  Les 


(")  Voir,  dans  les  Comptes  renilus  de  l'Académie  des  Sciences  (janvier 
iS63),  ma  Note  intitulée  :  Théorèmes  s;énérau:r  sur  les  courbes,  etc. 


plans  des  divers  cercles  de  la  surface,  appartenant  à  cette 
focale,  enveloppent  un  cône  ayant  pour  sommet  le  centre 
de  la  sphère  S,  sur  laquelle  est  située  la  focale^  et  ces 
plans  sont  perpendiculaires  aux  diverses  généralrices  de 
la  surface  du  second  degré  A  passant  par  la  focale  qui 
détermine  la  surface  R.  Pour  trouver  les  droites  focales 
de  ce  cône,  je  rappellerai  que  ces  droites  sont  les  inter- 
sections des  divers  plans  isotropes  qu'on  peut  lui  mener 
langenliellement.  Or,  les  perpendiculaires  h  un  plan  iso- 
trope touchant  V ombilicale  en  un  point  donné  co  sont  les 
diverses  droites  isotropes  passant  par  ce  point  correspon- 
dant aux  plans  isotropes  tangents  au  cône;  donc  des  géné- 
ratrices isotropes  de  A,  et  réciproquement.  Une  généra- 
trice isotrope  de  A  doit  percer  le  plan  de  l'infini  en  un 
point  de  l'ombilicale,  et  aussi  en  un  point  de  la  trace  de 
la  surface  A  sur  le  même  plan.  Soit  lî  l'ombilicale  et 
«,  5,  c,  d  les  quatre  points  où  celte  courbe  rencontre  la 
focale  F;  la  surface  A  passant  par  cette  focale,  sa  courbe 
d'intersection  avec  le  plan  de  l'infini  est  une  conique 
passant  par  les  points  a,  b,  c  et  <'/,  et  il  est  clair  que  les 
génératrices  isotropes  de  A  sont  les  huit  génératrices  pas- 
sant par  ces  quatre  points.  Les  traces,  sur  le  plan  de 
l'infini,  des  qnatre  plans  qui  leur  sont  perpendiculaires 
et  qui  passent  par  le  centre  de  la  sphère,  sont  les  quatre 
droites  menées  tangentiellement  à  l'ombilicale  par  les 
quatre  points  a,  b,  c  et  r/;  les  focales  du  cône  sont  donc 
les  six  droites  conjuguées  deux  à  deux  qui  joignent  le 
centre  de  la  sphère  aux  divers  points  d'intersection  p,  q, 
;•,  i,  f,  Il  des  quatre  tangentes.  On  voit  que  ces  focales 
sont  complètement  déterminées  par  la  focale  F  et  ne  dé- 
pendent en  aucune  façon  de  la  surface  particulière  A.  On 
peut  donc  énoncer  cette  proposition  : 

Si  l'on  considère  une  série  de  surfaces  anallagmatiques 
homofocales,   et  si,    pour   chacune   de  ces   surfaces,    on 
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construit  le  cône  enveloppe  des  cercles  appartenant  à 
Tune  de  ses  locales,  tous  les  cônes  ainsi  obtenus  sont 
homofocaux. 

J'ajouterai  que  les  focales  de  ces  cônes  sont  les  focales 
singulières  des  cônes  avant  pour  base  la  focale  de  la  sur- 
face anallaginalique  considérée,  et,  pour  sommet,  le  centre 
de  la  sphère  sur  laquelle  cette  courbe  est  située.  Mais, 
pour  abréger,  je  laisse  de  côté  la  démonstration  de  ce 
point  de  détail  {*). 

9.  Je  reviens  maintenant  au  mode  de  description  des 
surfaces  anallagmatiques  à  plan  de  symétrie,  donné  au 
n°  7,  pour  montrer  comment  il  s'applique  aux  surfaces 
du  second  ordre.  Ces  dernières  s'obtiennent  lorsque  la 
focale,  qui,  en  général,  est  une  courbe  anallagmatique 
plane,  se  réduit  à  une  conique.  Soit  donc  une  conique 
quelconque  C  réelle  (ou  du  moins  avant  une  équation 
réelle)  et  «,  n'  deux  points  fixes  pris  sur  cette  conique. 
Par  ces  deux  points,  menons  un  cercle  quelconque  cou- 
pant la  conique  en  a  et  en  a';  d'après  ce  qui  a  été  dit 
ei-dessus,  le  lieu  des  cercles  tels  que  (a,  a')  est  une  sur- 
face du  second  ordre  ayant  pour  focale  C.  D'après  un 
théorème  élémentaire  bien  connu,  toutes  les  droites  telles 
que  cf.c'  ont  une  direction  fixe.  On  peut  donc  énoncer 
la  proposition  suivante  qu'il  serait  très-simple,  d'ailleurs, 
d'établir  directement  : 

Si  l'on  mène,  dans  le  plan  d'une  conique,  une  série 
de  droites  parallèles  à  une  direction  fixe  D,  en  désignant 
par  a  et  a'  les  deux  points  d^ intersection  de  la  conique 
avec  une  quelconque  de  ces  droites,  le  lieu  des  cercles 


(*)  Voir,  dans  le  Bulletin  de  la  Société  Philomathique,  le  n°  !\  de  ma 
Communication  du  a3  mars  1867  :  Sur  les  courbes  résultant  de  l'ini».'-- 
^ectioii  d'une  sphère  et  d'une  surface  du  second  degré. 
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tels  que  (a,  a')  est  une  surface  du  second  ordre  ayant 
pour  focale  la  conique  donnée. 

Supposons  que  C  soit  une  ellipse;  imaginons  toutes  les 
droites  réelles  parallèles  à  une  droite  fixe  D  et  extérieures 
à  l'ellipse;  chacune  de  ces  droites  rencontre  l'ellipse  en 
deux  points  imaginairement  conjugués,  représentés  par 
un  cercle  réel;  tous  les  cercles  réels  ainsi  obtenus,  quand 
la  droite  se  déplace,  constituent  l'un  des  systèmes  de 
sections  circulaires  d'un  liyperboloïde  à  deux  nappes 
ayant  pour  focale  l'ellipse  donnée.  Si  le  système  des 
droites  considéré  était  parallèle  à  une  droite  D'  faisant 
avec  le  grand  axe  de  l'ellipse  un  angle  supplémentaire  de 
l'angle  que  fait  D  avec  ce  même  axe,  les  cercles  repré- 
sentatifs des  points  d'intersection  de  l'ellipse  avec  ces 
diverses  droites  constitueraient  le  second  système  de 
sections  circulaires  de  l'hyperboloïde  mentionné  ci- 
dessus. 

Si  nous  imaginons  l'infinité  d'hyperboloïdes  à  deux 
nappes  qui  ont  pour  focale  l'ellipse  C  ,  leurs  diverses 
sellions  circulaires  représenteront  tous  les  points  imagi- 
naires situés  sur  cette  ellipse.  D'où  l'on  peut  conclure  le 
théorème  suivant  ; 

Pour  qu'un  cercle  réel,  donné  dans  l'espace,  repré- 
sente un  couple  de  points  imaginairement  conjugués, 
situés  sur  une  ellipse  donnée,  il  faut  et  il  sufp,t  que  ce 
cercle  soit  une  section  circulaire  d'un  hj  perholoïde  à 
deux  nappes  ayant  cette  ellipse  pour  focale. 

De  même  : 

Pour  qu  un  cercle  réel,  donné  dans  V espace,  repré- 
sente un  couple  de  points  imaginairement  conjugués, 
situés  sur  une  hyperbole  donnée,  il  faut  et  il  sujffit  que 
ce  cercle  soit  une  section  circulaire  d'un  ellipsoïde  avant 
celte  hyperbole  pour  focale. 

Ann.  de  Mathémat,,  2^  série,  t.  XI.  (Mars  1S72.)  8 
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10.  Il  existe,  relativement  au  système  de  deux  cercles 
situés  sur  une  même  sphère  une  propriété  très-simple, 
qui  a  de  fréquentes  applications  dans  la  géométrie  de 
la  sphère  et  dans  la  théorie  des  surfaces  anallagmatiques. 
Je  vais  l'exposer  brièvement,  en  en  supprimant  la  dé- 
monstration, d'ailleurs  très-facile   à  suppléer. 

Soient  deux  cercles  C  et  D  situés  sur  une  même  sphère, 
et  par  conséquent  se  coupant  en  deux  points.  Le  cercle  C 
représente  deux  points  de  l'espace  c  et  c',  qui  sont  ré- 
ciproques par  rapport  à  la  sphère  et  que  Ton  pourrait 
désigner  par  la  notation  (C);  le  cercle  D  représente  de 
même  deux  points  réciproques  d  el  cl' .  Les  quatre  points 
c,  c',  d  et  d'  sont  d'ailleurs  dans  un  même  plan  passant 
par  le  centre  de  la  sphère.  Cela  posé,  par  les  deux  cer- 
cles donnés,  on  peut  faire  passer  deux  cônes,  et  les  som- 
mets de  ces  cônes  sont  les  deux  points  de  rencontre  res- 
pectifs des  droites  cd  et  c' d'  et  des  droites  cd'  et  c' d. 

Supposons  les  cercles  C  et  D  réels 5  supposons-les,  en 
outre,  décrits  dans  un  sens  déterminé,  en  sorte  que  cha- 
cun d'eux  représente  un  point  imaginaire  et  un  seul;  le 
point  c,  par  exemple,  étant  représenté  par  le  cercle  C  el 
le  point  d  par  le  cercle  D.  La  droite  imaginaire  cd  est 
imaginairemcnt  conjuguée  à  la  droite  c' d' -^  ces  deux 
droites  étant  dans  le  même  plan  se  coupent  en  un  point 
réel,  que  l'on  peut  définir  comme  étant  le  point  réel 
situé  sur  cd-,  et,  d'après  ce  que  j'ai  dit  plus  haut,  ce 
point  est  le  sommet  d'un  cône  passant  par  C  et  D.  Mais 
ici  Ton  peut  ajouter  qu'un  spectateur,  dont  l'œil  serait 
placé  au  sommet  du  cône,  verrait  les  cercles  C  et  D  dé- 
crits en  sens  inverse-,  eu  sorte  que  si  le  mobile  qui  est 
censé  décrire  l'un  d'eux  lui  paraît  se  mouvoir  dans  le 
sens  des  aiguilles  d'une  montre,  le  mobile  qui  est  supposé 
décrire  l'aulre  lui  paraîtra  se  mouvoir  dans  l'autre  sens. 

Cette  dernière  remarque  est  souvent  utile  pour  fixer 
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le  sens  que  l'on  doit  affecter  à  un  cercle  représentant 
un  point  imaginaire. 

Considérons  maintenant  une  surface  anallagmalique  R, 
définie  par  la  surface  du  second  degré  A  et  la  focale  F 
située  sur  cette  surface ,  et  les  deux  systèmes  de  généra- 
trices circulaires  de  l'anallagmatique  appartenant  à  cette 
focale.  Soit  C  un  cercle  fixe  de  l'un  de  ces  systèmes,  re- 
présentant deux  points  c  et  c'  de  la  focale;  soit  D  un 
cercle  quelconque  de  l'autre  système,  représentant  deux 
points  d  et  d'  de  la  focale.  Les  cercles  C  et  D  sont  situés 
sur  une  même  sphère,  et  l'on  sait  d'ailleurs  que  les 
droites  ce'  et  dd'  sont  deux  génératrices,  de  systèmes  dif- 
férents, de  la  surface  A.  D'après  ce  qui  a  été  dit  plus 
haut,  les  sommets  des  cônes  qui  passent  par  les  cercles 
C  et  D  sont  les  deux  points  ;■  et  5,  où  se  coupent  respec- 
tivement les  droites  cd'  et  c' d  d'une  part,  les  droites  cd 
et  c' d'  d'autre  part.  Le  lieu  décrit  par  les  sommets  de 
ces  cônes,  lorsque,  le  cercle  C  étant  fixe,  le  cercle  D  se 
déplace  sur  la  surface  Pi,  est  donc  l'intersection  des  deux 
cônes  ayant  pour  base  la  focale  F  et  pour  sommets  les 
points  c  et  c'.  Ces  cônes  sont  du  troisième  degré",  leur 
intersection,  qui  est  du  neuvième  degré,  se  compose 
d'abord  de  la  génératrice  cc'^  de  la  focale  et  du  lieu 
cherché  5  ce  dernier  est  donc  du  quatrième  ordre. 
D'où  l'on  peut  conclure  la  proposition  suivante  : 
Étant  pris,  sur  une  surface  anallagmatique,  un  cercle 
quelconque  apparienant  à  une  focale  F  de  cette  sur- 
face, par  ce  cercle  et  par  un  cercle  quelconque  D  du 
second  système  circulaire  appartenant  à  cette  focale,  on 
peut  faire  passer  deux  cônes ^  le  lieu  décrit  par  le  som- 
met de  ces  cônes,  lorsque,  le  cercle  C  étant  fixe,  le 
cercle  D  se  déplace  sur  la  surface,  est  une  courbe  du 
quatrième  ordr'e  faisant  partie  de  V intersection  des 
deux  cônes,  qui  ont  pour  base  commune  la  focale  F  et 

8. 
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pour  sommets  les  deux  points  de   cette  focale  que  re- 
présente le  cercle  C. 

11.   Dans  ce  qui  précède,  j'ai   montré  comment  on 
peut  déterminer  les  conditions  géométriques  auxquelles 
un   cercle  doit  satisfaire  pour  représenter  un  couple  de 
points  situés  sur  une  biquadratique  spliérique  donnée, 
en  groupant  deux  à  deux  les  divers  points  de  cette  courbe 
de  façon  qu'à  l'ensemble  de  tous  les  couples  de  points 
corresponde  l'ensemble  des  génératrices  circulaires  d'une 
surface  anallagmatique.  Chaque  mode  de  groupement  est 
défini  par  une  surface  du  second  ordre,  de  telle  sorte  que 
deux  points  quelconques  de  la  courbe,  qui  se  correspon- 
dent, se  trouvent  sur  une  même  génératrice  de  la  surface. 
Soit,  en  général,  une  courbe  gauche  géométrique  quel- 
conque G;  imaginons  une  surface  réglée  V,   telle  que 
chacune  de  ses  génératrices  s'appuie  en  deux  points  sur 
cette  courbe.  Soient  aa' ^  bb\  cc\...  les  génératrices  con- 
sécutives de  cette  surface;   les  cercles  (a,  a'),    (^,  b'), 
(c,  c'),,..  engendreront  une  autre  sui'face,  que  je  dirai 
dérivée  de  la  courbe  G.  D'une  môme  courbe  donnée,  on 
peut  ainsi  déduire  une  infinité  de  surfaces  à  génératrices 
circulaires,  et  chacune  de  ces  surfaces  dérivées  correspond 
à  un  certain  mode  de  groupement  des  points  de  la  courbe, 
défini  par  la  surface  réglée  \  . 

Lorsque  la  courbe  G  est  plane,  les  droites,  telles  que 
aa' ^  bh\...^  qui  joignent  les  points  conjugués  de  cette 
courbe,  ne  forment  plus  une  surface  gauche,  mais  enve- 
loppent une  courbe  plane,  qui  peut  aussi  servir  à  définir 
le  groupement  des  points.  Dans  ce  cas,  et  lorsque  la 
courbe  G  est  d'un  degré  supérieur  à  deux,  chacune  des 
tangentes  à  l'enveloppe  plane  rencontrant  G  en  plus  de 
deux  points,  il  est  nécessaire  de  fixer  ceux  des  points  de 
rencontre  que  l'on  doit  grouper  ensemble.  Pour  éviter 
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cette  difficulté,  il  est  alors  généralement  préféraLle  de 
définir  chaque  couple  de  points  par  d'autres  considéra- 
tions ne  donnant  lieu  à  aucune  ambiguïté,  comme  je  l'ai 
fait  au  n°  7,  en  traitant  des  surfaces  anallagmaliques  à 
plan  de  symétrie. 

On  peut  toujours,  d'ailleurs,  sauf  dans  le  cas  très- 
particulier  où  la  courbe  plane  G  est  un  cercle,  effectuer 
une  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques,  de 
façon  que  cette  courbe  devienne  une  courbe  gauche  sphé- 
rique  (*), 

i2.  D'une  courbe  gauche  donnée,  on  peut,  comme  je 
l'ai  montré,  déduire  une  infinité  de  surfaces  à  généra- 
trices circulaires,  dérivées  de  cette  courbe. 

Réciproquement,  étant  donnée  une  surface  quelconque 
à  génératrices  circulaires,  on  peut  toujours  la  considérer 
comme  une  surface  dérivée  d'une  certaine  covxrbe  gau- 
che G.  En  désignant  par  C,  G',  C",...  les  diverses  géné- 
ratrices circulaires  de  la  surface,  cette  courbe  est  le  lieu 
des  points  (C),  (C),  (G''),...;  et  la  surface  réglée  V,  qui 
détermine  le  mode  de  groupement  des  points  de  la 
courbe,  est  le  lieu  des  axes  des  différents  cercles. 

(  La  suite  prochainement.  ) 


(*)  Voir,  comme  application  de  ces  considérations,  mon  Etude  géo- 
métrique sur  la  cyclide.  Journal  l'Institut  et  Bulletin  de  la  Société  Phi- 
lomathique,  novembre  18;  i. 
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SIR  LA  MÉTHODE  DE  BRISSON 

pour  intégrer  les  équations  différentielles  à  coefficients  constants, 
à  propos  d'une  question  de  licence; 

Par  m.  p.  MANSION, 

Professeur  à  l'Université  de  Gand. 


Trouver  Vintégrale  générale  de  V équation 

d*Y  d-Y  ^    .  „ 

— -  —  2  — ^  -T-r=  Ae^-h  Be-^H-  Csinx  -h  D  cosor. 
dx'  dx^        -^ 

1.  Cette  question  a  été  résolue  par  MM.  Graindorge  et 
Moret-Blanc  [Nouvelles  jéiinales,  p.  m  et  Sai^  '87^)' 
Le  premier  a  employé  la  méthode  de  la  'variation  des 
constantes  arbitraires ,  ce  qui  le  conduit  à  des  calculs 
assez  compliqués.  Le  second  devine  la  forme  d'une  solu- 
tion particulière,  ce  qui  lui  permet  d'arriver  à  la  solution 
d'une  manière  très-expéditive. 

M.  Michaëlis  a  montré  [3Iéinoires  de  la  Société  des 
Sciences  du  Luxembourg ,  t.  Mil)  qu'il  existait  une 
règle  générale  pour  découvrir  une  solution  particulière 
semblable  dans  tous  les  cas  analogues  5  mais  son  travail, 
enfoui  dans  un  recueil  peu  répandu,  ne  semble  pas  avoir 
été  connu  des  auteurs  des  derniers  traités  de  calcul  in- 
tégral, de  M.  Serret,  par  exemple. 

Il  existe  une  méthode  d'intégration  des  équations  li- 
néaires à  coefficients  constants,  qui  conduit,  d'une  ma- 
nière plus  simple  que  celle  de  M.  Michaëlis,  à  la  même 
règle  générale.  Celte  méthode  est  due  au  géomètre  français 
Brisson.  Cauchy  en  a  signalé  la  fécondité  [Exercices  de 
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Mathématiques,  t.  II,  p.  175),  et  elle  est  très-coniiue  en 
Angleterre,  où  elle  a  été  réinK'eniée  par  Boole  [A  Treatise 
on  diff'erential  équations,  1"  édition,  p.  89 1;  i865).  Dans 
une  petite  Note,  imprimée  dans  les  Mémoires  in-8°  de 
Bruxelles,  t.  XXII,  nous  avons  démontré,  au  moyen  de 
cette  méthode,  la  règle  générale  dont  nous  parlions 
tantôt-,  autrement  dit,  nous  avons  donné  la  forme  de 
l'intégrale  générale  des  équations  linéaires  à  coefficients 
constants,  dont  le  second  membre  est  une  somme  d'ex- 
pressions de  la  forme 

e'"^(  A  +  B^  H-  C.r^  +••-), 

ni  étant  réel  ou  imaginaire.  Cette  méthode  étant  très-peu 
connue,  nous  allons  l'exposer  sur  le  cas  particulier  dont 
MM.  Graindorge  et  Moret-Blanc  ont  donné  la  solution  \ 
comme  elle  est  extrêmement  simple,  chacun  rétablira 
aisément  la  théorie  complète, 

2.   Notations.   Au  lieu  de 

dj        dy  d'-y        d'^y  dy 

dx        dx  "  '       ^/x^  dx"^  dx 

nous  écrirons,  quand  a  et  h  sont  des  constantes, 

Dj,      (D  +  «)j,      D-j,      {W -^  aXi -\-  h) y . 
Les  expressions 

seront  appelées  facteurs  symboliques j  une  multiplica- 
tion symbolique  sera  l'opération  que  l'on  doit  faire  sur  y., 
au  moyen  des  facteurs  symboliques 

D  +  -7,     D-  4-  <7D+  ^, 
pour  en  déduire 

-Dy^ay,     Wy  -V-  aYiy  -^  by. 
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Il  est  clair  que,  par  convention,  la  miihiplicat ion  sym- 
bolique se  fait  absolument  comme  une  multiplicatioji 
ordinaire.  On  a  aussi,  A  étant  constant, 

(D  +  a]/iZ  =  D/.z  +  ahz=  /  (D-f-«}^. 

Donc  on  peut  intervertir  ou  changer  de  place  un  fac- 
teur constant  k  et  un  facteur  symbolique  D  H-  «.  Puis 

(D  +  a)  (  V,  +  j2  —  J3j  =  (D  +  o)  V,  +  (D  +  a) y,  -  (D  +  «)  J3. 

La  multiplication  d'une  somme  par  un  facteur  sym- 
bolique se  fait  comme  une  multiplication  ordinaire. 

3.  D'après  ce  qui  précède,  on  comprend  la  signification 
des  expressions  suivantes 


(D  — «;(D-  b)y. 


D 


fl)(D-^')(D-c)j,... 


On  indique  simplement  par  là  que  l'on  doit  effectuer 
successivement  plusieurs  multiplications  symboliques.  Il 
est  clair  que  ces  multiplications  se  font  encore  comme  les 
multiplications  ordinaires ,  puisqu'il  eu  est  ainsi  de  cha- 
cune en  particulier.  Ainsi,  on  aura 

(D  — «)(D  —  b)  y  =  [W  —  [a  -\- b)J) -^  ab]y. 
Réciproquement,  une  expression 

(D'^  AD-:-B)  r 
pourra  se  décomposer,  comme  en  algèbre,  en  facteurs, 
[B  —  (i)yy—  b)y, 

si  a  et  b  sont  les  racines  de  l'équation 
D^  -^r-  AD  -I-  B  =  0, 


(  ^^^  ) 

où  D  est  l'inconnue,  A  et  B  étant  donc  tels  que 
A  =  —  a  —  ^,      B  =^  ah. 

4.  Cela  posé,  l'équation  donnée  en  têle  de  cet  article 
se  met  sous  la  forme 

(D^— 2D-  +  i)r  =X, 

X  désignant  le  second  membre;  ou  encore 

(D-i-i)(D-+-i)(D-i)(D-i)j-=X. 
Posons 

(1)  (D-i)j  =  r„ 

(2)  (D-i)j,  =  j„ 

(3)  (U  +  i}j,  =  j3; 

elle  deviendra  successivement 

.    (D-M)(D^i)(D-i)j,  =  X, 
(D  +  i)(D-f-i)  j.  =  X, 

(4)  (D  +  ijj-a^X. 

Les  équations  (4),  (3),  (2),  (i),  toutes  linéaires  et  du 
premier  ordre,  donnent  sans  peine  successivement  y^ij^i 

ju  y- 

Toute  équation  linéaire  à  coefficients  constants  peut 
ainsi  se  ramener  à  un  système  d'équations  simultanées 
du  premier  ordre. 

Brisson  a  inventé  une  seconde  mélhode  d'intégration 
encore  plus  ingénieuse  que  la  précédente.  Elle  se 
trouve  aussi  exposée  dans  Cauchy  et  dans  Boole. 

Gand,  2  janvier  1872. 
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MÉMOIRE  SIR  lA  THÉORIE  GÉOMÉTRIQIE  DES  COIRRES 
DU  TROISIÈME  ORDRE 

(suite  et  fin,  voir  même  tome,  p.  6C); 

Par  m.  KOEHLER. 


XI.  Courbe  hessieiine.  —  Imaginons  le  faisceau  des 
polaires  coniques  de  tous  les  points  d'une  droite;  aux 
points  fl,  rt',  a" , .  .  .  correspondent  sans  ambiguïté  des 
coniques  C,  C,  C',.  .  . ,  et  réciproquement.  La  série  a, 
a\  a'\  ...  et  la  série  C,  C,  C", . . .  sont  homograpliiques, 
ou,  en  d'autres  termes,  le  rapport  anliarmonique  de 
quatre  points  d'une  droite  est  égal  à  celui  de  leurs  quatre 
polaires  5  on  aura  donc  facilement  les  trois  points  cor- 
respondants aux  trois  coniques  formées  par  les  couples 
de  côtés  opposés  et  par  les  diagonales  du  quadrilatère, 
Lase  du  faisceau  (il  suffira  pour  cela  de  déterminer  les 
polaires  de  trois  points  quelconques  de  la  droite).  On 
conclut  de  là  que  le  lieu  des  points  dont  les  polaires 
coniques  se  réduisent  à  des  systèmes  de  deux  droites  est 
une  courbe  du  troisième  ordre,  puisque  sur  une  droite 
quelconque  il  y  a  toujours  trois  points  du  lieu.  Cette 
courbe  est  la  liessienne  de  la  cubique  donnée  \  elle  la 
coupe  en  ses  points  d'inflexion  et  au  point  double^  s'il 
existe. 

Les  points  d^ inflexion  d^ine  cubique  sont  aussi  des 
points  d' inflexion  de  sa  liessienne.  —  Menons  la  corde 
de  contact  d'un  point  d'inflexion  I,  et  soient  a.^  b,  c  les 
points  où  cette  corde  rencontre  la  courbe.  Si  un  point  P 
parcourt  abc,  ses  conjugués  relatifs  k  a^b^^c  forment  une 
série  de  segments  en  involution  ;  soient  t.  tt'  les  positions 
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de  P  qui  correspondent  aux  points  doubles.  Il  est  évident 
que  les  droites  Itt,  Iti'  sont  des  tangentes  à  la  hessienne. 
Si  l'on  cherclie,  en  effet,  les  deux  points  autres  que  I 
situés  sur  une  de  ces  droites,  on  trouvera  deux  points 
confondus  en  un  seul,  parce  que  les  cordes  communes 
des  polaires  de  tous  les  points  de  In  ou  Itt'  ne  constituent 
plus  que  deux  systèmes  distincts,  savoir  :  la  droite  If, 
tangente  d'inflexion,  et  la  corde  abc  d'une  part,  de  l'autre 
les  deux  droites  issues  de  p  (ou  de  /?'),  et  formant  deux 
groupes  de  cordes  communes  confondus  en  un  seul. 

La  tangente  d'inflexion  I^  est  aussi  une  tangente  à  la 
hessienne,  car  les  polaires  de  tous  les  points  de  cette 
droite  la  touchent  en  I  et  passent  par  deux  points  situés 
sur  «Z>c-,  on  a  donc  encore  deux  systèmes  de  cordes  com- 
munes coïncidents,  et  par  suite  deux  points  de  la  hes- 
sienne confondus  en  un  seul.  Considérons  enfin  la  droite 
It',  axe  des  moyennes  harmoniques  de  If  par  rapport  à 
Irt,  IZ>,  le;  on  voit  facilement  que  les  polaires  de  tous  les 
points  de  ïl'  sont  tangentes  en  i  à  la  droite  \t  [*)  ;  elles 
ont  un  autre  point  commun  sur  abc,  et  ne  peuvent  en 
avoir  en  dehors  de  celte  droite,  puisque  les  pôles  harmo- 
niques de  toute  droite  passant  en  I  appartiennent  à  la 
polaire  [It,  abc)  de  ce  point.  Elles  ont  donc  un  contact 
du  second  ordre  en  î,  suivant  If,  et  n'ont  qu'un  seul  sys- 
tème de  cordes  communes,  savoir  If  et  tabc.  Donc  sur  la 
droite  If'  on  n'aura  qu'un  point  de  la  hessienne  :  ce  sera 
le  point  I,  qu'on  sait  déjà  lui  appartenir,  et  If'  sera  une 
tangente  d'inflexion. 

Remarque.  —  I  et  f  sont  les  points  doubles  de  l'invo- 
lution  délerminée  sur  1/  par  les  polaires  des  points  de 
abc.  Si  Ton  considère  un  point  quelconque  du  plan,  sa 


(*)  Le  point  t  est  l'intersection   de  la  lanj^ente   d'inflexion  et   de   la 
corde  de  contact. 
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polaire  coupera  It  suivant  un  des  segments  de  linvolu- 
tion.  Ainsi  la  polaire  d'un  point  quelconque  intercepte 
sur  une  tangente  d'inflexion  un  segment  qui  est  divisé 
harmoniquement  par  le  point  d'inflexion  et  par  le  point 
où  cette  tangente  coupe  la  corde  de  contact.  Une  pro- 
priété analogue  existe  pour  la  corde  de  contact-,  les 
points  îr,  tt'  divisent  harmoniquement  le  segment  inter- 
cepté par  la  polaire  d'un  point  quelconque.  Ces  points 
sont  d'ailleurs  imaginaires  quand  a,  b,  c  sont  réels. 

XII.  Faisceaux  de  cubiques  passant  par  neuf  points. 
—  Lorsque  plusieurs  cubiques  ont  neuf  points  communs, 
les  polaires  d'un  point  quelconque  forment  un  faisceau 
de  coniques  passant  par  quatre  points.  Soil  a  un  des 
points  d  intersection  des  polaires  d'un  point  P  par  rap- 
port à  deux  des  cubiques  du  faisceau  considéré  5  il  est  évi- 
dent que,  si  l'on  miène  deux  transversales  «B,  aC  passant 
par  deux  des  neuf  points  communs,  les  cubiques  inter- 
cepteront sur  ces  transversales  deux  séries  de  segments 
en  involution  /;^i,  Z>7/ ,  b"b'\,,  .  .,  crj,  c'c\,  c"c[,.  .  .. 
Prenons  les  centres  des  moyennes  harmoniques  de  a  par 
rapport  aux  groupes  B  Z>Z)i,  B^'^', ,. . .,  et  par  rapport  aux 
groupes  Cccj,  Cc'c\,.  ,  , ,  et  soient  (i,  5',  ^'B",.  .  .,  y,  y', 
y",. . .  les  deux  séries  de  points  ainsi  obtenus  :  ces  deux 
séries  sont  homographiques. 

Mais,  si  l'on  considère  celle  des  courbes  qui  passe  en  a, 
le  centre  des  moyennes  harmoniques  correspondant  sur 
chaque  transversale  est  le  point  a  lui-même  j  donc  les 
droites  /3y,  /S'y',  /3"y", .  .  .  qui  joignent  les  points  corres- 
pondants des  deux  divisions  se  coupent  en  un  même 
point.  C'est  le  point  P,  intersection  des  axes  des  moyennes 
harmoniques  de  a  relatif  aux  deux  cubiques  considérées. 
•p  est  donc  le  centre  des  moyennes  harmoniques  de  a  sur 
la  droite  «P  par  rapport  à  toutes  les  cubiques,  ou,  en 
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d'aulres  termes,  a  est  un  point  commun  à  toutes  les  po- 
laires de  P,  ce  qu'il  fallait  prouver.  Les  polaires  de  P 
formant  un  système  de  coniques  circonscrites  à  un  qua- 
drilatère, les  axes  des  moyennes  harmoniques  de  ce  point 
forment  un  faisceau  de  droites  convergentes. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  les  cubiques  d'un  fais- 
ceau déterminent  sur  toute  transversale  une  division  par 
groupes  de  trois  points  telle,  que  les  conjugués  d'un  point 
quelconque  de  la  droite  par  rapport  à  tous  les  groupes 
forment  un  système  en  involution.  Cette  propriété  peut 
servir  de  délinition  à  ce  mode  de  division  par  groupes  do 
trois  points,  sans  faire  intervenir  les  faisceaux  de  courbes 
du  troisième  ordre,  absolument  comme  l'involution 
ordinaire  se  définit  indépendamment  des  faisceaux  de 
coniques. 

Lorsqu'on  connaît  deux  groupes  («,  a',  rt"),  (Z>,  h' ,  Z»"), 
toute  la  division  est  déterminée,  et  l'on  peut  construire 
les  points  c',  c"^  qui  doivent  compléter  un  groupe  quel- 
conque dont  on  donne  le  premier  point  c.  Prenons  les 
conjugués  (a,  a'),  (|3,  j3')  de  c  par  rapport  à  («,  a\  a"), 
[b,  b\  h")-^  comme  c  coïncide  avec  un  de  ses  conjugués 
relatifs  à  (c,  c' ,  c"),  il  suffit  de  chercher  le  sixième  point  y 
de  l'involution  déterminée  par  a.y.' ,  ^[j'  et  c  pour  avoir  le 
second  conjugué,  et  ce  point  y  sera  le  conjugué  harmo- 
nique de  c  par  rapport  à  c' c" .  Qu'on  prenne  ensuite  un 
point  quelconque  P  sur  la  droite  et  ses  conjugués  a^a' , 
^p^'p  relatifs  aux  groupes  [a,  a',  a"),  [b,  b',  b")-^  on 
cherchera  ses  conjugués  relatifs  à  deux  groupes  (c,  d'^  «i"), 
(c,  e',  e"),  choisis  de  telle  sorte  que  d' d'\  e' e"  divisent 
harmoniquement  cy.  Soient  0(^',  es'  ces  deux  couples  de 
conjugués.  On  cherchera  le  segment  :r)'  appartenant  à  la 
fois  à  l'involution  a^a'^,,  ,3p(i'^,  et  à  l'involution  i-»',  ss'; 
x^y  seront  les  conjugués  de  P  relativement  à  (c,  c-',  c"). 
Dès  lors  on  trouvera  facilement  c' c"  -^  car  la  série  de  seg- 
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ments  d'à',  e'e"....  en  involutioii  est  homographlque  à 
la  série  oo' ,  s;'.....  On  prendra   trois   segments  d'd", 
e'  e"  ,f'f"  àe  la  première  involution,  et  l'on  déterminera 
c' c"  par  la  condition 

rapport  anharmonique(*'/V/",6'Vt",/'/",c'c"  z=z[So' ,  zi' ,  o-u' ■,  ^y)- 

Les  divisions  par  groupes  de  trois  points  que  je  viens 
de  considérer  admettent  quatre  points  doubles,  c'est- 
à-dire  qu  il  existe  quatre  groupes  tels,  que  deux  de  leurs 
points  soient  confondus  en  uu  seul.  Soient,  en  effet, 
aa' a'\  bh'h"  deux  groupes  donnés;  ««',  (^jS'  les  conju- 
gués d'un  point  P  de  la  droite  par  rapport  à  chacun 
d'eux;  ai»',,  ^i^\  ceux  d'un  point  Pj.  Tout  point  double 
est  tel  qu'il  se  confond  avec  un  des  conjugués  d'un  point 
quelconque  par  rapport  au  groupe  auquel  il  appartient. 
Il  suffira  donc  de  chercher  les  segments  des  deux  involu- 
tions  cxy.\  (SjS', .  .  . ,  ^j  a'^ ,  ,S,  S'^ , .  ,  .  qui  ont  une  extrémité 
commune. 

Ces  deux  séries  se  correspondent  anîiarmoniquement  ; 
la  solution  du  problème  exige  seulement  la  connaissance 
de  trois  segments  homologues  de  chaque  série,  et  elle  se 
ramène  ensuite  à  liutersection  de  deux  coniques  lavoir 
le  Mémoire  de  M.  Chasles  sur  la  construction  des  racines 
des  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré).  Il  y 
a  donc  quatre  points  doubles,  comme  je  l'avais  annoncé. 

On  conclut  de  là  que,  parmi  les  cubiques  d'un  faisceau, 
il  y  en  a  quatre  qui  touchent  une  droite  donnée  •,  il  faut, 
pour  les  construire,  chercher  les  points  doubles  de  la 
division  par  groupes  de  trois  points  que  le  faisceau  déter- 
mine sur  la  droite. 
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NOTE  Sl]R  LES  ELE^ÏEXTS  DE  GEOMETRIE; 

Par  m.  compagnon, 

Proiesseur  au  collège  Stanislas. 


Sur  la  bissectrice  ci  un  angle  et  sur  les  bissectrices  des 
angles  d'un  triangle. 

Euclide,  dans  le  premier  Livre  de  ses  Éléments 
(prop.  IX),  donne  le  moyen  de  mener  la  bisseclrioe  d'un 
angle  et,  à  partir  de  là,  il  n'est  plus  question  de  bissec- 
trice que  dans  le  quatrième  Livre  (piop.  IV),  lorsqu'il 
s'agit  d'inscrire  une  circonférence  dans  un  triangle  donné. 
Or,  ce  dernier  problème  laisse  à  désirer,  en  ce  qu'Eu- 
clide  n'établit  pas  qu'on  ne  peut  inscrire  dans  un  triangle 
qu'une  seule  circonférence. 

Legcndre  ne  résout  les  deux  problèmes  précédents 
qu'à  la  fin  de  son  second  Livre  (probl.  V  et  X\'  )  5  mais  il 
ne  démontre  pas  non  plus  que  dans  un  triangle  on  ne 
peut  inscrire  qu'une  seule  circonférence. 

M.  Blanchel  (qui  a  augmenté  et  modifié  les  Éléments 
de  Legendre),  a  voulu  éviter  cette  lacune,  en  démontrant 
dans  le  premier  Livre  (prop.  XXI,  i'^*'  édit.)  que  la  bis- 
sectrice d\in  angle  est  le  lieu  géométrique  des  points 
situés  dans  iintérieur  de  cet  angle,  qui  sont  également 
distants  de  ses  côtés.  Pour  cela,  il  démontre  d'abord 
une  proposition  directe,  puis  la  proposition  contraire  et, 
au  moyen  de  ces  deux  propositions,  il  peut  conclure  le 
lieu  en  question.  Seulement,  dans  la  démonstration  de  la 
proposition  contraire,  il  emploie  deux  droites  perpendi- 
culaires à  un  même  côté  de  l'angle  considéré"  et  il  n'éta- 
blit pas  que  ces  deux  droites  ne  peuvent  pas  se  rencontrer. 
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D'ailleurs,  il  ne  s'occupe  pas  du  cas  où  l'angle  proposé 
est  obtus,  ce  qui  rend  encore  sa  démonstration  incom- 
plète. 

Dans  sa  7*^  édition  (Liv.  I,  prop.  XX),  je  vois  que 
M.  Blanchet  a  laissé  la  proposition  contraire  et  qu'il  lui 
a  substitué  la  proposition  réciproque;  mais,  lorsque 
l'angle  proposé  est  obtus,  si  d'un  point  pris  dans  l'inté- 
rieur de  cet  angle  on  abaisse  sur  les  côtés  deux  perpen- 
diculaires, dont  l'une  tombe  au  sommet  de  l'angle  ou  sur 
le  prolongement  d'un  côté  au  delà  du  sommet,  et  que  l'on 
suppose  ces  perpendiculaires  égales,  la  démonstration  de 
la  réciproque  est  tout  à  fait  en  défaut.  A  la  vérité,  il  serait 
facile  d'établir  d'abord  que  ces  deux  perpendiculaires  ne 
peuvent  être  égales;  encore  serait-il  bon  de  le  faire  voir. 

Le  mieux,  ce  me  semble,  est  de  démontrer  d'abord  la 
proposition  directe,  puis  la  proposition  contraire,  en 
rejetant  ces  propositions  après  la  théorie  des  parallèles, 
soit  à  cause  des  deux  perpendiculaires  à  un  même  côté 
que  j'ai  signalées  ci-dessus,  soit  parce  que  ces  deux  pro- 
positions et  le  lieu  géométrique  qui  en  résulte  condui- 
sent naturellement  à  se  demander  ce  qui  arriverait  si 
les  côtés  de  l'angle  étaient  remplacés  par  deux  droites 
parallèles. 

Ce  n'est  pas  sans  hésitatiou  que  je  me  décide  à  publier 
cette  Note,  à  cause  de  son  peu  d'importance;  toutefois, 
comme  mes  observations  s'adressent  également  à  tous  les 
auteurs  qui  ont  imité  Legendre  ou  qui  ont  rédigé  des 
éléments  de  géométrie,  conformes  aux  programmes  offi- 
ciels (ce  qui  revient  à  très-peu  près  à  avoir  imité  Legen- 
dre) ,  j'ai  cru  utile  de  les  faire  connaître.  Du  reste,  ces 
observations  s'appliquent  aussi  aux  éléments  de  géomé- 
trie, publiés  à  l'étranger,  que  j'ai  entre  les  mains. 
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SOLITIOKS  DE  Ql]ESTIO\S  PROPOSÉES 
DANS  LES  NOIVELLES  AIVMLES. 


Question  57 

(TOir  i"  série,  t.  I,  p.  j?.i  ); 

Par    m.    h.    BROCARD, 

Capitaine  du  Génie,  à  Biskra. 

Etant  données  sw  un  plan  les  pi'ojections  cjUndiiques 
ou  coniques,  ABC_,  A'B'C'^  des  intersections  d^un  cône 
quelconque  par  deux  plans ,  et  la  projection  O  du  sommet 
du  cône, menez  un  rajon  vecteur  quelconque  OBB'  et  les 
tangentes  en  B,  B'.  Ce  rayon  tournant  autour  de  O, 
quel  sera  le  lieu  du  point  X  d' intersection  des  tangentes? 

(FiNCK.) 

La  construction  du  point  X  étant  projective,  le  lieu  de 
ce  point  peut  être  défini  :  la  trace  sur  un  plan  quelconque 
de  la  tangente  à  une  section  plane  quelconque.  Or  celle 
tangente  se  trouve  toujours  dans  le  plan  de  la  section  :  sa 
trace  est  donc  sur  celle  du  plan  sécant  5  en  d'autres  ter- 
mes, le  lieu  du  point  X  est  une  droite. 


Question   139 

(  voir  i"  série,  t.  V,  p.  C72  )  ; 

Par   m.    J.    DE   VIRIEU, 

Professeur  à  Lyon. 

Connaissant  le  dividende,  le  diviseur  et  le  résidu 
d'une  division,  conunent  trouve-t-on  les  chiffres  du 
quotient  de  droite  à  gauche? 

Ann.  de  Malhémat.,  2«  série,  t.  XI.  (Mars  1872.)  9 
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4.   Cette  question  se  ramène  à  la  suivante  :  trouver, 
de  droite  à  gauclie,  les  chiffres  du  quotient  de  deux  entiers 
divisibles  l'un  par  l'autre. 

2.  Quatre  cas  se  présentent-,  le  diviseur  est  terminé  : 
1°  par  un  chiffre  pair  significatif  5 

a**  par  un  5  ; 

3°  par  un  zéro  ; 

4°  par  un  chiffre  impair  autre  que  5. 

3.  Le  premier  et  le  deuxième  cas  se  ramènent  au  qua- 
trième, en  divisant  les  entiers  donnés  par  la  plus  haute 
puissance,  soit  de  2,  soit  de  5,  qui  divise  exactement  le 
diviseur. 

4.  Le  troisième  cas  se  ramène  à  un  des  trois  autres,  en 
divisant  les  entiers  par  la  plus  haute  puissance  de  10  qui 
divise  le  diviseur. 

5.  On  peut  donc  toujours  supposer  que  le  diviseur  est 
terminé  par  un  chiffre  impair  autre  que  5. 

6.  Les  produits  des  dix  nombres  d'un  seul  chiffre  par 
un  même  chiffre  impair  autre  que  5  sont  terminés  par 
des  chiffres  différents. 

7.  Les  chiffres  des  unités  d'un  dividende  et  d'un  divi- 
seur divisibles  l'un  par  l'autre  suffisent  pour  déterminer 
le  chiffre  des  unités  du  quotient,  lorsque  dans  le  diviseur 
ce  chiffre  est  impair  et  autre  que  5. 

8.  Si  deux  entiers  sont  divisibles  l'un  par  l'autre,  le 
chiffre  des  dizaines  du  quotient  est  le  chiffre  des  unités 
du  quotient  d'une  division  ayant  pour  diviseur  le  divi- 
seur donné  et  dont  le  dividende  s'obtient  en  supprimant 
un  zéro  à  la  droite  de  la  différence  entre  le  dividende 
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donné  et  le  produit  du  diviseur  par  le  chiffre  des  unités 
du  quotient  correspondant. 

Exemple. 

Chiffres 


Dividende. 

Diviseur. 

du  quotient, 

470    790   806   200   000 

6  687   587   5oo 

s 

4  707  908  062  000 

66  375  875 

» 

37  6G3  264  496 

53i  007 

8 

87  659  016  44 

» 

2 

37  648  396  3 

» 

9 

37    170   490 

1) 

G 

37    170  49 

» 

7 

Le  quotient 

est 

70928 

Question  444 

(voir  i"  série,  t.  XVII,  p.  2C2); 

Par  m.  C.  MORE  AU, 

Capitaine  d'Artillerie,  à  Constantine. 

On  a  n  urnes  renfermant  chacune  les  m  premiers 
numéros.  On  tire  un  numéro  de  chaque  m^ne;  quelle 
est  la  probabilité  que  la  somme  des  nombres  sortis 
1°  soit  égale  à  uji  nombre  do7iné,  2°  soit  compjise  entre 
deux  nombres  donnés. 

i"  Il  est  clair  que  la  probabilité  p^,  que  la  somme  des 
numéros  sortis  soit  égale  à  un  nombre  donné  A,  sera 
égale  au  coefficient  de  ï*  dans  le  développement  de  la 
fonction 

Or,  si  l'on  désigne  en  général  par  Cf,  le  nombre  des  com- 

9- 


(  i32  ) 
binaisons  de  a  objets  b  h  b,  on  a 

(,  _  r')"  =  I  -  q r  -^  q^f"  -  c^  û"'  -^ . . . , 

(  I  -  0 -"  =  ' -^  q  ^  +  q  ^  ^ /^ -i- ... -X- c  i  r  :«'-«  +  ... . 

On  trouvera  donc 

,,,  '     (TA  -  Il  pi  r/.  -  Il  -  111  _i_  p->  n/i  -  n  ~  7  m  \  . 

Pf--  —  '^i\     f^  -^  «      /'  -  I  ~  '«   ^  ^n  "^A  -  I  -  ,m  —  •  •  •  )  ' 

ce  qui  peut  s'écrire  aussi 

/n" 

Il  est  à  peine  nécessaire  d'ajouter  qu'on  s'arrêtera, 
dans  le  calcul  de  ces  formules,  dès  qu'on  arrivera 'à  un 
terme  nul. 

2°  Soit  Pj^j  la  probabilité  que  la  somme  des  numéros 
sortis  soit  égale  au  moins  à  A"  et  au  plus  à  A -|-  /,  on  aura 

/n.  i  =  l'h  +  Ph-^y  H- ...  H-  in+i. 

Mais,  pour  faire  cette  addition,  on  peut  remarquer 
que  l'on  a  en  général 

c^^  +  cf^  _,  -h  c,';     -^      —f^''     —  ^'' 

il  viendra  alors 

PKi=\  [{^i-^i-^i-i)  -  cji  {cui-,n  -  q-.-.) 

Question  9o9 

(  voir  2'  série,  t.  VIII,  p.  480"  ; 

Par  m.  WILLIÈRE, 

Professeur  h  Arlon. 

Une  ellipse  de  grandeur  constante  se  déplace  en 
restant  toujours  tangente  à  une  droite  fixe  HA  en  un  D 


nb         _i_  _l-  p/'         — p/>  ^  i  y    rh-^x 


(  »33  ) 
point  déterminé  A.  Dans  chacune  de   ses  positions  on 
lui    circonscrit   un   rectangle   HDCF    ayant    sa    base 
sur  HAD. 

Trouver  le  lieu  géométnque  : 

1°  Des  fojers  ; 

oP  Du  centre; 

3°  Des  sommets  C,  F  du  rectangle  circonscrit; 

4"  Des  points  de  contact  E,  B,  G  de  ses  côtés  avec 
r ellipse  : 

5"  La  courbe  enveloppe  du  grand  are. 

(Brocard.) 

Supposons  qu'une  ellipse,  d'abord  rapportée  à  ses 
axes,  tourne  d'un  angle  (j),  et  que  son  centre  soit  trans- 
porté en  un  point  (a,  (3),  l'équation  de  la  courbe  de- 
viendra 

I         b^l'x  —  a)  cosî> -i- (j — p)sinçp]' 

(   -\-  n-[ {  y  —  [i )  ces o  —  [x  —  a  )  sin y p  =  «- 6^ 

Les  points  d'intersection  avec  l'axe  des  x  sont  déter- 
minés par  l'équation 

(x  —  a.y-{  b-  cos''z>  -h  rt^sin- 1»)  +  2c'jî(x  —  a)  sincp  cosi}) 

-+-  p-(è^sin=<p  -f-  a'cos^.y  )  —  a^b^=:  o. 

Les  deux  valeurs  de  x  — a,  et,  par  suite,  celles  de  x 
seront  égales  si  l'on  a 

(2)  P'=:  6'cos-^ -f- fl-sin''^, 

et  elles  seront  nulles,  si  de  plus 

a(^'cos-©  -+-  a-sin-o;  =  pc'sinip  coS'p  , 

ou  bien 

^  c'sinofoscj 

(o)  a.=       '         \        • 

V'o'cos-o  H-  a^s\n'<f 


(  i34  ) 
1°  Lieu  des  fojers.  —  Après  le  double  mouvement, 
on  a,  pour  les  coordonnées  du  foyer, 

(4)  .r  =  a  4-  ccosç, 

(5)  j  =  p-+-csinç. 

En  multipliant  les  équations  (2)  et  (3),  on  a 

a^S  =  c-sins  coso. 
Des  équations  (4)  et  (5)  on  tire 

a^S  =  (  X  —  c  coso  )  [y  —  c  sin  o)  ; 
d'où  Ton  déduit 

(6)  ex  sinç)  -i-  cy  coso  =  xj. 

D'un  autre  côté,  la  valeur  S  -.^ j  —  csin^,  substituée 
dans  l'équation  (2),  fournit 

j^ —  2c/sinç>  =  i'; 
d'où 

sin  o  =  ^^ ^ 

2.CJ- 

et,  en  vertu  de  l'équation  (6), 

ces  O  =  ^ • 

2CJ- 

Donc  l'équation  du  lieu  est 


OU 

et  en  coordonnées  polaires 

psin'w   "2 a  —  p^^^^b^. 
2"  Lieu  du  centre.  —  Pour  avoir  le  lieu  du  centre. 


(  i35) 
il  suffit  d'éliminer  c^  entre  les  équations  (2)  et  (3).  La 
première  donne 


sin  (j)  =  — 


et,  par  suite,  en  vertu  de  l'équation 

a!5  =:  c^siniy  cos  ç, 
on  a 

COSfj)  = 


cs/P'—b^ 
d'où 

Mettant  x  et  y  à  la  place  de  a  et  [3,  l'équation  devient 

.T^J-  +  (  J-'^ «'  )  ij-^  — •   è^  !  =   O. 

3°  Zzew  Je^  sommets  C,  F.  —  D'abord ,  il  est  clair 
que  l'équation  d'une  tangente  parallèle  à  l'axe  des  x  est 

(7)  j  =  2e. 

D'autre  part,  pour  qu'une  droite  x  =  k  soit  tangente 
à  l'ellipse,  il  faut  que  l'on  ait 

c*  sin^  ç  cos'  (f  (  ^-  —  a  )^ 

=:  (ô^sin'fp  +  «'cos-(p  )  (  ^-cos'o  -1-  «'sin'^f^)  [k  —  %'f 

—  a-  b-  (  6-  .sin-  9  +  c;^  cos- cp  )  =r  o , 
OU 

Donc  l'équation  d'une  tangente  parallèle  à  Taxe  des  y 
est 


(8)  X  —  a  =  v6'sin^«> -+- «'cos'çp. 


(  ^36  ) 
Eliminant  j3  entre  les  équations  (2)  et  (7),  il  vient 

^  =  0'+  ..'sin'ip, 
4 

OU 

r* —  ^h- 
sm=c)  =  - — -— —  , 

d'où 


De  même,  éliminant  a  entre  les  équations  ^3)  et  (8), 
et  remplaçant  sin'o  et  cos^o  par  leurs  valeurs,  il  vient 

j  [s-r  —  v4("*~r-  b'^ ,  —  J'J  =  4'^'sin5  coso. 

D'où,  en  élevant  au  carré  et  remplaçant  encore  sin'y 
et  cos^o  par  leurs  valeurs,  on  a 


et  l'équation  du  lieu  est 

(jr'j-+4«'é=)'=.r2j«[4(a=+i2)— j-'], 
OU 

4°  Lieu  des  points  de  contact.  —  Je  commence  par 
cherclier  le  lieu  du  point  de  contact  de  la  tangente  pa- 
rallèle à  l'axe  des  x. 

Il  est  clair  qu'il  faut  éliminer  «,  |3,  o  entre  les  équa- 
tions (i),  (-2),  (3)  et  (7). 

Pour  cela,  il  suffit  de  prendre  les  valeurs  de  a  et  |S 
dans  les  équations  (2)  et  (3),  les  substituer  dans  l'équa- 
tion (i),  puis  remplacer  sin'ç)  et  cos'o  respectivement 

par 

v' —  A.b-  4«' —  Y' 

•^    ,   ^        et     ^    ,   :    -, 


(  ^37  ) 
ce  qui  conduit  irès-facilement  à  Téquation  du  lieu 

ou 

J-{.r^-]-y-  —  4"^~  ^b''  )-^i6a-b''=  o. 

Pour  avoir  l'équation  du  lieu  des  points  de  contact 
des  tangentes  parallèles  à  l'axe  des  j^,  il  faut  éliminer  a, 
j3,  9  entre  les  équations  (i),  (a),  (3)  et  (8). 

Si  d'abord  on  élimine  x  —  a  entre  l'équation  (8)  et 
l'équation  (i),  on  trouve 

c'  sin  tp  costp 

(9)  :r-p=   ,--.-- — -^ 

yo^sm'tp  -t-  «^cos^çp 

équation  qui  peut  remplacer  l'équation  (i). 

En  ajoutant  l'équation  (8)  à  l'équation  (2),  on  trouve 

(10)  (,r  —  a)=-+-  P'=rt'-h  ^-. 

D'autre  part,  si  l'on  multiplie  l'équation  (9)  par 
l'équation  (8),  puis  l'équation  (2)  par  l'équation  (3),  il 

vient 

[x  —  a)  [f  —  p)  =:  c-  sin(j>  cosy, 

ap  =:  c-sinç  cos(ji; 
d'où 

(il)  3i:y  —  aj  —  p.r  =:  o. 

On  tire  immédiatement  des  équations  (10)  et  (i  i) 


(12) 


I                                 /(r-\-  b^ 
\  X  —  a.-=i  X  \  I 

j  V   x'^y-- 


Mais  si  nous  éliminons  o  entre  les  deux  équations 


(  i38  ) 
et 

aS  =  c'sinœ  cosq, 

nous  trouvons 

j3^(«-+  p-— «^—  b-)-^an-'-=  o, 

OU,  en  vertu  de  l'équation  (lo  ) 

x^-'^-iv.  —  j:  j  -h  a^è-=  o. 

Enfin,  si  nous  substituons  dans  cette  dernière  les  va- 
leurs de  a  et  de  Çù  tirées  des  relations  (12),  nous  avons 
pour  l'équation  du  lieu 

5°  Enveloppe  du  grand  axe.  —  L'équation  du  grand 

axe  est 

sino  , 

Y  —  p  =  i-r.  —  a), 

•^        ^        cos^  ^  ^ 

ou,  en  remplaçant  a  et  jS  par  leurs  valeurs  tirées  des 
équations  (2)  et  (3), 

è-cos<p 

j'  ces  15)  —  ^  sm  ^  =  • 

^é^cos^iB  -i-  a'^sin-cp 

Il  faut  donc  éliminer  o  entre  cette  dernière  équation  et 
l'équation  dérivée 

rt-^^sino 

y  sm  «p  -I-  .r  ces  ç  =  — ^  • 

(^  è-cos-'^  -i-  «-sin'çj 

Posant 

Y  i^-cos-o  -\-  a^sin-ç>  =  R, 

la  question  revient  à  éliminer  R  entre  les  deux  équations 

R<(.r^+ j^)  —  R'Z»-/  —  'Ka-'b-f  -{- a- b' =  o, 

R*(x--^  r=)—  2R^Z>^r 

-T-  R-(^'  —  fi-j^ —  ^=x-)  -I-  iRa-b'y  —  ab^^  o, 


(   i39  ) 
dont  on  déduit  facilement 

R^ b'-j  —  R-{  b'  —  a^y  —  b'x-)—  3Ra^by-r-  'ia-b'z=  o, 
2R5(x=+j^)  —  3R^^»^j+  R{b'  —  a-j^  —  b-'x']+aH-y  =  o; 

ce  qui  conduit  à  l'équation 

aU^Z'— 3^'j^         —  ^'^j(U'  +  6rt'Z'^)  ^'^(r-— 4Z^) 

^'■r(U*  +  6û2Z=)     8«-Z»^j--4-4«'//Z-+U»        jGb'  —  H') 
a- b-' [y'' —  ^Z- )  —  «■j(6i'^  — L')  —   3«=j^-f-2U') 

en  posant 

X-  H-  j'  =  Z^ 

et 

C'est  une  équation  du  dixième  degré. 

Note. —  Nous  avons  reçu  deux  autres  solutions  delà  question  959:  l'une 
de  M.  Guébhard,  étudiant  en  médecine,  à  Paris;  l'autre  de  M.  R.Blondlot, 
élève  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Nancy. 


(Question  996 

(voir  2"  série,  t.  IX,  p.  7.S8); 

Par  m.   GENTY, 

Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Sidi-bel-abbès. 

On  donne  une  surface  du  second  degré  et  un  té- 
traèdre abcd\  si  Ion  désigne  par  K,  B,  C,  D  les  faces 
de  ce  tétraèdre  opposées  aux  sommets  a,  b,  c,  d,  et  par 
A',  B',  C,  D'   les   plans  polaires  de  ces   sommets,   la 

somme 

■^     cos'A,  A') 

^•^     (I,  A  ;   '\^0,  k.'  ] 

dans  laquelle  o  est  le  centre  de  la  surface,  est  constante, 
quel  que  soit  le  tétraèdre  abcd.  Donner  la  valeur  de  la 


o, 


(    Mo   ) 
constante.   [On  désigne   par   [a,   A)    la    distance    du 
point  a  au  plan  A,  etc.)  (H.  Faure.) 

Soient  Xi,  y^.,  z^  les  coordonnées  du  point  a\  Xi,  y^, 
Za  celles  du  point  Z»  ; .  .  . ,  et 

ajc^  -+-  b  )  -  -|-  cz"-  -\-  d  z=L  o 

l'équation  de  la  surface  du  •j.'^  degré. 
Désignons  par  A  le  déterminant 

X,     r,     z,      I    I 

X-i       Y-       22       I     i 

i' 

qui   représente   six  fois   le  volume  du  tétraèdre  abcd\ 
par  (iNI^i)  le  mineur  obtenu  en  supprimant  dans  ce  dé- 
terminant la  ligne  et  la  colonne  qui  contiennent  x^:,  etc. 
L'équation  du  plan  A  sera 

X  (  M:,,)  -f-  y  (M_^,')  4-  z  (Mj,  )  -j-  .  .  .  =  o, 
et  celle  du  plan  A' 

axx^  +  by}\  -T-  czzi  -f-  c/  =  o; 
donc  on  aura 


ces  (A,  A') 


«■r,(l\L,)  +  hy,{^\,,)-^cz,m,,y 


^'a'x\  +  b-y]  +c^z;  \!  [U^yY  +  (  M^,) 

On  a  d'ailleurs 

A 

l«,  A)  = 


■M„ 


(o,  A') 


donc 


V'(M,,)=-i-(M,,)^-^(M„r^ 
d 


cos(A.  A')     _ff.r,(M,,)  -f-  by,{My,)-h  ez,(M„) 
;«,A)(o,A')~  dÂ 


(  '4i  ) 

En  ajoutant  à  celte  expression  les  trois  résultais  ana- 
logues obtenus  en  considérant  successivement  les  autres 
sommets  et  les  autres  faces  du  tétraèdre,  on  voit  que  le 
coefficient  de  a,  dans  la  somme,  sera 


^,  (  M^,  )  +  .T,  l  M^,  )  -f-  JT,  ( M^,  )  H-  X,,  (  M^, 


I 


(^^  cl 

Donc  on  a 

<%7\    CCS  (A,  A')  a  -h  b -\- c 


^[a,A){o,A')  cl 

Le  second  membre  représente  la  somme  des  inverses  des 
carrés  des  axes  de  la  surface  donnée. 

Noce.  —  M.  Genty  nous  a  envoyé  également  une  solution  de  la  ques- 
tion 990. 


CORRESPOKDAKCE. 


M.  Burnier,  de  Lausanne,  nous  communique  l'énoncé 
de  ce  théorème  de  Géométrie  élémentaire  : 

Si,  du  sommet  de  Vangle  droit  d'un  triangle  rectan- 
gle, on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  V hypoténuse, 
les  cubes  des  côtés  de  l angle  droit  sont  entre  eux  comme 
les  projections  des  segments  de  Vhjpoténuse  sur  les 
m.émes  côtés. 

On  peut  ajouter  que  : 

Si  l'on  projette  sur  l'hypoténuse  les  projections  dont 
il  s'agit,  on  aura  deux  droites  qui  seront  entre  elles  dans 
le  rapport  des  quatrièmes  puissances  des  côtés  de  l'angle 
droit  du  triangle  rectangle  considéré  5  que  si  ces  nouvelles 
projections  sont  projetées  elles-mêmes  sur  les  côtés  du 
triangle  rectangle  considéré,  il  en  résultera  deux  droites 


(  ï4^  ) 

qui  seront  entre  elles  comme  les  cinquièmes  puissances 
des  côtés  de  l'angle  droit,  et  ainsi  de  suite.  Cette  construc- 
tion réitérée  donne  deux  droites  proportionnelles  à  des 
puissances  vf"""  des  côtés  de  l'angle  droit;  et,  delà,  la 
solution  de  ce  problème:  Trouver  deux  droites  qui  soient 
entre  elles  comme  les  puissances  m"'""  de  deux  droites 
dofinées.  (G.) 

Extrait  d'une  Lettre  de  M.  Louis  Saltel  à  M.  Catalan. 

Soient,  dans  un  même  plan,  une  figure  quelconque  2, 
trois  coniques  Sj,  S,,  S3  et  un  point  P.  Si,  sur  la 
droite  P/;z  qui  joint  le  point  P  à  un  point  quelconque  m. 
de  S,  et  qui  coupe  S,,  S2,  S3  en  «i,  |3i,  a,,  l^s»  0^3,  jSg, 
on  prend  le  point  m'  homologue  à  m  dans  les  deux 
séries  homographiques  définies  par  ces  trois  couples  de 
points,  le  lieu  2'  du  point  m'  sera  Yhyperdésargue- 
sienne  de  2. 

Cette  transformation  générale  renferme,  comme  cas 
particuliers  :  la  transformation  homographique ,  la 
transformation  homologique,  la  transformation  homo- 
thétique,  la  transformation  perspective,  la  transforma- 
tion par  rajons 'vecteurs  réciproques,  et  la  transforma- 
tion désarguesienne .  .  .  . 

Presque  tous  les  tliéorèmesdela  Géométrie  supérieure 
de  M.  Chasles  peuvent  être  immédiatement  démontrés 
et  transformés.  ... 

La  question  990  a  été  résolue  par  M.  Henri  d'Ovidio, 
professeur  à  Naples.  Les  questions  965  et  10i7  ont  été 
résolues  par  M.  A.  Cliervet,  élève  en  Mathématiques 
spéciales  au  lycée  de  Moulins;  la  question  1047  l'a  été 
également  par  M.  Gambey,  professeur  au  lycée  de  Saint- 
Etienne. 


{  i43  ) 
QUESTIONS. 


1065.  On  donne  une  conique  et  deux  points  A  et  B 
dans  l'espace.  Par  ces  deux  points,  on  mène  un  plan  qui 
rencontre  la  conique  en  deux  points  A'  et  B'.  Trouver  le 
lieu  du  point  M  d'intersection  des  couples  de  droites 
(AA',  BB')  et  (AB',  BA').  Cas  particuliers. 

(H.   Brocard.) 

10G6.  Quelque  valeur  entière  et  positive  que  l'on 
donne  à  a  et  à  ??i,  on  a 

2.3"'  ■ 

(S.   PiEALIS.) 

1067.  Parmi  toutes  les  ellipses  qui  passent  par  quatre 
points,  trouver  celle  dont  l'aire  est  minimum. 

(T.  DoUCET.) 

1008.  Désignons  par  t^j  la  longueur  de  la  tangente 
commune  à  deux  cercles  i  et  j.  Il  faut  et  il  suffît,  pour 
que  quatre  cercles  1,2,  3,  4  soient  tangents  à  un  même 
cercle,  que  l'on  ait 

^12^34  ^^  '13  ^21  — '—  ^1-1  '23  ^^—  o. 

Application  aux  quatre  cercles  inscrits  et  exinscrits  à 
un  triangle. 

4069.  Si  trois  coniques  ont  deux  à  deux  un  foyer  com- 
mun, leurs  cordes  communes  concourent  trois  à  trois. 
Cas  particuliers.  (El.  Leimoike,) 

1070.  L'équation  —  =  \] \ -+- aii^ -i- bu^  définit  une 
fonction  11^  si  l'on  donne  la  condition  «  =  o,  pour  x  =  o. 


{  i44  ) 

C'est  une  fonction  impaire  de  x,  et,  dans   son  dévelop- 
pement  suivant  les   puissances  de  x,  le  coefficient  de 


1.2,3.. 

.(2«-f-l) 

a"  -+-  ),,  a"-'  h  +  ).j  a"-*  ù^  -f-  ).3  a"- 

-«Z»'  -+- 

On  a 

_  3="+' -3         3« 

'                    l6                       2 

>,= 

256        '         64        ^  8       ' 

/a-     3<3 

l,  32         ib 

Tous  ces  nombres  X,,  /o,  /a,.  .  .  sont  entiers.  Démon- 
trer les  résultats  précédents.  (F.  Didon.) 

V  1071.  Les  deux  circonférences  menées  par  les  foyers 
d'une  conique,  et  qui  touchent  une  tangente  de  cette  co- 
nique, se  coupent  toujours  sous  le  même  angle. 

(H.  Faure,) 

'J072.  Une  sphère  de  rayon  constant  se  déplace  en 
restant  tangente  à  une  droite  et  à  un  cylindre  de  révo- 
lution donnés  5  trouver  le  lieu  du  point  de  contact  sur  le 
cylindre.  (Makkheim.) 

1073.   L'équation 

X^  —         „        -r^  -1 r^ J^  H ^ =:  o, 

3  2.3  2.3 

dans  laquelle  o<^p  <^  i,  a  une  racine  a  comprise  entre 
zéro  et  l'unité,  et  Ton  a 


2.3.4  /■•'-« 


■'-^/"[i—xy-pdi 


{2—p){i—p)p[i-^pjJo  sin/JTT 

(S.  Realis.) 
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SIR  l'I^TEGRATION  DES  FRACTIONS  RATIOMEUES; 

Par  m.   HERMITE. 

Le    procédé    élémentaire    d'intégration    des    fractions 

rationnelles  — — -  peut  être  présente  sous  une  lorme  telle, 

que  la  résolution  de  l'équation  F(.r)  =  o  ne  soit  plus 
nécessaire  pour  le  calcul  de  la  partie  algébrique  de  l'in- 
tégi'ale,  mais  seulement  pour  en  obtenir  la  partie  trans- 
cendante. Dans  ce  but,  on  mettra  d'abord  le  dénomina- 
teur, au  moyen  de  la  lliéorie  des  racines  égales,  sous  la 
forme  suivante  : 

A,  B^.-.,  L  étant  des  polynômes  tels,  que  l'équation 
AB...L=:o  n'ait  que  des  racines  simples  ,  et  Ton  fera 
ensuite 

F,f.7:)_     P  Q  S 

F(.r)  ~  A»-"-'  "^  B?+'  "^  •  •  •  "^  j^/TI' 

P,  (^,.  .  .,  S  étant  des  fonctions  entières. 

Cela  posé,  l'intégrale  l   — ^  se  traitera  coninic  il  suit  ; 

nous  elléctuerons  sur  A  et  sa  dérivée  A'  les  opéiations  i\\\ 
plus  grand  <  ommun  diviseur,  de  manière  à  obiciiir  deux 
polynômes  G  et  H,  satisfaisant  à  la  condition 

AG  —  A'  H  =  I . 

Nous  formerons  ensuite  deux  séries  de  fondions  entières  : 
V      \  V 

P,         P  P 

Ànu.  Je  Mtilliémal  ,  y.'"  série,  t.  \l    (Avril    iH-j.'  lO 
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par  ces  relations,  où  les  polynômes  Q,  Qj,  Qj..  •  .  sont 

entièrement  arbitraires,  savoir  : 

aV,  =  HP  -  AQ, 
{a-i)V,  =  HP, -AQ„ 
(a—  2)V,  =  HP,  —  AQ„ 

V,_,  =  HP._,  -  AQ,_„ 

p,  =  GP  -  A'Q  -v;, 

P,=:GP, -A'Q, -v;  , 
> 

p„  =  GP._. -A'Q,_,  -v;_,. 

Maintenant  je  prouverai  qu'en  faisant 

V  =  V„4- AV, -^  A=V,  -^.  .  .  +  A'-'Va_,, 
U  =  P., 

on  a  l'égalité 

A»-^'         A  VA" 

(l 'où 


J  Â^^j 


Vflx         V 


y 

de  sorte  que  -^  est  la  partie  algébrique  de  l'intégrale  pro- 

/'Vdx  ,  .  j 
la  partie  transcendante. 

A  cet  etFet,  j'élimine  G  et  H  entre  les  trois  égalités 

AG  — A'H  =  i, 

(a  — /)V,  =  HP,  -  AQ„ 

P,+,  =  GP,  -  A'Q,-V;, 


(  ^47  ) 
ce  qui  donne 

AP,+,  =  P<  +  (a  —  /)  A' V,  —  Av;. 
Or  on  peut  écrire  celte  relation  de  la  manière  suivante  : 

P.  P/+,  ^  /  V.- 

A»-'+'        A"-'  \A«-' 

En  supposant  ensuite  /=o,  i,  2,...,  a  —  i  et  ajoutant 
membre  à  membre,  nous  en  conclurons 

A«+'         A  \A"-        A"-'  A 

ce  qui  fait  bien  voir  qu'on  satisfait  à  la  condition  pro- 
posée 

P     _  U        /_V 
A°^  ~  A  "^   \  A« 

par  les  valeurs 

V  =  V„  -(-  AV,  +  A-' V,  H +  A'-' V<,_„ 

U=:rP., 

comme  il  s'agissait  de  le  démontrer. 

J'ai  dit  que  les  polynômes  Q,  Qj,  Qg, .  .  .  étaient  arbi- 
traires 5  on  pourra  donc  en  disposer  de  manière  que  les 
degrés  de  Vq,  \  1,  Vg,.  . .  Va-15  soient  moindres  que  le 
degré  de  A-,  on  pourra  aussi  les  supposer  tous  nuls,  ce 
qui  donnera,  par  exemple, 

aV„  =  HP, 
a(a  —  l)V,  =  H[(aG  —  H')P  —  HP'], 


Ces  deux  suppositions  se  concilient  dans  le  cas  de  l'in- 
tégrale I   — —^5  que  je  choisis  comme  application 


10. 


(  M«  ) 

de  la  méthode.  Nous  aurons  alors 

A  =  .r-  +  i,     A'=2jc, 

G=  I,  H  =  -, 

puis  successivement 

X 

aV,=  -, 


(x  —  l)V,  = , 

2a(2a  —  2)    2 

(2a  — l)(2a—  3)(2a  — 5)  .r 

(  a  —  i  V3  = — y- , 

2a(2a  —  2)(2a  —  4)    2 


(2a  —  l)(2a  —  3).  ..5.3  X 

2a(2a  —  2) ,  .  .0  .4     2 

P=  I, 

2  a  —  I 


P,  = 
P.= 

P«  = 


2a 

(2a  —  I  U  2  a  —  3  ) 
2a(  2  a  —  2) 

{"Xa  —  I  ]  (  2  a  —  3  I ...  3  .  I 
2a(2a  —  2).  .  .4.2 


Nous  retrouvons  ainsi  la  relation  bien  connue,  à  laquelle 
on  parvient  ordinairement  au  moyen  de  l'intégration  par 
parties,  savoir  : 

dx  1.3.5.  ..(2a  —  1' 


/r 


arclango: 


J[x'  +  lY+'  2. 4. 6... 2a  *=  2(.r»-{-i] 

(2a  — 0(2a— 3)  [x'-^iY 
2a(2a  —  2^         a  —  2 


r  I         2  a —  I  a-^-f-l 

X     -H 

[_  a  2  a       a  —  1 
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SIR  LE  NOMBRE  DE  NORMALES  RÉELLES  QUE  L'ON  PEIT 
MENER  D'LN  POINT  DONNÉ  \  IN  ELLIPSOÏDE 

f  suite,  voir  même  tome,  p.  8); 

Par   JOACHIMSTHAL. 


Soient  a  et  f3  les  carrés  des  demi-axes  de  la  seclion 
diamétrale  de  rellipsoïde  parallèle  au  plan  tangent  à  cette 
surface  au  point  (a:,,,  j  o^  ^o)  i  ^"  ^ 

/   ,.5  _  fi{a  —  a.){a  —  P) 
{a  —  b){a  —  c)   ' 

Les  rayons  de  courbure  principaux  en  ce  point  sont 

«Pli 

-  et  -;  de  plus,  on  a 

n         K 

TT-afl  =  t/bc. 

En  désignant  par  (X,  Y,  Z)  un  des  centres  de  courbure, 
on  a 

X-.ro  ^  Y-j,  ^  Z-z,  _  _  ^      ^^^      _ 

•^•'o  Jo  ~         Z„  ~  "' 


(  '5«  ) 


et,  par  suite, 


;«8) 


X  = 


ia- 

uY{a- 

«') 

a{a 

-b){a- 

-c) 

[b- 

■uY{b- 

»') 

b[b 

-a)i^b- 

-c) 

i^- 

uf{c- 

«') 

c{c- 

-a)[c- 

-b) 

formules  où  l'on  doit  poser  soit  u  =■  a.  et  iv=(5,  soit 
«  =  |3  et  w  :^  a,  suivant  celui  des  centres  de  courbure 
que  l'on  considère. 

Lorsque  l'on  fait  varier  u  depuis  a  jusqu'à  i,  pendant 
que  w  varie  depuis  h  jusqu'à  c,  le  lieu  du  point  (X,  Y..  Z) 
est  une  surface  Fj,  qui  est  le  lieu  des  centres  de  courbure 
principaux  maximum:  si,  au  contraire,  on  fait  varier  u 
de  h  à  c  et  w  àe  a  k  Z>,  le  lieu  est  une  seconde  surface  F^, 
qui  esL  le  lieu  des  centres  de  courbure  principaux  mi- 
nimum; Fi  et  F»  sont  les  deux  nappes  d'une  même  sur- 
face, lieu  des  centres  de  courbure  principaux  de  l'ellip- 
soïde, dont  l'équation  s'obtiendrait  en  éliminant  u  et  w 
entre  les  équation*  (i8). 

Toute  droite  menée  par  l'origine  des  coordonnées 
rencontre  Fj  (et  de  même  F,)  en  deux  points  également 
distants  de  cette  origine. 

En  effet,  si  l'on  pose 


/.  m  et  n  désignant  des  constantes ,  u  et  w  sont  détermi- 
nées par  les  équations  suivantes 


(19)      l'  :  m-  :  n-  = 


[a  —  u)'(rt  —  iv)  ^  {b  —  ufib  —  «')  ^  [c  —  uY{c  —  »•  ) 
a{a  —  b){a  —  r)  '  b{h  —  a){b  —  c)  '  c[c — a){r.  —  b)  ' 


(  '5l  ) 

d'où  Ton  déduit 

al'  bm^  cm"       

v^°)  ^a  —  uy  "^  (b  —  uy  "^  (c  —  uy  ~~ ^' 

Un  mode  de  discussion  bien  connu  fait  voir  immédia- 
tement que  cette  équation  n'a  que  deux  racines  réelles,* 
l'une  comprise  entre  a  et  £,  l'autre  comprise  entre  b  et  c. 

De  l'équation  (19)  on  déduit  qu'à  toute  valeur  réelle 
de  u,  comprise  entre  a  et  Z»,  correspond  une  valeur  réelle 
de  V  comprise  entre  b  et  c,  et  qu'à  toute  valeur  réelle 
de  u  comprise  entre  i  et  c  correspond  une  valeur  réelle 
de  t^  comprise  entre  a  et  b.  Par  suite,  Fj  et  F2  sont  des 
surfaces  fermées. 

Clierchons  maintenant  à  déterminer  les  intersections 
de  la  normale  à  l'ellipsoïde  au  point  [oc^^Jq^  z^)  avec  les 
surfaces  Fj  et  Fj. 

X,  Y,  Z  désignant  les  coordonnées  d'un  des  points 
d'intersection,  outre  les  équations  (18),  on  doit  encore 
avoir  les  équations 

X  —  -r,  _  Y  — jo  _  Z  —  Zq  _  _ 

abc 

Si  nous  lirons  de  là  les  valeurs  de  X,  Y,  Z  pour  les  porter 
dans  les  équations  (18),  u,  w  et  u  seront  déterminés  par 
les  relations 

/   {a  — uy{a  —  w)  =  {a  — oy{a —  u){a  —  ^), 

(21)         (b  -  ufib  -  iv)=z{b  -  oy{b  -  x){b  -  p), 

(  (c  -uy{c  -,v)=(c  —  vY-(c  -u){c  -p). 

Pour  u  =  rt,  la  première  de  ces  équations  donne  u  =  a, 
et  les  deux  autres 


—  u>  rrz  a  —  a  —  P  + 

—  w  =^  n  —  a  —  fi-f 


b  —  a 

:«-a)(«-p) 


(  '^'^  ) 

résultais  qui  iiiipllqnejit  une  conlradictioa ,  puisque 
{n  —  y.)  et  [a  —  /3)  sont  différents  de  zéro;  le  même 
lait  a  lieu  lorsque  l'on  pose 

u  =^  b     et     11  =  c. 
Des  équations  (21)  on  tire  les  relations  suivantes 

[a  —  vf[a  —  a.){a—^)         [b  —  v)\h  —  %)[h  —  ^) 


,   {a  —  tif{a  —  b)[a  —  c)        [b  —  «^)(^  —  ii){b  —  c) 
(22)    < 

'r-p)=(.-a)(.-p) 

I  — u. 


{h  —  iCf[c  —  a]{c  —  b] 
(  («  — p)»(a— a)(«— P)        [b  —  vY{h—:x>)[b  —  ^) 


\  [a  —  iif[a- 


,{a-iif[a-b)[a-c)        [b  -  uf  [b  -  a)[b  -  c) 
20)    < 


{c  —  iif{c  —  a){c  —  b) 


Réciproquement,  de  ces  deux  relations  on  peut  dé- 
duire les  équations  (21)  ;  car  (a  —  />),  [h  —  c),  (c  —  a), 
étant  différents  de  zéro,  on  peut  toujours  mettre  trois 
grandeurs  arbitraires  y,  y'  et  y",  sous  la  forme  suivante 


7  =i-~zn^i:'a', 
i=z-^^b-^^'lP, 


Nous  pouvons  maintenant  écrire  les   relations   (22) 
et  (23)  sous  la  forme  suivante 


7  ,  7 


(//  —  b){a  —  c)         {b  —  a){b  —  c)        [c  —  «j  (c  —  b) 

et 

■i  '      ^  V  ^ 


a  —  b)[(i  —  c)  a  —  n         [b  —  ^){b  —  c)  b  — 

.  7"  ._L 

(  c  —  rt  ) ( c  —  b)  f  — 


(  «^ii  ) 

Si  nous  doMuojis  à  y,  y'  et  -/"  les  vaJeuis  piecé- 
(lentes,  on  voit  que  z"  est  égal  à  i,  ei  que  y^y'  et  y" 
doivent  être  respectivement  égaux  à  («  —  h)  (a  —  w), 
(Z>  —  ")  (^  —  t*^)?   (<^"  —  ")(c  —  iv). 

Remarquons  maintenant  que  Zj  étant  une  racine 
double  de  l'équation /"(z)  =:  o,  qui  n'annule  pas  la 
fonction  entière  F(z),  on  a  à  la  fois 

F  (  z  )  <;?s 

d'après  (-ela,  on  doit  prendre  pour  w  les  valeurs  pour 
lescpielles  l'équation  (22)  acquiert  des  racines  égales,  et 
pour  II  la  valeur  commune  à  ces  racines,  à  l'exception, 
toutefois,  des  valeurs  a,  h  et  c. 

L  équation  (22)  ne  diffère  pas  de  l'équalion  (5),  que, 
d'après  les  considérations  exposées  aux  §§  I  et  II,  on  peut 
écrire  de  la  façon  suivante 

(  M  —  <')=(«  —  «)(//  —  [i  ) 


=  0, 


(  «  —  '"')("  —  ''^  )  (  "  — 

'■■) 

.  (    '         ï 

1 

\u  —  a       a  —  b 

a  - 

-  c 

ou  encore 

(«-'■) 

X  [  W(«  —  v)  —  9.{u  -  a)  [a  —  b){u  —  c)  [n  —  a)iu  —  ^)]  =  o. 

Pour  que  celte  équation  ait  une  racine  double,  il  faut 
que  l'on  ait  u  =  u  (alors  on  a.  11  =  a.  ou  a  =  (3,  puiscjuc 
l'on  exclut  les  valeurs  <7,  b  et  c),  ou  bien  que  le  second 
facteur  ait  une  racine  double. 

On  a,  dans  ce  cas. 

I  I  I 

-f 


//.  —  n         II  —  /;         u  —  c         n  —  a         tt  —  \i 
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et 


(m — a)-       [u  —  by       [u — c)'       («  —  a)-'       [u—^y       (m  —  f)'  * 

on  est  ainsi  ramené  à  la  considération  de  l'équation  (lo) 
déjà  traitée. 

Les  équations  (22)  et  (23)  ont  les  six  solutions  com- 
munes 

"  =  P>    •'u    «'2,    a,    ^3,    «'4> 

A  chaque  couple  de  valeurs  de  u  et  p»  correspond,  d'après 
l'équation  {21),  une  valeur  réelle  de  iv,  qui  est  comprise 
entre  a  et  b^  si  u  est  comprise  entre  b  et  c,  et  récipro- 
quement. 

La  normale  au  point  {x^,  y^^  z^)  de  l'ellipsoïde  ren- 
contre la  surface  Fi  aux  trois  points  désignés  par  (a), 
(p's)  et  {ui,)  dans  le  §  IV,  et  la  surface  Fa  aux  trois  points 
désignés  par  ( (3  ) ,  ( ^'i  )  et  (  t^a  )  • 

La  normale  a,  avec  chacune  de  ces  surfaces,  un  nombre 
impair  de  points  communs,  parce  qu'elle  les  touche  toutes 
les  deux,  à  savoir  :  F  en  (a  )  et  en  Fa  (j3).  Pour  le  voir 
analytiquement,  on  peut  se  reporter  aux  formules  {18), 
on  remarque  immédiatement  que  le  discriminant  de  (5) 
ou  de 

(  M  —  «-  )  [  W  (  w  —  .'  )  —  2  (  K  —  rt  )  (  «  —  Z»  )  (  w  —  c  )  (  //  —  a  )  (  «  —  p  ]  ) 
contient  évidemment  les  facteurs  quadratiques  [u  —  a)^ 

et  i^  —  ^y. 

Mais  comme  cette  circonstance  importe  peu  dans  la 
présente  recherche,  nous  n'insisterons  pas  sur  ce  point. 

Les  résultats  obtenus  dans  le  §  IV  peuvent  s'énoncer 
de  la  façon  suivante: 

Toute  normale  à  l'ellipsoïde  (|ui  n'est  pas  dans  le  plan 


(  i55  ) 
d'une  seclion  principale  rencontre  chacune  des  nappes 
Fi  et  Fa  de  la  surface  Heu  des  centres  de  courbure,  abs- 
traction faite  des  centres  de  courbure  principaux  [a)  et  (/3) 
relatifs  à  la  normale  considérée,  en  deux  autres  points 
(p-a)  et  (p-i),  et  {^i)  et  (p'a).  Chacune  des  cordes  interceptées 
sur  la  normale  par  les  nappes  Fi  et  Fg  contient  un  des 
points  (a)  et  (j3);  de  plus,  ces  deux  cordes  sont  con- 
tiguës,  c'est-à-dire  qu'elles  ont  une  partie  commune,  ou 
bien  que  l'une  renferme  l'autre. 

D'un  point  donné,  on  peut  mener  à  l'ellipsoïde  un 
nombre  de  normales  réelles  égales  à  six,  quatre  ou  deux, 
suivant  que  le  point  se  trouve  à  l'intérieur  des  surfaces  Fj 
et  Fa,  à  l'intérieur  de  l'une  et  à  l'extérieur  de  l'autre, 
ou  enfin  à  l'extérieur  de  ces  deux  surfaces. 

Remargiie.  —  Pour  compléter  ces  résultats^  il  faut 
encore  considérer  le  cas  où  le  point  donné  se  trouve  dans 
le  plan  d'une  des  sections  principales. 

Le  plan  des  {xy)  coupe  les  surfaces  F*!  et  F2  suivant 
les  courbes 

(24)  (ax^y-^{ùy-y  =  {a^-b^y, 

a.T^  h  y'' 

(25)  -,  -f- 


Des  pieds  des  normales  passant  par  le  point  (t,  "//), 
quatre  sont  situés  dans  le  plan  des  (x)^),  et  leur  réalité 
dépend  de  la  positiondu  point  par  rapporta  la  courbe  (24). 
Les  deux  autres  sont  en  dehors  du  plan  des  (xy)  et  leur 
réalité  dépend  de  la  positiondu  point  par  rapport  à  la 
courbe  (25). 
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SIR  LES  PROPRIETES  DES  SECTIONS  CONIQIES 

m  SE  RATTACHENT 

A  L'INTÉGRATION  DE  L'ÉQUATION  D'EILER^ 

Par  m.  LAGUERRE. 


1 .  Tous  les  géomètri's  connaissent,  depuis  les  décou- 
vertes de  Poncelet  et  de  Jacobi  ,  les  liens  étroits  qui 
rattachent  entre  elles  la  théorie  des  fonctions  elliptiques 
et  les  propriétés  des  polygones  qui  sont  à  la  fois  inscrits 
dans  une  section  conique  et  circonscrits  à  une  autre  co- 
nique. 

Bien  que  cette  question  soit  maintenant  parfaitement 
connue,  je  crois  cependant,  pour  les  lecteurs  des  Nou- 
velles annales,  devoir  la  développer  dans  tous  ses  détails. 

2.  Etant  donnée  une  conique  dont  l'équation  soit 

j'appelle  ;7«w5«/ice  d'un  point  par  rapport  à  cette  conique 
la  valeur  que  prend  le  polynômey(.x-,j>  ),  quand  on  sub- 
stitue à  X  et  a  y  les  valeurs  des  coordonnées  de  ce  point^ 
et  je  m'appuierai  principalement  sur  les  deux  lemmes 
suivants,  dont  le  premier  est  une  conséquence  immédiate 
d'un  théorème  bien  connu  de  Newton,  sur  les  transver- 
sales des  courbes  algébriques, 

Leniine  I.  —  Soient  M  et  M'  deux  points  situés  dans 
le  plan  d'une  conique,  et  a,  (5  les  deux  points  où  la 
droite  MM'  coupe  la  conique 5  cela  posé,  les  puissances 
des  points  M  et  M',  relativement  à  cette  courbe,  sont 
proportionnelles  aux  produits 

My.Mp     rt      M'y.M'ft. 


(  •^>7  ) 
Leniine  11.  - —  Soiciil  [\T  el  M' deux  points  situés  dans 
le  plan  d'une  conique;  si,  par  ces  deux  points,  on  mène 
un  cercle  quelconque  qui  coupe  la  conique  en  a,  Z>,  c,  d, 
les  puissances  des  points  Met  M',  par  rapporta  laconique, 
sont  proportionnelles  aux  produits 

Mrt.Mi.Mc.Mf/     et     M'«.M' ^  .  M'r.M'rf  (*). 

3.   Cela  posé,  considérons  un  cercle  et  une  conique 
se  coupant  aux  points  <7,  /^  c  et  d.  Imaginons  une  tan- 


gente mobile  qui  roule  sur  la  conique;  soit  T  le  point 
où  elle  touche  cette  conique,  et  M,  M'  les  deux  points 
où  elle  coupe  le  cercle. 

Nous  supposerons,  pour  plus  de  simplicité,  le  rayon 
du  cercle  pris  pour  unité,  et  nous  fixerons  la  position  de 
chaque  point  du  cercle  par  l'angle  que  fait  la  droite,  joi- 
gnant le  point  donné  à  un  point  fixe  O  pris  sur  le  cercle, 
avec  la  tangente  Ow  menée  au  cercle  en  ce  point. 

La  tangente  mobile  occupant  une  certaine  position, 
déplaçons-la  infiniment  peu;  o  et  'J  désignant  les  angles 


(*)  Voir,  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  janvier  i8G5,  nia 
Note  sur  les  propriétés  générales  des  courbes  algébriques,  et,  Nouvelles 
Annales,  i'^  série,  t.  IX,  p.  188,  une  Note  de  M.  Grant  intitulée  :  Démons- 
tration d'un  théorème  de  "éométrie. 


(  i^>8  ) 
qui  fixent  les  positions  des  points  M  et  M', 

idd)     et     7.d<^' 

mesureront  les  arcs  décrits  par  ces  points,  et  l'on  aura 

évidemment 

do  d'à 

MT  ~  Wt' 

Désignons,  pour  un  instant,  par 

77  (M)     et     7r(M') 

les  puissances  des  points  M  et  M'  relativement  à  la  co- 
nique 5  on  a,  en  vertu  du  lemme  I, 

7r(M)  IVÏt' 


7^  (M')        m't' 
d'autre  part,  en  vertu  du  lemme  II, 

7r(M)  Ua.UbMcMd 


7r(]Vr)         M'fl.M'è.M'c.M'r/' 
d'où  l'on  déduit 


MT  vM'^-^^^-^^  '^'^^ 


M'T        sjWaM'bM'cM'd 
et,  par  conséquent, 

do  dta' 


^Mfl.Mè.Mc.Mt/        sjWa.Wb.Wc.Wd 

•4.  Désignons  par 

a,      p,      7,      B 

les  angles  qui  fixent  les  positions  des  points  a,  h^  c,  d 
sur  le  cercle  ;  nous  aurons 

Ma  =;  2  sin(cp  —  a),     M'a  =  2  sin((3'  —  a) ,  ...  ; 
et  l'équation  précédente  deviendra,   en  développant  et 


divisant  par  cos^fp, 


(    1^9 
</ tangq) 


\/(  tg?  -  tg^-  n  fg?  -  tgP)(  tg<p  -  tgv  )  (tgrp  -  tg^) 
r/ tangtp' 
~'s/(tg?'-t8'^)('g?-tgP)(tg<p'-tg7)(tg?'-tg<î) 
ou  encore,  en  posant  pour  abréger 
tang(j)=j:,     tangcp'=j,     tanga  =  A,     tangP  =  B, ... 


sj[x—  A)(.r  — B)(.r—  C)(^— D) 

tly^ - 

~  V/(J-A)(j-B)(j-C)(j-D)' 

c'est  réquatiou  différentielle  dont  l'étude  sert  de  base  à 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  et  qui  a  été  intégrée 
pour  la  première  fois  par  Euler. 

5.  Les  considérations  géométriques  qui  précèdent 
donnent  immédiatement  cette  intégrale.  On  satisfait 
évidemment,  en  effet,  à  l'équation  précédente  [ou  à  l'é- 
quation (i)],  si  l'on  suppose  que  les  angles  o  et  cp'  cor- 
respondent à  deux  points  M  et  M',  tels  que  la  corde  MM' 
enveloppe  une  conique  passant  par  les  points  «,  b^c  el  d\ 
comme  l'équation  des  coniques  qui  passent  par  ces  points 
renferme  une  constante  arbitraire,  on  voit  que  l'on  a 
l'intégrale  générale  de  l'équation. 

Considérons  trois  points  quelconques  a,  Z»,  c  communs 
au  cercle  et  à  la  conique;  on  sait  que,  MT  désignant  une 
tangente  quelconque  à  cette  conique,  et  (a),  (^),  (c) 
désignant  les  distances  à  cette  droite  des  points  a,  Z»,  c, 
on  a,  quelle  que  soit  la  tangente,  la  relation 

),  v/(rt  )  4-  u.  v'(  6  )  H-  V  v'(c)  =  O, 

où  À,  p,  V  désignent  des  quantités  constantes  pour  la 
même  conique,  mais  qui  renferment  une  quantité  arbi- 


(  'f'"  ) 

traire,  si  l'on  considère  tontes   les  conifjnes  qui   passent 
par  les  points  a,  Z»,  c  et  d. 

Joignons  aux  points  M  et  M'  les  points  a,  h  et  c;  les 
aires  des  triangles  MaM',  MZ?M',  McM',  avant  même 
base,  sont  entre  elles  comme  leurs  hauteurs 

(«),      ib\      (r); 

les  aires  de  ces  triangles,  dont  les  angles  aux   sommets 
sont  égaux,  sont  entre  elles  comme  les  produits 

«M. «M',      iM.iîM',      rM.cM'; 

on  a  donc 

_{n)        ^        (b)       ^        je] 
aU.aU'        bU.bW    cM.cM'" 

D'où 


À  s/ a  M .  a  M'  +  u.  ^bU.b  M'  -f-  v  v^cM .  fM'  =  o , 

et  nous  avons  là   l'intégrale  générale  des  équations  (i) 
et(i'). 

En  introduisant  les  angles  ©,  ■s',  a, .  .  . ,  ou  plutôt  leurs 
tangentes  y,  x,  A, .  ,  . ,  elle  prendra  la  forme  connue  [*) 


À  V'ir— A)(.r  —  Aj  +  u  sj[y  —  Bj(.7.-— B)  +  v  y/^  >■— C)(.r— C)  =  O. 

6.  La  forme  précédente  de  l'intégrale,  bien  qu'élé- 
gante, a  le  défaut  de  ne  pas  mettre  en  évidence  la  con- 
stante arbitraire  qui  y  entre  et  de  ne  pas  contenir  symé- 
tinquement  les  quantités  A,  B,  C,  D. 

Pour  trouver  une  autre  forme  de  l'iniégrale,  je  prendrai 
pour  point  de  départ  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Soit  une  conique  passant  j)ar  (juanc 
points  a^  Zi,  c  et  d  d'un  cercle  ;  une  tangente  mobile  roule 
sur  cette  conique.  Si  Von  désigne  par  jM  et  M'  les  deux 
points  oii,  dans  une  de  ses  positions ,   cette  tangente 

(*)  Darboux  :  Recherches  sur  tes  siir/cces  orthogonales  (^Annales  scien- 
ti/îi/iies  <le  l'École  Monnaie,  I.  U. 


(  i6i  ) 
coupe  le  cercle,   et  si  Von  partage  d'une  façon  quel- 
conque en  deux  groupes  a  et  b,  c  et  d,  les  quatre  points 
communs  au  cercle  et  à  la  conique^  le  rapport 


sImaMb.Wc.U'd  —  sjMc.UdM'a  .m!  b 

reste  constant,  lorsque  la  tangente  se  déplace  tangen- 
tiellemerit  à  la  conique. 

Il  résulte  de  là  que  K  désignant  une  constante  arbi- 
traire, l'intégrale  de  l'équation  d'Euler  est 

sJm.a.Ub.WcM'd  —  \jM.c.Ud.W a  .M! b  =  K . MM', 

ou  encore,  en  introduisant  les  quantités  .r,  j',  A,  B, .  .  . , 


v/(^_A)(x-Bj(j-C)(j-D) 

-v/(r-A)(7-B)(x-C)(x-D)=K(:r-j). 

7.   Le  résultat  précédent,   qui  est  peut-être  nouveau, 
peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

Étant  donnée  V équation 

dx  dy 

oiif[x)  représente  un  polynôme  du  quatrième  degré 
en  X,  si  Ton  décompose  dhine  manière  arbitraire  le 
polynôme  J  [x]  en  deux  facteurs  du  second  degié,  en 
posant 

V intégrale  générale  de  cette  équation  est 


V9(x)y(j)-  v/9(j)(p(.r)  ^^^ 
X  —  y 


K  désignant  une  constante  arbitraire. 


4nn.  de  Mnlht^mat.,  i'^  série,  t.  XI.  (Avril  1872.) 


(  Ifi'^-  ) 

REMAR01ËS  SUR  Ml  FAMILLE  RE  COIRRES  PIAIVES; 

Par  m.   ALLÉGRET, 

Professeur  de  iMathémaiiques  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Clermonl. 


Le  lliéorènie  énoncé  dans  les  Nouvelles  Aiinalei 
(t.  IX,  1^  série,  p.  3i)  vient  de  donner  lieu  à  quelques 
recherches  de  M.  Nicolaïdès,  insérées  dans  la  seconde  et 
la  troisième  livraison  de  ses  Analectes ,  ouvrage  qu'il 
publie  à  l'imprimerie  nationale  d'Athènes.  Ce  tra- 
vail, après  avoir  rappelé  mon  atiention  sur  le  même 
sujet,  me  fournil  l'occasion  de  présenter  quelques  obser- 
vations qu'on  ne  trouvera  peut-être  pas  dénuées  de  tout 
intérêt. 

J'ai  fait  voir,  dans  l'article  cité,  que  le  cercle  oscilla- 
teur en  un  point  de  la  courbe 

(  l)  ;-™  =  a"'  coswô 

intercepte,  sur  le  rayon  mené  du  pôle  au  point  de  con- 
tact, une  corde  qui  est  toujours  avec  ce  rayon  dans  le 
rapport  constant  de  "2  à  t -+- m,  et  j'ai  ajouté  que  cette 
propriété  ne  convient  quaux  courbes  précédentes.  On 
obtient,  en  effet,  pour  l'équation  différentielle  qui  dé- 
termine en  coordonnées  polaires  toutes  les  courbes  qui 
Y  satisfont  (^loc.  cit.). 

dr 


(2l 


m) 


I dr\  ■  d''-r         i  -f-  m 

\//&/  d^- 

Cette  équation,  après  avoir  été  mise  sous  la  forme 


d    i   dr  '-. 


(  »«:i  ) 

s'imègie  sans  diflicullé  on  prenant  pour  variable  auxi- 
liaire   1  et  l'on  trouve  pour  intégrale  générale,  en  dé- 

signant  par  g  et  h  deux  constantes  arbitraires, 
(  3  )  r"'=z  g  cos  f  w  0  —  /<  ) , 

qui  est  identique  avec  (i),  sauf  un  changement  insi- 
gnifiant dans  la  direction  de  Taxe  polaire  et  dans  l'unité 
de  longueur. 

M.  Nicolaïdès,  après  avoir  fait  remarquer  dans  ses 
Analectes  (p.  65)  que  la  spirale  logarithmique  jouit 
aussi  de  la  propriété  précédente,  pense  que  son  équation 
ne  rentre  pas  dans  la  forme  (i)  ou  dans  la  forme  équi- 
valente (3).  On  peut  néanmoins  démontrer  que  cela  a 
lieu  pour  les  valeurs  infiniment  petites  de  l'exposant  m. 
On  aura  en  etVet  alors,  en  négligeant  les  infiniment 
petits  du  second  ordre  par  rapport  à  m, 

i  I 

et,  en  prenant  pour  unité  de  longueur  g  cosh  et  remar- 
(juanique,  d'après  un  théorème  connu, 

(i  4-  /.■w)'"  =  ^*, 
il  vient,  pour  équation  de  la  courbe  (3),  /==  ^lanç/'^^  qui 
est  celle  de  la  spirale  logarilhmicjue. 

Au  reste,  l'exception  signalée  par  M.  Nicolaïdès  se 
rapporte  évidemment  au  cas  totit  particulier  de  fit  =  o, 
et,  comme  l'équation  (2)  a  pour  intégrale  la  spirale  lo- 
garithmique et  que  l'intégrale  (3)  prend  alors  la  forme 
7'=i°°,  il  est  naturel  de  considérer  la  courbe  (3)  comme  ren- 
fermant encore  cette  spirale  à  la  limite,  suivant  l'usage 
ordinaire,  et  c'est  une  remarque  que  j'ai  faite  dans  mon 
cours,  il  y  a  deux  ans,  pour  prévenir  l'objection  précé- 
«lente,  qui  est  d'ailleurs  fort  ualurclle. 

1 1. 


(  »64  ) 

Celle  explication  donnée,  en  même  temps  que  la  mé- 
thode même  qui  ra'afaitdécouvrii  le  théorème  en  question, 
je  dois  maintenant  faire  un  aveu  que  l'équité  exige,  c'est 
que  ce  théorème  n'est  point  nouveau,  comme  je  l'ai  cru 
tout  d'abord.  Il  a  été  énoncé  sous  une  forme  très-peu 
différente  par  le  célèbre  Colin  Madaurin,  dans  le  pre- 
mier volume  de  son  Traité  des  fluxions,  édité  à  Edim- 
bourg, en  \'j/\o  (prop.  XXXIV  du  chap.  XI).  Le  même 
savant  a  aussi  fait  connaître  et  a  appliqué  dans  plusieurs 
endroits  du  même  ouvrage  la  méthode  ingénieuse  qui 
consiste  à  faire  correspondre  les  points  M  et  L  de  deux 
couibes  planes  AM,  AL  (*),  en  établissant  entre  les 
rayons  vecteurs  SM  =  ;',  SL  =  /j,  menés  d'un  pôle  S,  et 
les  angles  MSA  =  9  et  LSA  :=  0),  formés  avec  le  même 
axe  polaire,  les  deux  relations 

en  prenant  pour  m  un  nombre  quelconque.  Si  l'on  dé- 
signe par  0  et  pj  les  rayons  de  courbure  en  M  et  L,  par 
/^  et  «,  les  normales  MV  et  LVj,  déterminées  par  les 
perpendiculaires  SV  et  SVi  élevées  en  S  aux  rayons 
vecteurs  SM  et  SL,  et  qu'on  retranche  du  premier  rayon 

de  courbure =  h,  Maclaurin  démontre  qu'on  aura 

la  proportion 


m 


p (?  —  ")  , 

n,        Il                rii        ^         m                                 lin 
—  r=  -       ou       —  =  =1 I    I 

p.  p  p>  p 


m 


qui,  mise  sous  celte  forme 


I  =z  /W  I   I 

P  \         P> 


(*)  Le  lecteur  est  prié  de  se  reporter  h  la  figure  178  de  l'ouvrage  de 
Maclaurin  ou  de  trnrer  lui-mômc  la  fiffure,  ce  qui  n'offre  aucune  difficulté. 


[  »65  ) 
coïncide  avec  l'équaliou  trouvée  de  son  côté  par  IVI.  ISi- 
colaïdès,  à  la  page  5g  de  ses  Analecics.  On  en  déduit 
sans  difficulté,  comme  M.  Nicolaïdès  l'a  fait,  en  prenant 
pour  la  première  courbe  A  M  un  cercle  passant  par  le 
pôle  S,  le  théorème  que  j'ai  donné  dans  les  Nouvelles 
Annales,  <'t  qui  forme  le  corollaire  IV  de  la  proposition 
citée  de  Maclaurin. 

Je  ferai  une  autre  observation  sur  les  courbes  (i).  La 
lemniscate  de  Jacques  Bernoulli  (qui  y  rentre  dans  le  cas 
de  /7i  =  2)  a  été  imaginée  par  ce  géomètre  pour  repré- 
senter par  Tare  de  cette  courbe  l'une  ou  l'autre  des  deux 
transcendantes 


en  prenant  pour  variable  z  le  rayon  vecteur  de  la  lem- 
niscate ou  son  inverse  (voir  Opéra  Jac.  Bernoulli, 
t.  I,  p.  611).  Les  efforts  de  ce  géomètre  et  de  ses  succes- 
seurs ne  me  paraissent  pas  avoir  été  aussi  heureux  dans 
la  représentation  analogue  de  la  transcendante 


r  z^dz 

J  ^^'-z' 


qui  exprime,  comme  ou  sait,    l'ordonnée  de  la  «ouibe 
élastique  dont  l'abscisse  serait  z. 

Maclaurin  a  démontré,  dans  son  Traité  des  fluxions 
(t.  II,  chap.  V,  n°  927),  que  si  l'on  abaisse  du  c;enlie 
d'une  hyperbole  équilaière  une  perpendiculaiie  sur  les 
tangentes,  et  qu'on  mesure  ensuite  la  distance  inter- 
ceptée sur  la  tangente,  depuis  le  pied  de  la  perpendi- 
culaire jusqu'au  point  de  contact,  ainsi  que  l'arc  d  hy- 
perbole du  sommet  au  même  point,  on  aura  la  courbe 
élastique,  en  prenant  pou.r  abseisse  la  perpendiculaire 
précédente,  et  pour  ordonnée  l'excès  de  la  tangente  siu' 


r 


(  i66  ) 
l'arc  considéré.  Cette  conslruclion  ne  me  semble  pas 
apporter  un  perfectionnement  important  à  celle  que 
Jacques  Bernoulli  avait  proposée  lui-même  [Opéra,  t.  I, 
p.  612),  en  faisant  dépendre  l'ordonnée  de  la  courbe 
élastique  de  la  rectification  d'une  ellipse  et  de  celle  de  la 
lemniscate.  Car  on  peut  considérer  la  portion  de  la 
tangente  à  l'hyperbole,  dans  le  théorème  de  Maclaurin, 
comme  équivalente,  en  réalité,  à  l'arc  indéfini  d'une 
courbe  algébrique  rectifiable,  en  sorte  que  l'ordonnée  de 
la  courbe  élastique  dépend  de  deux  rectifications  diffé- 
rentes dans  l'une  et  l'autre  des  deux  méthodes. 
On  peut  faire  servir  la  rectification  de  la  courbe 

2.r 


r^  =  a^     ces 


appartenant  à  la  famille  (1)  (m  =3)  pour  résoudre  le  même 
problème.  On  obtient  en  effet,  pour  la  différentielle  de 
l'arc  s  de  cette  courbe  en  fonction  du  rayon  vecteur  /', 


a'  dr 
ds 


\J  —  r' 

si  l'on  fait  ensuite  ;'= —5    en   prenant   z   pour  variabh 

auxiliaire,  il  viendra 

3z-  dz 
ds 


donc,  en  prenant  pour  abscisse  32  =  3acos  -^-,  et  pour 

ordonnée  l'arc  s  correspondant  à  l'angle  B  de  la  courbe 
précédente,  on  obtiendra  la  courbe  élastique. 

Ce  théorème  se  rattache  à  un  ensemble  de  recherches 
que  j'espère  pouvoir  publier  bientôt,  au  moins  en  partie, 
dans  un  Mémoire  spécial.  En  abordant  certains  cas  assez 
étendus  du  problème  de  la  rectification  inverse,  je  suis 


(  ^67  ) 
parvenu  à  déiuunlicr  cju  eu  transformant  une  épicycloïde 
quelconque  par  les  rayons  réciproques  menés  du  centre 
du  cercle  fixe,  on  obtienl  une  courbe  dont  l'arc  indéfini 
représente  exactement  la  fonction  elliptique  de  troisième 
espèce,  à  deux  paramètres  arbitraires  (savoir  le  module 
elle  paramètre  proprement  dit).  Dans  quelques  cas  par- 
ticuliers, cet  arc  est  égal  à  un  arc  de  cercle,  ou  à  un  arc 
d'hyperbole,  ou  encore  à  la  fonction  elliptique  de  pre- 
mière espèce.  On  retrouve  ainsi,  dans  le  dernier  cas,  les 
courbes  étudiées  autrefois  par  M.  J.-A.  Serret.  et  dont  ce 
géomètre  a  donné  une  construction  moins  simple,  re- 
produite à  la  page  aja  de  son  récent  Traite  de  Calcul 
intégral.  Mes  propres  résultats  vont  d'ailleurs  bien  au 
delà  de  ceux  qui  sont  consignés  dans  les  divers  Mémoires 
du  savant  académicien  sur  cette  matière;  car  ils  mon- 
trent la  possibilité  de  construire  une  infinité  de  courbes 
algébriques  différentes  dont  l'arc  représente  exac- 
tement la  fonction  elliptique  de  première  espèce  et 
de  module  donné  égal  à  la  racine  carrée  d'un  nombre 
commensurable  quelconque.  Ces  théorèmes,  ainsi  que 
beaucoup  d'autres,  sont  démontrés  dans  le  Mémoire  que 
j'annonce,  et  dont  j'ai  adressé  la  première  partie  au 
ministère  de  l'Instruction  publique,  en  attendant  un  édi- 
teur qui  veuille  bien  se  charger  de  l'impression. 


DE1I0:\STR,VTI0N  lUi  TIlEOUE^Îi;  FOi\DAMK\TAL 
IlELATIF  Ali  rOLi:  ET  A  LA  POLAIRE  DAXS  LE  CERCLE, 

Pak  m.  compagînon, 

Professeur  au  oollége  Stanislas. 


Cettedémonstration  est  fondée  sur  une  proposition  qui, 
je  pense,  n  a  pas  encore  été  remarquée  et  (|ui  est  un  co- 
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rollaire  de  ce  théorème  :  Si  une  droite  AB  est   divisée 
harmoniquement  par  deux  points  C  et  D,  la  moitié  de 
cette  droite  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  dis- 
tances de  son  milieu  E  aux  points  conjugués. 

Fig.   I. 


Voici  ce  corollaire  :  Si  une  droite  AB  est  di\^isée  har- 
moniquement par  deux  points  C  et  D,  le  produit  des 
distances  de  l'un  de  ces  points  aux  extrémités  de  cette 
droite  est  égal  au  produit  des  distances  de  ce  même 
point  au  milieu  de  la  droite  et  au  second  point  conjugué. 
Car  on  a 

DA  XDB=:(DE  + AE)(DE  — AE) 

=  DE*—  AÊ" 

=  de'  — DE  X  KG 
=  DE  X  DC. 

On  aurait  de  même 

CA  XCB=  CEX  CD. 

Cela  posé,  nous  allons  démontrer  le  théorème  en  ques- 
tion. 

Théorème.  —  Si,  par  un  point  D  pris  dans  le  plan 
d\in  cercle  O,  on  mène  une  sécante  quelconque  DBA 

Fig.  2. 


et  qu'on  détermine  le  conjugué  harmonique  C  du  point 
D  par  rapport  à  AB,  le  lieu  géométrique  du  point  C. 
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lorsque  la  sécanLe  tourne  autour  du  point  ï),  est   une 
ligne   droite  perpendiculaire  au  diamètre  ab  qui  passe 
par  le  point  D. 

Délerminons  le  point  c  du  lieu  situé  sur  le  diamètre 
ab,  c'est-à-dire  le  conjugué  harmonique  du  point  D  par 
rapport  à  ab-^  menons  la  droite  Ce  et  abaissons  OE  per- 
pendiculaire à  la  corde  AB.  Puisque  le  point  E  est  le 
milieu  de  la  droite  AB  divisée  harmoniquement  par  les 
points  C  et  D,  on  a 

DA  X  DB  =  DE  X  DC. 


De  même, 


Mais 
donc 


Dfl  XD^>=zDOX  lie. 
DA  X  DB  =:D«XDZ^; 
DEX  DC  =  DO  XDc. 


De  cette  égalité  il  résulte  que  le  quadrilatèie  OECc 
est  inscriptible  et,  comme  l'angle  OEC  est  droit,  l'angle 
OcC  l'est  pareillement;  donc  le  lieu  géométrique  du 
point  C  est  la  droite  Ce  perpendiculaire  à  DO  et  pas- 
sant par  le  point  e  conjugué  liarmonique  du  point  D  par 
rapport  au  diamètre  ab. 

Je  laisse  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  ce  théorème 
dans  le  cas  où  le  point  D  est  situé  à  l'intérieur  du  cercle. 


DÉMONSTRATION^  ELEMENTAIRE  DES  FORMULES  RELATIVES 
A  LA  SOMMATION  DES  PILES  DE  BOULETS; 

Par  m.  h.  BROCARD, 

Capitaine  du  Génie,  à  Biskra. 

Dans  tous  les  cours  de  Mathématiques  spéciales,  on 
fait  précéder  la  solution  de  ce  problème  de  la  recherche 
de  la  formule  qui  donne  la  somme  des  puissances  sem- 
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blables  des  termes  d'une  progression  arithmétique.  Cette 
méthode  peut  être  simplifiée  par  une  considération  élé- 
mentaire. 

Assimilons  la  pile  de  boulets  à  un  prisme  dans  lequel 
chaque  élément  constituant  serait  une  sorte  de  rhom- 
boèdre qui  tiendrait  la  place  de  chaque  boulet,  mais  qui 
aurait  l'avantage  de  pouvoir  former,  avec  des  éléments 
égaux,  des  tranches  du  prisme  dont  chacune  renferme- 
rait, par  suite,  autant  de  rhomboèdres  qu'il  y  aurait  de 
boulets.  L'assimilation  de  la  pile  à  un  prisme  est  donc 
possible  et,  dès  lors,  la  sommation  se  réduira  à  la  re- 
cherche du  volume  d'un  prisme  oblique.  Une  déformation 
de  ces  rhomboèdres  ne  changera  pas  leur  nombre;  on 
peut  donc  appliquer  à  ces  prismes  obliques  la  formule 
qui  convient  à  un  prisme  droit,  c'est-à-dire  que  1  on  re- 
gardera le  nombre  de  boulets  d'une  face  oblique  comme 
représentant  la  surface  de  la  section  droite. 

Cela  posé,  la  formule  générale  sera  dès  lors 

/i  _i_  ^'  _i_  n" 

F, 


3 

F  désignant  le  nombre  de  boulets  renfermés  dans  une  face 
triangulaire  oblique;  a,  a',  a",  les  nombres  de  boulets 
formant  les  trois  arêtes  aboutissani  à  cette  face  (*). 

Nous  allons  appliquer  cette  formule  aux  différents  cas 
de  la  pratique  et  vérifier  qu'elle  conduit  bien  aux  mêmes 
résultats. 


1°  Pile  triangulaire  : 

F  =  I  +  2  -H  3  -t- 


0 


2 

I ,     a'  =^  i,     «"  =:  //, 

n  n  -I-  i)(/z  -f-  2) 


X  : 


(*)  CeUe  formule  se  trouve,  comme  résultat  empirique,  à  la  page  197 
des  Éléments  d'Algèbre  de  M.  RorcHÉ.  (Ch.  B.) 
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2**  Pile  quadrangulaire  : 


2 

n,     «'  =:  1 ,      a"  =  /?, 

n  (  «  -4-  I  )  (2  «  + 1  ) 


3^  Pile  rectangulaire.  —  Les  côtés  de  la  base  renfer- 
ment m  et  n  boulets.  L'arèie  supérieure  est  donc  composée 
de  {t?i  —  «4-1)  boulets.  Ainsi 


/?(«  -f- 1 
F  = 


2 
m,     a  =^  m  —  «  H-  i ,      a"  =  w, 

nin  H-  i)f  3w  —  /z  H-  t) 


.r 


4"  Pile  rectangulaire  à  retour  d'équerre. —  Soient  m,  ni 
n  les  nombres  de  boulets  des  deux  grands  côtés  extérieurs 
et  dupetit  côté.  L'ensemble  peut  être  regardé  comme  formé 
d'une  pile  rectangulaire  dont  la  base  a  pour  côtés  m  et  n 
boulets,  sur  laquelle  s'appuie  une  pile  prismatique  dont 

la  base  oblique  a  — ^ boulets,  chaque  arête  en  ren- 
fermant [m'  —  n).  Mais  celle-ci  peut  être  placée  sur  le 
prolongement  de  la  première,  et  alors  on  forme  ainsi 
une  pile  rectangulaire  dont  la  base  a  (m  -f-  m'  —  n)  et  11 
boulets.  Le  nombre  total  sera  donc 

n{n  ■+■  i){3m  -f-  3m'  —  4«  +  1  ) 
"  = g- —  • 

On  passera  facilement  au  cas  de  la  pile  à  retour  d'é- 
querre figurant  U71  T,  ou  un  double  T,  ou  une  croix,  ou 
divers  côtés  d'un  périmètre  rectangulaire. 
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La  méthode  précédente  est,  comme  on  voit,  très-sim- 
ple, et  facile  à  retenir  et  à  exposer. 


SOLlTIORiS  DE  QIESTIOKS  PROPOSÉES 
UANS  LES  NOUVELLES  ANMLES. 


Question  441 

(voir  i"  série,  t.  XVII,  p.  187); 

Par  m.  C.   MORE  AU, 

Capitaine  d'Artillerie,  à  Constantine. 

Le  produit  de  plusieurs  nombres  consécutifs  ne  peut 
être  une  puissance  parfaite  lorsquun  de  ces  nombres 
est  premier  absolu.  (Mathieu.) 

Cette  propriété  est  une  conséquence  immédiate  du 
postulatuni  de  M.  Bertrand. 

Il  résulte,  en  effet,  de  ce  poslulatum  que,  pour  a>  2, 
il  y  a  au  moins  un  nombre  premier  entre  a  et  o.a. 

Or,  pour  que  le  produit  de  plusieurs  nombres  consé- 
cutifs puisse  être  une  puissance  parfaite,  il  faut  évidem- 
ment, si  Tuu  d'eux  est  un  nombre  premier  absolu  p^ 
que  son  double  ip  s'y  trouve  aussi-,  mais,  d'après  ce  qui 
a  été  dit  plus  haut,  le  nombre  premier  q  immédiatement 
supérieur  à  p  est  toujours  compris  entre  ^  et  ip  \  \\  fait 
donc  partie  du  produit;  et,  en  continuant  le  même  rai- 
sonnement, on  voit  que  le  produit  considéré  devrait  con- 
tenir tous  les  nombres  premiers  supérieurs  à  /),  ce  qui 
est  impossible  puisqu'il  est  forcément  limité.  Donc,  etc. 
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Question  953 

(voir  7.*  série,  t.  VIII,  p.  33C]; 

Par    m.    MORET-BLANC, 

Professeur  au  lycée  du  Havre. 

1°  Tromper  deux  entiers  n  et  p  [n  <^  p)  tels,  qu'on  ait 

1  +  2  -1-  ...  H-  «  =  («-+-  I  )  -+-...  +  /?. 

Ce  problème  re\^ient  à  V un  quelconque  des  deux  sui- 
vants : 

Trouver  un  entier  tel,  que  son  carré  augmenté  de  i 
soit  égal  au  double  dhin  carré  ;  ou 

Trouver  deux  entiers  consécutifs  tels,  que  la  somme 
de  leurs  carrés  soit  égale  à  un  carré. 

2°  Trouver  deux  nombres  entiers  n  et  p  tels,  quon  ait 

i  -h  2  -^  .  .  .-\-  n  =  p^. 

Ce  problème  revient  à  l'un  quelconque  des  deux  sui- 
vants : 

Trouver  un  entier  tel,  que  son  carré  diminué  de  i 
soit  égal  au  double  d'un  carré ^  ou 

Trouver  deux  entiers  consécutifs  tels,  que  la  somme 
de  leurs  carrés  soit  égale  à  un  carré  augmenté  de  i. 

(Laisawt.) 

i"  Exprimant  que  la  somme  des  deux  membres  de 
l'égalité  est  double  du  premier,  on  a 

f-lfL^LLl  —n{n  +i)     ou     p^-h  p  =  2n'+  in. 

2 

Multipliant  cette  dernière  égalité  successivement  par  4 
et  par  2,  et  ajoutant  i,  il  vient 

{"ip  H-  l)'=  2(  2«  -4-  i)' —  I, 

p'-{-  ip-h  ^Y={9.n-hlf^. 
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n[n  -+-i)  =^  2p-     ou      «'H-  n  =3  2/j'. 
Les  mêmes  opérations  donnent 

(2«  +  l)'=  ^{ipY-h  1, 

On  reconnaît  les  divers  énoncés  des  deux  questions. 
Revenons  à  la  première,  et  considérons  l'équation 

2(2/?  H-  i/—  I  =  f2/?  H-  l)% 

où ,  pour  abréger,  nous  poserons  2«-+-i  =  x,  Q.p-+-i  =j  ; 
ce  qui  donne 

(i)  2.r=— i=j-, 

OÙ  a:  et  r  devront  être  des  nombres  entiers  impairs. 
On  aperçoit  immédiatement  une  solution,  x  =  r,  j=  i. 

Bien  cfu'elle  soit  étrangère  à  la  question  qui  nous 
occupe  (elle  donne  n  =  o,  ^;  =  o),  nous  allons  voir  que 
toute  solution  de  l'équation  (i)  en  fait  trouver  une  se- 
conde, celle-ci  une  troisième,  et  ainsi  de  suite  indéfi- 
niment. 

En  effet,  soit  x  =  h^  y  =  k  une  solution  de  l'équa- 
tion (1),  en  sorte  que 

2  h'—  i  =  A\ 

Retranchant  cette  égalité  de  (1),  il  vient 

2(.r2—  h')  =j'—  k' 
ou 

2(.r  -f-  h){x  -h)=  ( j  -\-  k]{y  -  k). 

Multiplions  les  deux  membres  par  vs,  r  et  s  étant  deux 
indéterminées  5  on  a 

2/-5(.r  -^  h){.r  —  h)  —  rs{y  -\-  k)[j-  —  k), 
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équation  à  laquelle  ou  peut  satisfaire  en  posant 

2A-(^  —  h)  =s{y  +  k), 


d'où  l'on  tire 

(2/-2+  s'')h  +  irsk 


J 


(2^2-4-  s'')k  -{-^rsh 


"xr^  —  s-  '  •xr'^  —  s"- 

Ces  valeurs  seront  eu  général  fractionnaires  5  mais,  si 
on  pose 


2/--  —  s^  ir^  —  ^-' 

les  valeurs  de  x  et  y  deviendront 

X  =  ha  -+-  kv  ,      j)=  2 /«c  -f-  kii  ; 

u  et  V  devant  satisfaire  seulement  à  la  condition 
(  2  )  «^  —  2  P^  =:  1  ; 

X  et  j^  seront  des  nombres  entiers,  si  l'on  prend  pour  u 
et  V  des  entiers  satisfaisant  à  l'équation  (2).  Or  une  so- 
lution s'aperçoit  immédiatement 

w  =  3,      «'  =  2. 

Remplaçant  m  et  ^'  par  ces  valeurs  dans  les  expressions 
de  X  et  j^,  on  a 

(3)  A-=3A  +  2/-,     y  =z  ^h-[-'àk. 

Remplaçant  h  et  A"  d'abord  par  1,  puis  successivement 
par  les  dernières  valeurs  trouvées  pour  x  et  j^  on  ob- 
tient les  séries  de  valeurs  suivantes  : 


y 


29 
4' 


169 

23q 


985 
1393 


5741 
8119 


33461 
47321 


d'où  l'on  tire  pour  n  et  pour  p  les  séries  de  valeurs 


«  =  G 
p  =  o 


'4 
20 


84 

I  jq 


492   I   2870 
696  I  4^59 


16730 
23660 
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Remarque .  —  Chaque  valeur  de  x  ou  de  y^  à  partir 
de  la  troisième,  est  égale  à  6  fois  la  précédente,  moins 
l'antéprécédente.  Cette  loi,  qu'on  peut  vérifier  sur  les 
valeurs  précédentes,  est  facile  à  démontrer. 

Soient  x\  x'\  x'"  trois  valeurs  consécutives  de  x\ 
y'  1  ï" tj'"  ^^^  valeurs  correspondantes  de  j'.  On  aura 

Éliminaiit  successivement  entre  ces  quatre  équations  les  j" 
et  les  X,  on  trouve 

x'"  =z  6^"  —  .r',     y'"  —  6j"  —  y. 
Résolvons  maintenant  l'équation 

(2«  H-  l)==  2(2/>)'-4-  I, 

ou,  en  posant  2  7i  +  i  =j> ,  2/J  =  x, 

J^rz:  2Jr^H-  I. 

Elle  est  identicjue  à  l'équation  (2).  On  eu  connaît  donc 
une  solution 

r  =  3 ,    X  =  2 , 

et  la  formule  (3),  qui  est  encore  applicable  à  ce  cas,  per- 
mettra d'en  déduire  d'autres. 
On  trouve  ainsi 


X  =  2 

,2| 

70 

408 

2878 

i386o 

80782 

r  =  3 

•7 

99 

577 

3363 

19601 

i 14243 

d'où 

n  =  I 

8 

49 

288 

1681 

9800 

57121 

p  =  i 

6 

35 

204 

1189 

6930 

40891 

La  loi  de  formation  des  valeurs  de  x  et  7  est  la  même 
que  dans  le  cas  précédent. 
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Remarque.  —  La  substitution  d'un  autre  des  systèmes 
précédents  de  valeurs  de  .r,  j  au  système  2  et  3  dans  les 
valeurs  attribuées  à  «  et  à  t^  ne  donne  pas  des  valeurs 
différentes  de  celles  que  nous  avons  obtenues. 


Question  975 

(voir  î*  série,  t.  VIII,  p.  5G3); 

Par  m.  a.  GUÉBHARD, 

Étudiant  en  Médecine. 

Étant  donnés  une  surface  du  second  ordre  et  un  plan 
quelconque,  trouver  sur  cette  surface  un  réseau  de 
courbes  conjuguées  {^c^ est- à-dire  telles  que  les  tangentes 
à  ces  courbes  en  un  point  soient  conjuguées  relative- 
ment à  r  indicatrice.)  se  projetant  sur  le  plan  suivant  un 
réseau  orthogonal.  (Pubaucour.) 

Si  nous  posons,  d'après  la  notation  habituelle, 

dz  =  p  dx  -\-  q  dy , 
dp  =  /•  dx-  +  s  dy, 
dq  ^=z  s  dx  H-  t  dy, 

les  cosinus  des  angles  que  font  avec  les  axes  coordonnés 
deux  tangentes  conjuguées  sont  proportionnels  à 

dx,  dy,     pdx-^qdy, 

dp,      —  dq,     pdq  —  qdp. 

Par  conséquent,  si  nous  prenons  pour  plan  des  xy  le 
plan  donné,  Téquation  différentielle  du  réseau  orthogo- 
nal, projection  du  réseau  conjugué  cherché,  seia 

dy         dp 
d.v         dq 

ou 

dy'        r  —  tdy 

Ànn.  de  Muihrmni.,  2^  série,  l.  XI.  (Avril  iS^2.  I?. 
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Soit  la  surface  proposée 

A./^  + A'ji'  +  A"3^ 

-1-  1  B JZ  ^-  2  B'z.r  H-  2.  B".rj-  -+-  2  C  x  -i-  2  €' ;'  -r-  2  C"z  -+-  D  .=  O . 

Si  ce  n'est  point  une  surface  cylindrique,  elle  a  pour  con- 
tour apparent  sur  le  plan  donné  une  certaine  conique 
réelle  ou  imaginaire  dont  nous  pouvons  prendre  un  foyer 
pour  origine  et  l'axe  focal  pour  axe  des  x.  Les  coefficients 
de  l'équation  de  la  surface  vérifieront  alors  les  relations 

BB'  —  A"B"=:o, 
BC"  —  C  A"  =  o, 

(B'C"— CA")-  +  (C"^  — A"D)[B'  — A'A"  — (B'^— AA")]=o; 
et,  si  l'on  appelle  A  Xinvariant 

AA'A"  —  AB^  —  A'B'-'  —  A"B"=  -f-  2BB'B"  (*), 

qui  se  réduit  ici  à 

(B=  — A'A")(B'^  — AA") 

U' ' 

et  y  la  quantité 

(B-— A'A")(A"C-B'C") 
P ' 

on   trouve  pour l'expression  fort  simple 

jcy\  —  7J 

Si  A  =  o,  la  surface  donnée  étant  un  paraboloïde,  y  ne 
peut  être  nul,  et  l'équation  diUerentielle  (i)  se  réduit  à 

dY'  X  dy 

^  +  2-  -f-  — i  =  o; 

dx'^  j    dx 


'*;  Voir  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  2®  série,  t.  IX,  p.  liç>. 


(  »79 
elle  peut  s'écrire 


=  dx, 


et  donne  un  système  de  paraboles 

toutes  homofocales  à  celle  du  contour  apparent,  et  qui 
sont  à  elles-mêmes  leurs  trajectoires  orthogonales,  lors- 
qu'on donne  au  paramètre  des  valeurs  de  signes  contrai- 
res. 

Si  A  n'est  pas  nul,  nous  pouvons  appeler  c  l'excentri- 
cité -  de  la  conique  du  contour  apparent,  et  l'équation  à 
intégrer  devient 

dy        ~\^        (.r  —  cy-\-j^  —  c'         dy 


ld[x-c)\ 


[x—c)y  d{x—c) 


On  y  reconnaît  immédiatement  l'équation  des  trajectoi- 
res orthogonales  d'un  système  de  coniques  homofocales  à 
celle  du  contour  apparent, 

[x  —  c]^  jr^ 


p2  p2  c^ 

On  sait  que  ces  trajectoires  sont  elles-mêmes  les  coniques 
homofocales  aux  premières  et  d'espèce  différente  repré- 
sentées par  l'équation 


J' 


Dans  le  cas  des  surfaces  coniques,  c  =  o,  et  le  réseau 
orthogonal  se  réduit  à  un  système  de  cercles  concentri- 
ques et  de  droites  passant  par  le  centre  commun,  qui  est 
la  projection  du  sommet  du  cône  :  résuftat  facile  à  pré- 
voir a  prion\  puis([ue,  dans  toute  surface  dévcloppable, 

12. 


(   tSo  ) 
la  caractéristique  recliligne  en  un  point  est  la  conjuguée 
de  toute  tangente  à  une  courbe  quelconque  tracée  sur  la 
surface  par  ce  point  (*). 

Mais  tous  les  calculs  qui  précèdent  deviennent  illu- 
soires si  A"  =  o,  c'est-à-dire  si  la  surface  donnée  admet 
une  direction  asymptotique  perpendiculaire  au  plan 
donné;  le  contour  apparent  se  réduit  alors  à  deux  points 
réels  ou  imaginaires  situés  sur  une  droite  toujours  réelle 
que  l'on  peut  prendre  pour  l'un  des  axes  coordonnés  si 
elle  est  située  à  une  distance  finie,  c'est-à-dire  si  B  et  B' 
ne  sont  pas  nuls  en  même  temps  :  on  retrouve  alors  les 
mêmes  systèmes  orthogonaux  que  dans  les  cas  précédents, 
ellipses  et  hyperboles  homofocales  si  A  n'est  pas  nul, 
paraboles  homofocales  si  A  est  nul. 

Si  B  et  B'  sont  nuls  en  même  temps  que  A",  le  réseau 
se  réduit  à  deux  systèmes  orthogonaux  de  droites  paral- 
lèles, sauf  le  cas  où  la  surface  serait  un  paraboloïde  de 
révolution  autour  de  l'axe  des  z,  car  alors  B''  =  o,  A  :=  A' 
et  le  réseau  conjugué  sur  la  surface  se  confond  avec  le 
système  orthogonal  des  parallèles  et  des  méridiens  ou  des 
lignes  de  courbures,  et  se  projette  sur  le  plan  donné  sui- 
vant un  système  de  cercles  concentriques  et  de  droites 
passant  par  le  centre  commun. 

Il  ne  reste  plus,  pour  compléter  la  question,  qu'à 
examiner  le  cas  d'une  surface  cylindrique.  Si  nous  pre- 
nons le  plan  des  zx  parallèle  à  la  direction  des  généra- 
trices, nous  trouvons  /■  =  o,  5  =  0  et  le  réseau  se  réduit 
en  projection  à  un  double  système  orthogonal  de  droites 
parallèles;  résultat  facile  à  prévoir  sans  calculs,  car, 
d'après  la  définition  même  des  tangentes  conjuguées  (**). 
la  tangente  à  une  courbe  quelconque  tracée  par  un  point 


(*)  Voir  J.-A.  Se»Î!^'.-,  Cotas  de  Calcul  différentiel  et  intégral,  §  677. 
'**)   \'oir  J.-A.  Sebrit,  Cours  de  Calcul  différentiel  et  intégral,  §  Zl'. 


(  '8i  ) 
de  la  surface  du  cylindre  a  toujours  pour  conjuguée  la 
génératrice  qui  passe  en  ce  point  :  les  génératrices  forment 
donc,  sur  la  surface,  l'un  des  systèmes  du  réseau  conjugué*, 
Tautre  sera  formé  par  les  sections  planes  perpendicu- 
laires à  la  projection  de  ces  génératrices  sur  le  plan 
donné. 

Si  le  cylindre  est  perpendiculaire  au  plan  donné,  le 
réseau  conjugué  se  confond  à  la  limite  avec  le  système 
orthogonal  des  génératrices  et  des  sections  droites;  mais 
il  n'y  a  plus  alors,  à  proprement  parler,  de  réseau  en 
projection. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret- Blanc,  profes- 
seur au  lycée  du  Havre. 


Question  976 

(  voir  ?.'  série,  I    Vlll,  p.  563); 

Par  m.  O.   CALLANDREAU. 

Etant  donnés  sur  un  plan  deux  cercles  et.  un  point, 
mener  par  le  point  une  sécante  telle,  que  ses  parties  inté- 
rieures aux  deux  cercles  soient  entre  elles  dans  un  rap- 
port donné.  [Construction  géométrique  de  la  sécante.) 

Soit  O  le  point  donné;  soient  C,  C'ies  centres  des  deux 
cercles  donnés;  soit  enfin  ABDE  la  sécante  menée  aux 
deux  cercles  par  O  :  AB  est  la  partie  de  la  sécante  inté- 
rieure à  la  circonférence  C,  DE  la  partie  intérieure  à  la 
circonférence  C.  On  doit  avoir,  d'après  l'énoncé,  en 
supposant  le  problème  résolu, 

AB  _  m 
D  È  ~  7  * 

Soient  R  et  h  le  rayon  de  C  et  la  perpendiculaire 
abaissée  de  C  sur  la  sécante,  R'  et  h'  le  rayon  de  C  et  la 
perpendiculaire  abaissée  de  C  sur  la  sécante,  ou   doit 


(  i8--  ) 
aussi  avoir 

R'  —  A'   _  m' 
R'^  —  h"  ~  ^' 

Désignons,  pour  abréger,   n*R*  — m^R'^  par  K*, 

(  «/i  H-  ///A'  )  (  «A  —  mh'  )  =  K'. 

Si,  à  partir  de  C,  dans  un  sens  contraire  à  CO,  on  porte 
\n  —  ij  fois  CO,  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'extré- 
mité de  cette  ligne  sur  ABDE  sera  égale  à  n/z;  de  même, 
si  l'on  porte,  à  partir  de  C,  dans  un  sens  contraire  à 
CO,  [m  —  i^  fois  la  longueur  CO,  la  perpendiculaire 
abaissée  de  l'extrémité  de  cette  ligne  sur  la  sécante  sera 
égale  à  mh' .  Cela  aura  lieu  quelle  que  soit  la  position  de 
la  sécante. 

Comme  les  extrémités  des  lignes  peuvent  être  détermi- 
nées par  les  données,  on  voit  que  le  problème  est  ramené 
au  suivant  : 

Par  un  point  donné  O,  mener  une  sécante  telle,  que 
le  produit  de  la  somme  par  la  différence  des  perpendi- 
culaires A],  7^2,  abaissées  de  points  donnés  Oj,  Oj  sur 
la  sécante,  soit  égala  une  quantité  donnée. 

Ce  problème,  si  je  ne  me  trompe,  a  déjà  été  résolu 
par  Lamé  dans  son  ouvrage  :  Examen  des  dffé rentes 
méthodes  employées  pour  résoudre  les  problèmes  de 
géométrie.  Ainsi  le  problème  proposé  serait  à  la  rigueur 
résolu;  mais,  pour  compléter  la  démonstration,  je  vais 
reproduire  à  peu  près  la  solution  que  Lamé  donne  du 
problème  auquel  j  ai  ramené  le  proposé. 

Si,  à  partir  de  O3  et  dans  le  sens  de  OOj,  on  mène  une 
longueur  O1O3  égale  à  00,.  la  perpendiculaire  abaissée 
de  O;,  sur  la  sécante  représentera  //i -f- ^2  si  les  perpen- 


(  '83  ) 
diculaiies  sonl  cl  un  même  côté  de  la  sécante,  h^  —  h^  si 
elles  sont  de  côtés  difleieiits. 

Si,  à  partir  de  Oi  et  dans  un  sens  contraire  à  OOg,  on 
porte  une  longueur  O1O4  égale  à  OOj,  la  perpendiculaire 
abaissée  de  O4  sur  la  sécante  représentera  A,  —  h^  ou 
//,  H-  //2,  suivant  que  les  perpendiculaires  seront  ou  ne 
seront  pas  d'un  même  côté  de  la  sécante. 

Mais,  dans  tous  les  cas,  le  produit  des  perpendiculaires 
abaissées  de  O3  et  de  O4  (  points  déterminés)  sur  la  sécante 
est  égal  à  (/?i  —  As)  (Aj  -\-1h)  ou  à  K"^ 

On  pourrait  répéter  le  même  raisonnement  en  prenant 
pour  point  de  départ  Oo. 

La  question  est  donc  de  résoudre  ce  nouveau  problème  : 

Par  un  point  donné  O,  mener  une  sécante  telle,  que  le 
produit  des  perpendiculaires  abaissées  sur  elles  de  deux 
points  donnés  O3,  O4  soit  égale  ii  une  quantité  donnée¥J. 

Or  ce  pioblème,  comme  il  est  facile  de  le  voir,  revient 
à  mener  par  le  point  O  des  tangentes  à  l'ellipse  ayant 
pour  foyers  O3,  O4,  et  pour  petit  axe  K. 

Ce  problème  étant  un  de  ceux  qu'on  sait  résoudre,  le 
.problème  primitif  est  résolu. 

Il  admet  deux  solutions  ou  n'en  admet  aucune,  suivant 
que  le  point  O  est  extérieur  ou  intérieur  à  l'ellipse. 

Dans  le  cas  très-particulier  où  le  point  O  serait  sur 
l'ellipse,  il  n'y  aurait  qu'une  solution. 


Sur  la  question  990 

(  voir  même  tome,  p.  80)  ; 

Par    m.    h.    D'OVIDIO, 

Professeur  à  N;iples. 

Dans  une  Note  publiée  dans  le  Giornale  di  Materna, 
tiche  de  Naples  (*),  j'ai  donné  des  formules  qui  permet- 

(  ")  Vol.  V  m,  p.  24 1 ,  Nota  su  pitnti,  piani  e  ictte  in  coordinate  omogenee. 


(  i84  ) 
tent    de   démontrer   et    même   de   généraliser    la    ques- 
tion 990. 

Soient  Al,. . .,  Ai  /es  sommets  fVuii  tétraèdre  ;  Ui,...,  a^ 
les  faces  ;  V  le  volume;  x^,  ..._,j:„^  les  distances  rVun 
point  arbitraire  Pia.  aur  faces ^  I\.^  (ou  D.,^)  la  direction 
positive  de  la  droite  qui  joint  les  points  Aa^Aj; 
cî,.  (  =  — $u,)  la  distance  des  points  K,i,h-^.  La  question 
peut  alors  s^ exprimer  par  l  équation 

(^)  T!  ^'•.r^asOras^ar^^s  COS(Dar,Dai)  =:  O, 

rs 

rs  désignant  un  arrangement  binaire  des  indices  i,  2, 
3,  4?  ^f  ^^  somme  s"" étendant  à  tous  les  arrangements 
avec  répétition. 

Mais  on  a,  plus  généralement,  pour  deux  points  A»,  A^  : 

(2)  y^  x^,x.^,a,a,So.ràus  cos(Dar,  Da,)  =  0, 

c'est-à-dire 


{^Q-bis)  ^  AaArAgA^  cos(A„Ar,ApA^)Var"VV=:  o, 

appelant  V„_,...  les  volumes  des  tétraèdres  AaAaAsA*,..., 
avec  des  signes  convenables. 

Pour  démontrer  l'équation  (2),  je  supposerai  connue 
la  relation  suivante  (*)  : 

8iV^^„.j^-,,.cos(D,,,Dv,,) 

("^i  \  =    V   Xo,,a;i;tJ.-^./-.^„«;flia„a„OMÔm„  COS(Dm,  Dmn), 

!  if, ,  mit 

où  ik^  mn  sont  deux    arrangements  binaires,   égaux  ou 

(*)  Loco  citato,  équation  (i64). 


(  i85  ) 
différents,  des  indices  i,  2,  3,  4*  Si  l'on  change  (3,  X,  (x 
en  r,  j3,  5,  et  si  l'on  remarque  que 

3V  pour  kz=Lr  3V  pour  nr=s 

0  pour  A-  <  r  o  pour  n^s 

cette  relation  devient 

i  9V^(î<„.^^,cos(D„„Dp,) 

(4)  j  =  y.  ~^ai  -r^m  ^1  ^m  ^/r  S„,s  COS  (  D,>,  Dm,  )  • 


Et  si  l'on  substitue  la  valeur  de  o„rOp,cos(D„r, Dp,),  don- 
née par  l'équation  (4),  dans  la  somme  (2),  celle-ci  se  ré- 
duit à 

ir,  iiis 

Or,  d'après  Téquation  (3),  cette  expression  équivaut  à 

qui  est  nulle,  car  ^^^  z=  d^^=z  o.  Ainsi  l'équation  (2)  est 
démontrée. 

Voici  une  autre  relatioi),  qui  a  de  l'analogie  avec  la 
relation  (2).  Eu  désignant  par  X,,...,X4  les  plans  des 
faces  rtj,.. .,«-,;  par  X,,  Xji  deux  plans  quelconques  5  par 
D„fj,D„^,...  les  droites  XaXp,X„ Xi,...  5  par^^_,...  les  dis- 
tances des  sommets  Aj,...  au  plan  X,,  etc.  ;  on  a 

(5)        2  ?ar?ji,«r«.siri(Xa,X,)  sin(Xp,X,)  cos(Dar,Dp,)  =  o. 

rs 

On  déduit  cette  nouvelle  équation  de  la  suivante  (*)  : 

8iV^sin(X„,X;,)sin(X),,Xi,)cos(Dap,D-,J 
,— ^  iaii^k^im^vnaiaka„a„sm(Xi,Xk)  sin(X„„X„)  cos(D,i,Dm„). 

ikj/nn 
(*)  Loco  citato,  équation  (i65). 


(   i86  ) 
On  peut  établir  l'équation  (2  bis)  d'une  autre  manière. 
Si  Pi,...,P„  désignent  des  forces  appliquées  à  un  point  O, 
Rieur  résultante,  P', ,...,P'„  des  forces  applitjuées  à  un 
autre  point  C,  et  R'  leur  résultante,  on  a 

(6)  2  P,P;cos(Pp,P'J  =  RR'cos(R,R'), 

rs 

7\î  étant  un  arrangemeat  binaire  des  indices  i,  2,...,n. 
Or  si  l'on  pose,   en  conservant  la  notation  employée 
par  M.  Padova, 

P,  =  0A,  ^,-..,      P,  =  0A.,^,      V,  =tétr.OA,AjA,,..., 

X  t 

P',  =  0'A,^,.-.,      P',  =0'A,  ^,      V,  ^ztétr.O'A^AjA^,..., 
.r  t 

on  aura,  comme  il  a  été  démontré  par  M.  Padova, 

R  =  o,     R'=:o; 
par  conséquent  la  relation  (6)  deviendra 

^  OÂ,  Ô%  ces  '\Ôkr,  Ô^Â3 )  Vr  V'^  =  o, 

rs 

qui  équivaut  à  l'équation  (2  his). 

Un  procédé  semblable  nous  conduit  à  une  nouvelle 
démonstration  de  l'équation  (5). 

Remarquons  d'abord  que  la  formule  (6)  subsiste  pour 
des  systèmes  de  forces  agissant  dans  un  même  plan,  mais 
non  appliquées  à  un  même  point.  Or  si,  suivant  les  droi- 
tes Da,...,D^,,  on  fait  agir  des  foi'ces  proportionnelles 
aux  produits 

(7)  rt,  2„_sin(X„,X,),.  .  •  ,      rt4Ha,sin(X<„X4), 

on    trouve    aisément    que     la  somme    des  moments    de 


(  i87  ) 
ces  forces   par   rapport   au  pied   de  la  perpendiculaire 

j;„(i=  I,  2,3,4)  est  \  ar'^arOci'\  xl'^  indiquant  la    dis- 

tance  de  ce  pied  au  plan  X^.  Et  comme  on  sait  que  cette 
somme  est  nulle,  on  conclut  que  les  forces  {7)  se  font 
équilibre. 

Cela  posé,  si  l'on  applique  l'équation  (6)  au  système 
(7)  et  au  système 

a,  Ç^,  sin  (Xg,  X,  ), .  .  . ,     «4  ^p^  sin  (  X^,  X4  ), 
qui  est  aussi  en  équilibre,  on  retombe  sur  l'équation  (5). 


Question  1023 

(Toir  2°  série,  t.  X,  p.  192); 

Par  m.  GAMBEY, 

Professeur  au  lycéo  de  Saint-Etienne. 

Le  triangle  ABC  et  le  triangle  A'B'C,  formé  enjoi- 
gnant les  pieds  des  hauteurs  de  ABC,  ont  leur  axe 
d'honiologie  perpendiculaire  à  la  ligne  qui  joint  le 
point  de  concours  des  hauteurs  au  centre  du  cercle  cir- 
conscrit. (Lemoine.) 

Soient  a,  |b,  y  les  points  de  concours  des  côtés 
(BC,  B'C),  (CA,  C'A'),  (AB,  A'B'), 

I  le  centre  d'homologie, 

M,  N,  P  les  milieux  des  côtés  BC,  CA  et  AB; 
on  sait  que  les  trois  points  a,  [3,  y  sont  situés  sur  l'axe 
d'homologie  des  triangles  ABC,  A'B'C. 

Pour  démontrer  la  proposition,  il  suffit  de  faire  voir 
que  la  droite  aj3y  est  l'axe  radical  des  circonférences  cir- 
conscrites aux  deux  triangles,  car  on  sait  que  le  cercle 
circonscrit  à  A'B'C  (cercle  des  neuf  points)  a  son  centre 
au  milieu  de  01. 


(  ^88  ) 
Considérons  le  point  a.  par  exemple.  Je  dis  que 

aB.aC=:aM.aA'. 

En  effet,  le  faisceau  (C,  BA'Ca)  étant  harmonique,  on 
a,  abstraction  faite  du  signe  des  segments, 

^=:  — :     d'où     A'B.«C  =  A'C.aB; 
A'C       aC' 

mais 

A'B  =  «B  — aA'      et      A'C  =  aA'  — aC; 

donc,  eu  substituant,   effectuant  les   calculs   et    trans- 
posant, 

2aB.aC=  (aB  -)-  aC).aA', 

puis 

aB.aC=  — — "^"       .aA'=aM.aA\ 
2 

Le  point  a  est  donc  d'égale  puissance  par  rapport  aux 
deux  cercles. 

Ou  répéterait  la  même  démonstration  pour  le  point  |3, 
par  exemple. 

Donc  aj6y  est  l'axe  radical  des  deux  cercles. 

c.    Q.    F.    D. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-Blane,  pro- 
fesseur au  lycée  du  Havre;  A.  Pellissier,  capitaine  d'artillerie  à  Douai; 
O.  Callandreau,  candidat  à  l'École  Polytechnique;  et  H.  Lez,  à  Lorrez. 


CORRESPONDANCE. 


1.  Nous  avons  reçu  les  ouvrages  suivants,  dont  nous 
rendrons  compte  dans  un  prochain  numéro  : 

Cours  d'analyse  infinitésimale,  par  M.  Ph.  Gilbert, 
de  Louvain. 


(  i«9  ) 

Traité  élémentaire  de  calcul  différentiel,  contenant 
la  théorie  des  courbes  planes  avec  de  nombreux  exem- 
ples, par  M.  Benjamin  Williamson,  de  Trinity  Collège 
Dublin. 

Questions  de  trigonométiie ,  méthodes  et  solutions , 
avec  plus  de  4oo  exercices  proposés^  à  Vusage  des 
candidats  aux  Ecoles  et  de  MM.  les  officiers  de  l'armée 
et  de  la  marine,  par  M.  A.  Desboves,  agrégé  et  docteur 
es  sciences,  professeur  au  lycée  Condorcet. 

2.  C'est  par  méprise  qu'on  a  inséré  comme  énoncé  de  la 
question  1066,  et  avec  des  restrictions  inutiles,  un  lemme 
incident  qui  n'avait  pour  but  que  la  démonstration  d'une 
proposition  sur  les  nombres  entiers.  Cette  proposition 
nous  avait  été  communiquée  par  M.  P^ealis  dans  les 
termes  suivants  : 

«  Quelque  valeur  entière  que  Ton  donne  à  a,  l'ex- 
pression 

«(rt  +  i)(2«-!-i)(3a^  +  3<7-|-i)'" 
2.3"' 

dans  laquelle  m  est  un  entier  positif,  ne  peut  devenir  la 
(2/;i  H-  3)""""  puissance  d'un  nombre  entier. 

»  On  excepte,  bien  entendu,  les  valeurs  «  =  0,  et 
a  ■= — I,  qui  annulent  l'expression  considérée.  » 

3.  M.  Gambey,  professeur  au  lycée  de  Saint-Etienne,  et 
M.  A.  Pellissier,  capitaine  d'artillerie  à  Douai,  nous  font 
observer  que  la  question  1068  est  résolue  p.  i63,  i65 
et  188  du  Traité  de  Géométrie  analytique  de  G.  Salmon 
(édition  française),  ce  qui  nous  dispense  d'en  insérer  la 
solution. 
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QUESTIONS. 


107 4'.  Étant  donné  un  polygone  plan  et  convexe  dont 
deux  côtés  consécutifs  quelconques  font  un  angle  con- 
stant, on  sait  que  le  lieu  du  point  tel  qu'en  projetant  ce 
point  sur  les  côtés  du  polygone  et  joignant  les  projections 
consécutives  par  des  droites,  on  forme  un  polygone  d'une 
aire  donnée,  est  une  circonférence.  Quand  la  valeur  de 
Faire  varie,  on  obtient  diverses  circonférences  qui  ont 
toutes  même  centre  O.  Démontrer  que  ce  point  O  est  le 
centre  des  moyennes  distances  des  sommets  du  polygone 
primitif,  ou,  plus  généralement,  des  points  qu'on  obtient 
en  prenant  les  centres  de  tous  les  couples  de  deux  côtés 
séparés  par  un  même  nombre  k  de  côtés;  ce  point  O  est 
aussi  le  centre  des  moyennes  distances  de  ses  projections 
sur  les  côtés  du  polygone.  Voir  ce  que  deviennent  ces 
théorèmes  quand  ces  côtés  deviennent  infiniment  petits, 
et  que  le  polygone  se  transforme  en  une  courbe  plane  et 
convexe.  Ou  retrouvera  en  particulier  une  proposition 
bien  connue  de  Steiner,  relative  au  centre  de  gravité  de 
masses  appliquées  aux  diflerents  arcs  infiniment  petits 
égaux  de  la  courbe,  et  inversement  proportionnelles  aux 
rayons  de  courbure  correspondants.  (F.  Didon.) 

1075.  Le  nombre  des  nombres  premiers  compris  entre 
un  nombre  entier  positif  A  et  son  double  est  moindre  que 
celui  des  nombres  premiers  non  supérieurs  à  A. 

(LlONWET.  ) 

1076.  Etant  donnés  une  droite  et  un  point,  on  mène 
par  le  point  deux  cercles  tangents  à  la  droite  et  se  cou- 
pant sous  un  angle  donné,  puis  la  seconde  tangente  com- 
mune à  ces  deux  cercles.  Le  lieu  du  point  symétrique 
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du  point  donné  par  rapport  à  cette  tangente  décrit  un 
limaçon  de  Pascal,  qui  a  pour  l'un  de  ses  foyers  le  point 
donné.  L'autre  foyer  est  le  point  symétrique  donné  par 
rapport  à  la  droite  donnée.  (H.  Faxjre.) 

1077.  Appelant  projections  d'un  point  sur  une  courbe 
les  pieds  des  normales  abaissées  de  ce  point  sur  la  courbe, 
on  demande  : 

i*'  Quel  est  le  lieu  des  projections  d'un  même  point 
sur  toutes  les  droites  qui  passent  par  un  point  donné  ? 

2°  Quel  est  le  lieu  des  projections  d'un  même  point 
sur  toutes  les  circonférences  qui  passent  par  deux  points 
donnés  ?     • 

3°  Quel  est  le  lieu  des  projections  d'un  même  point 
sur  toutes  les  paraboles  qui  passent  par  trois  points 
donnés  ? 

4°  Quel  est  le  lieu  des  projections  d'un  même  point 
sur  toutes  les  coniques  qui  passent  par  quatre  points 
donnés  ? 

5°  Peut-on  déduire  de  la  solution  de  cette  dernière 
c[uestion  les  solutions  des  questions  précédentes  ? 

(Mannheim.) 

1078.  On  donne  une  courbe  plane  quelconque  et  la 
tangente  at  au  point  a  de  cette  courbe.  On  mène  la 
corde  bc  parallèlement  à  la  tangente  at.  Lorsque  bc  se 
rapproche  indéfiniment  de  at^  en  restant  parallèle  à  cette 
droite,  on  demande  : 

1°  La  limite  des  positions  de  la  droite  ae  qui  joint  le 
point  a  au  milieu  e  de  la  corde  bc.  On  obtient  ainsi  à  la 
limite  la  droite  que  M.  Transon  a  appelée  axe  de  dévia- 
tion de  la  courbe  en  a  -, 

2°  La  limite  des  positions  du  point  de  rencontre  des 
axes  de  déviation  de  la  courbe  en  è  et  c  5 

3"  La  limite  des  positions  des  droites  qu'on  obtient  en 
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joignant  le  point  a  aux  points  d'intersection  des  cercles 
osculateurs  de  la  courbe  donnée  en  h  el  c\ 

4°  La  limite  des  positions  du  point  de  rencontre  de  la 
corde  commune  à  ces  deux  circonférences  et  de  la  tan- 
gente at.  (Mainnheim.) 

1079.  Montrer  que  pour  toute  valeur  entière  et  positive 
du  nombre  m  la  suite  terminée 

2  2  2  2    2    2 

-m m(m  —  \)-^-  t:  -z  m  [m  —  i]{rn  —  i , 

1  I  3  10  0 

2  2   2    2 

ô  "^  ~  w(/72  —  i)("'  —  i]{m  —  3)  -t-.  .  . 

I  3  5  "^ 

a  pour  valeur 


(Haton  de  la  Goupillièke.) 

1080.   Montrer  que  pour  toutes  les  valeurs  entières  et 
positives  des  deux  nombres  m  et  n  la  suite  terminée 

I         n        I  n{n  —  i)        i  n[n  — 1){«  —  2)        i 

m         \  m  -\-  \  1.2        /w  H-  2  1.2.3  /7i  -i-  3 

n[n  —  i)(«  —  2)(/2 — 3)         1 

1.2.3.4  /«  -t-  4 

a  pour  valeur 

I  .2.3.4-  •  '{fn  —  i) 


(«  +!)(«  -^-  2)...(/2  +  m) 

(Haton  de  la  Goupillière.) 

1081.  Trouver  l'enveloppe  de  la  corde  commune  à 
une  ellipse  et  à  son  cercle  osculateur  ;  trouver  le  lieu  des 
milieux  de  ces  cordes  (*).  (E.  Lemoine.) 

(*)  La  recherche  de  l'enveloppe  de  la  corde  commune  à  une  parabole 
et  à  son  cercle  osculateur  fait  l'objet  de  la  question  644,  t.  II,  2^  série; 
elle  est  résolue  page  4 '6.  C'est  une  parabole. 
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ÉTUDE  GÉOMÉTRIQUE  SIR  LE  MOUVEMENT  D IXE  SPHÈRE 
PESANTE  GLISSANT  SIR  M  PLAN  HORIZONTAL  ; 

Par   m.   h.  RESAL. 


Il  m'a  paru  intéressant  de  chercher  à  arriver  géomé- 
triquement aux  curieuses  propriétés,  toutes  géométriques 
d'ailleurs,  du  mouvement  d'une  bille  qui  glisse  sur  un 
plan  horizontal^  propriétés  auxquelles  Coriolis  est  arrivé 
par  une  belle  analyse,  peut-être  un  peu  difficile  à  suivre 
à  cause  du  grand  nombre  de  notations  qu'elle  comporte. 

J'ai  été  conduit  à  un  certain  nombre  de  théorèmes  qui 
avaient  échappé  aux  investigations  de  Coriolis. 

Je  suppose  que  la  sphère  soit  composée  de  couches 
concentriques  homogènes,  et  je  néglige  le  frottement  de 

m 


IG 


\ 


^  F  ?  A 


roulement,  eu  égard  à  sa  faible  importance  relative  de- 
vant le  frottement  de  glissement,  ce  qui  revient  à  consi- 
dérer la  réaction  normale  du  plan  comme  passant  géo- 
métriquement par  le  point  d'appui. 
Soient  {Jig.  i)  : 

G  le  centre  de  figure  de  la  sphère,  qui  est  en  même 
temps  son  centre  de  gravité; 

Ann.  de  Malhêmat.,  2*^  sério,  t.  \1.  (M.tï  iS^2.)  i3 
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A  son  point  Je  contact  avec  le  plan  liorizonlal  xy^ 

M  sa  masse; 

R  son  rayon  ; 

R-MR^  son  moment  d  inertie  par  rapport  à  un  dia- 
mètre quelconque,  K^  étant  égal  à  |  si  la  sphère 
est  homogène  ; 

F  le  frottement  de  glissement; 

Geo,  Ga  les  axes  respectifs  de  la  rotation  instan- 
tanée w  et  de  l'accélération  angulaire  a  :  nous 
supposerons  que  le  sens  positif  pour  w  et  a  est 
celui  pour  lequel  ces  deux  rotations  ont  lieu  de 
la  droite  vers  la  gauche  pour  l'observateur  couché 
suivant  roG  et  aG,  en  ayant  les  pieds  en  G; 

^  l'accélération  de  G  parallèle  à  F  et  de  même  sens. 

D'après  un  principe  connu^  on  a 
(i)  F  =  Mç). 

La  force  d'inertie  d'un  point  quelconque  m  de  M 
dans  son  mouvement  autour  de  G  considéré  comme  fixe 
est,  comme  on  le  sait,  la  résultante  des  forces  semblables 
dues  à  l'accélération  angulaire  a  et  à  la  force  centrifuge 
de  .'«,  résultant  de  la  rotation  co  autour  de  Goi. 

Les  forces  centrifuges  s'entre-détruisant,  et  n'ayant  ainsi 
aucune  influence  sur  le  mouvement  de  M  autour  de  G,  il 
est  permis  d'en  faire  abstraction.  Les  forces  d'inertie  dues 
à  l'accélération  angulaire  ont  pour  moment  —  K^MR^a, 
dont  l'axe  est  Ga,  et  qui,  ajouté  géométriquement  à 
celui  de  F,  doit  donner  un  résultat  nul,  ce  qui  exige  que 

—  K=i\IR'a-^  FR  =  o, 
ou 

i'i)  K'MRz  =  F, 

et  ce  qui  «'xprimr,  que 
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i"  L'axe  de  V accélération  angulaire  est  perpendicu- 
laire au  plan  GAF  ; 

Et  comme  conséquence  que  : 

2°  La  composante  de  la  rotation  instantanée  autour 
de  la  verticale  est  constante. 

Cette  composante  ne  jouant  aucun  rôle  au  point  de 
vue  du  glissement,  et  même  sous  celui  du  roulement, 
nous  pouvons  en  faire  abstraction  et  supposer  horizontale 
la  droite  Gw. 

Les  équations  (i)  et  (2)  donnent,  par  l'élimination 
de  F, 

(3)  —  K'Ra4-?  =  0. 

Portons  verticalement  au-dessus  de  G  la  longueur 
GB  =  K'R,  et  considérons  le  point  B  comme  appartenant 
à  la  verticale  du  centre  de  gravité  au  mouvement  duquel 
il  participe.  Le  point  B  suivra  une  courbe  (B)  identique 
à  la  trajectoire  de  G,  mais  comprise  dans  un  autre  plan 
horizontal. 

Dans  le  mouvement  de  la  sphère,  l'accélération  de 
celui  m  de  ses  points  qui  se  trouve  en  B  se  compose  de 
l'accélération  horizontale  o  —  «GB,  qui  est  nulle  d'après 
l'équation  (3),  et  de  l'accélération  verticale  oj-GR.  Or  la 
première  de  ces  accélérations  est  la  résultante  de  l'ac- 
célération tangentielle  et  de  la  composante  horizontale 
de  l'accélération  centripète  de  m  sur  sa  trajectoire;  et 
comme  ces  deux  composantes  sont  rectangulaires,  il  faut 
que  chacune  d'elles  soit  nulle.  Il  suit  de  là  que,  en 
projection  horizontale  : 

3*^  Le  point  m  décrit  sur  sa  trajectoire  deux  chemins 
élémentaires  égaux  dans  deux  éléments  égaux  et  suc- 
cessifs du  temps,  et  qui  sont  en  ligne  droite ,  ce  qui 
exige  quen   B  la   trajectoire  présente   en  général  un 

i3. 
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point  (Viiijlexiuii,  et  que  la  vitesse  atteigne  un  niaxi- 
niuin  ou  un  minimum  ; 

4°  Le  plan  osculateur  de  cette  trajectoire  en  B  est 
vertical,  et  raccélération  centripète  correspondante 
a  pour  expression 

orGB  =  w'K-R. 

Soient  {Ji§.  2)  : 

f«'R,  Bm'"  lesdeux  éléments  consécutifs  décrits  par  m 

avant  d'avoir  atteint  le  point  cVinflexion  B  et  an 

delà  de  ce  point; 
B'  la  position  de  B  au  bout  du  temps  dt-^ 
///,  le  point  qui  passe  par  B'  quand  m  est  en  m'"  -^ 
m\^  m'[  les  positions  de  ce  point  contemporaines  de 

celles  m',  B  de  m  ; 
n\^  n'\  les  projections  de  m',  et  ni\  sur  la   tangente 

en  B'  à  la  trajectoire  de  m,. 


Fig.   i. 


Comme  la   distance  min^   reste  invariable,  on  a,  aux 
termes  près  du  ti  oisième  ordre  que  nous  négligerons, 


et 


/  ///,  =1  B  m'\  =  /;/'"  B'  =  /??'  n\  =  B  //', , 
B'  m".  =  B'  n",  =r  ni ,  m",  =  n'  n", . 


La  vitesse  de  m,  en  B',  étant  maximum  ou  minimum, 
ne  diffère  de  celle  qu'il  possède  en  ///,    et  ///"  que  des 
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termes  du  second  ordre;  nous  avons  donc  n\  n\  =  //",  B', 
aux  termes  près  du  troisième  ordre.  Il  résulte  de  là  que 
B'/n'",  B/î",  in'n\  sont  parallèles;  qu'il  en  est  do  même 
de  m'" m'  et  B'n', ,  et  enfin  que  W tn'\  ip:  lim'". 
Donc  : 

5''  Les  poi/its  décrivants  de  la  courbe  (B),  considérés 
comme  appartenant  à  la  sphère,  ont  une  vitesse  con- 
stante en  grandeur  et  en  direction,  et  qui  ne  dépend 
que  des  conditions  initiales  du  mouvement. 

On  a  aussi  le  théorème  suivant  : 

6^  Si  Von  fait  abstraction  de  la  composante  centri- 
pète autour  de  G 0),  V accélération  d' un  point  quelconque 
est  celle  qui  résulte  de  l'accélération  angulaire  trans- 
portée en  B  autour  d'un  axe  ^(/.'parallèle  à  Ga.  Ce 
théorème  n'est  qu'une  conséquence  immédiate  de  la  com- 
position de  9  et  a,  considérés  respectivement  comme  une 
translation   et  une  rotation. 

On  déduit  de  là  [fig.  i),  en  ayant  égard  à  l'équa- 
tion (3),  qiie  : 

y"  La  composante  liorizotitale  M'  de  laccéléralion 
du  point  de  contact  A  a  pour  expression 


(4)  >F  =  aBA=<p(i+j^^ 


et  quelle  est  dirigée  dans  le  sens  de  la  force  V . 

Les  propriétés  ci-dessus  énoncées  du  mouvement  de  la 
sphère  sont  complètement  indépendantes  de  la  nature  de 
la  force  F. 

Avant  de  supposer  que  cette  force  est  proportionnelle 
au  poids  du  corps  ou  qu'elle  est  constante,  nous  établi- 
rons le  théorème  sui\anl.  (jui  parait  pres([U('  é\ident,  et 
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qui  peut  permettre  de  simplifier  certains  problèmes  rela- 
tifs au  glissement  d'un  corps  sur  un  plan  : 

8°  Si  un  solide  terminé  par  une  surface  continue  se 
meut  de  telle  manière  quune  série  d' éléments  consé- 
cutifs fie  cette  surface  glissent  successivement  sur  un 
plan,  la  -vitesse  de  glissement  w  sera  à  chaque  instant 
égale  et  par'allèle  à  la  'vitesse  d^un  point  géométrique  q 
se  mouvant  en  vertu  de  la  vitesse  initiale  de  glisse- 
ment iVy  et  de  r accélération  du  point  de  contact  estimée 
dans  le  plan. 

Considérons,  en  effet,  deux  éléments  consécutifs  a,  ^' 
de  la  surface  du  corps  qui  viennent  successivem.ent  se 
mettre  en  contact  avec  le  plan,  et  soit  [a)  leur  arête 
commune.  La  vitesse  iv' de  chacun  des  points  de  [a)  au 
bout  du  temps  dt  sera ,  en  employant  une  notation 
connue  (*), 

(v'  z=  w  -{-  ^  dt, 

puisque  les  points  appartiennent  à  y..  Mais  les  mêmes 
points  de  Farête  {a)  doivent  alors  avoir  la  même  vitesse 
translatoire  que  l'élément  u.'  auquel  elle  appartient  : 
donc  il  suit  que  w'  devient  la  vitesse  de  glissement 
de  /z',  et  ainsi  de  suite. 

Ainsi  la  variation  géométrique  de  la  vitesse  de  glisse- 
ment au  bout  du  temos  dt  est  la  même  en  grandeur  et  en 
direction  que  celle  d'un  point  fictif  q.  animé  primitive- 
ment de  la  vitesse  iVo,  et  dont  l'accélération  serait  con- 
stamment '"^,  ce  qu'il  fallait  établir. 

Corollaires.  —  Désignant  par  (q)  la  trajectoire  du 
point  q,  on  l'econnait  sans  peine  que  : 


(*)   f'oir  mun  Traite  de  Ciitémati</uc  pure  pour  en  qui  est  relatif  aux 
sommes  {jéomolriqucs. 
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i)"  La  courbe  [</)  sera  une  parabole  du  second  degré 
si  r accélération  du  [Joint  de  contact  est  constante  en 
grandeur  et  en  direction  ; 

10°  Le  lieu  [q)  sera  une  droite  si  la  direction  de  r  ac- 
célération ^f  coïncide  à  cliaque  instant  avec  celle  de  la 
vitesse  de  glissement.  Dans  le  cas  oit  V accélération  ^ 
est  constante,  la  vitesse  de  glissenienl  suit  la  loi  du 
mouvement  unijorménient  varié. 

Revenons  au  cas  de  la  sphère,  et  appelons^  le  coefli- 
cient  de  frottement  de  glissement,  et  g  raccéléraiiou  de 
la  pesanteur  5  nous  aurons,  puisque  l'inertie  n'influe  en 
aucune  façon  sur  la  pression  exercée  sur  le  plan, 

d'où 

Mais  la  force  F,  et  par  suite  l'accélération  ^,  est  dirigée 
en  sens  inverse  de  la  vitesse  de  glissement  iv,  ce  qui 
prouve  que  [q)  est  une  ligne  droite  et  que  la  direction 
de  IV  ou  de  F  est  constante  (10'*).  Donc  : 

11°  Le  Jrottement  de  glissement  j'este  parallèle  à 
une  direction  constante  qui  ne  dépend  que  des  condi- 
tions initiales  du  mouvement  ; 

loP  La  vitesse  de  glissement  suit  la  loi  du  mouvement 
uniformément  retardé, et  est  représentée  par  la  formule 

Wo  étant  sa  valeur  initiale  : 

i3*^  Le  temps  t    au  boni  (hupiel  ccHv  vitesse  est  nulle. 
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qui  déjinit  V  époque  à  laquelle  commence  le  roulement  y 
est  donné  par  Véquation 

(6)  .^^i^ry.. 

i4°  Pendant  le  glissement,  le  centre  de  la  sphère, 
par  suite  le  point  de  contact  géométriqiLe,  décrit  une 
parabole  du  second  degré  [théorème  de  J.-A.  Euler  {**)], 
ce  qui  n'est  qu'une  conséquence  de  ce  que  l'accélération  ^ 
est  constante  en  grandeur  et  en  direction. 

Equation  de  la  trajectoire  parabolique.  —  Soient  Wq 
la  vitesse  constante  en  grandeur  et  en  direction  des  points 
de  la  sphère  qui  se  succèdent  en  B5  (^  la  vitesse  du  centre 
de  gravité  G.  JNous  allons  chercher  à  exprimer  v  en  fonc- 
tion de  Mo  et  w. 

Nous  avons 

l    //„  =  f -)- wGB  ^  c  4- wK^R, 

(7)  _____ 

(    a-  =  c  —  w  GA  :=  c  —  w  R  ; 

d'où,  en  multipliant  la  seconde  équation  par  K^  et  l'ajou- 
tant à  la  première, 

(8)  -=«ÎL±^. 

Soient  maintenant  Ao  la  projectioti  horizontale  de  la 
position  initiale  de  G;  AoJ^,  hr^j  les  parallèles  aux  direc- 
tions de  j/q  et  ''^09  ^0  la  valeur  initiale  de  v.  Nous  avons 


(*)  En  supposant  K' =  r>  on  tombe  sur  iin  résultat  obtenu  par  Coriolis 
par  une  méthode  indiquée  plus  loin. 

(**)  Jean-Albeit  F.uler,  fils  du  célèbre  Léonard  Euler,  né  à  Saint- 
Pétersbourg  en  1734,  mort  en  1800.  II  entra  à  l'Académie  de  Berlin  à  l'âge 
de  vingt  ans,  fut  professeur  de  physique  à  Saint-Pétersbourg  et  secrétaire 
de  l'Académie  des  Sciences  de  cette  ville.  Ses  principaux  Mémoires  ont  été 
publies  dans  les  Recueils  de  Berlin,  de  Municli  et  de  Goltingue. 
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VU  plus   haut   que  cp  est   constamment  dirigée  en   sens 
inverse  de  Aç,y. 

Les  composantes  de  Vq  suivant  Ao^t"  et  Aoj  étant,  d'a- 
près la  formule  (8), 


iH-  R»         i-t-  R' 

on  a,  en  appelant  x,  y  les  coordonnées  de  la  projection 
horizontale  A  de  G  au  bout  du  temps  t, 

^9)    -^^TTr^''   ^^^TTR^'-T^^TTR^-'^-^r' 

d'où,  par  l'élimination  de  f,  pour  l'équation  de  la  trajec- 
toire de  A, 

Des  équations  (8)  et  (9)  on  peut  déduire  facilement 
la  valeur  t'  du  temps  au  bout  duquel  le  glissement  cesse; 
car  la  première  de  ces  équations  donne,  en  supposant 
w  =  o. 


i-fR- 


ce  qui  exprime  que  y  devient  parallèle  à  A^x^  ou  que 

dr 

dx 


dr 

-y-  =:  o.  La  seconde  des  équations  (9)  donne,  par  suite, 


i+R 

d'où 


et  l'on  retombe  ainsi  sur  la  formule  (6),  que  nous  avons 
établie  d'une  autre  manière. 
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Les  coordonnées  de  rcxtréniilé  de  ia  irajecioire  para- 
bolique ou  correspondant  à  la  valeur  ci-dessus  du  temps 
sont 

,  _      K-HqWv  ,  _         K^         u'I 

Le  rayon  de  courbure  p  en  B  de  la  trajectoire  du  point 
de  la  sphère  (jui  passe  par  ce  point  au  bout  du  temps  t 
peut  facilement  se  construire.  Nous  avons,  en  effet, 
d'après  le  théorème  (4), 

P 

Mais  de  la  première  équation  (7)  on  tire 

dt         I  -t-  K- 


^=^(/-^î^)"« 


Ce  rayon  est  donc  constant. 


ETUDE  D  IJ.\  COMPLEXE  Dl  SECO\D  ORDRE 

(snlte,  voir  même  tome,  p.   97); 

Par  m.  PAINVIN. 


§11. 

13,  Si,  dans  l'équation  (3),  n^S,  on  regarde  «i,i'i,  vv^i 
comme  des  coordonnées  variables  et  qu'on  supprime  les 
indices,  on  a  l'équation  suivante  : 

\  A((t'„i'  — ('„(i'r-hB(«o"'— "'o«')'H-C(('o«— «o")*' 

\  — [a  —  «,,  '  —  {•'  —  <'i^      —(M'  —  uv)==u, 
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laquelle  représente  une  eonique,  enveloppe  des  droites 
du  complexe  situées  dans  le  plan  Ilf^oj  ^^o^  ^^o)  '  "O"** 
dirons  que  c'est  une  conique  du  complexe,  et  nous  la 
désignerons  par  F. 

Celte  équation  développée  peut  s'écrire 

//'(CcJ  +  Bo'';;  —  IJ-H  (^-(A(i'^  -f-  C«';^  —  l) 
(35)      '  ^ 


Le  centre  de  celte  conique,  ou  le  pôle  du  plan  de  l'infini, 
a  pour  équation 

(36)  luu  -h  ('oC  +  a'ocv  —  (  al  -t-  rj  -\r  a'I)  =  o; 

ses  coordonnées  .Ti,  rn  ^i  sont 

.r,  j,  z,  I 


(36  ^-z 


«;  -i-  i';  -i-  »' 


on  voit  que  ce  sont  les  coordonnées  du  pied  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  centre  O  de  l'ellipsoïde  sur  le  plan 

(  «0,  ''o,  'l'o  )       ou       «0-^  +  <'o  J   +  "'o-  —  I  =  O. 

Donc  : 

Théorème  \I.  —  Les  droites  du  complexe,  situées 
dans  un  plan  fixe  H,  enveloppent  une  conique  T  dont 
le  centre  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
centre  O  de  F  ellipsoïde  sur  le  plan  H. 

On  voit,  par  l'équation  (35)  ou  les  valeurs  (36  his)^ 
(}ue  la  conique;  Y  n'est  jamais  une  parabole,  tant  (jue  le 
plan  n  n'est  pas  à  l'infini,  puisque  celte  conique  ne  peut 
pas  être  touchée  par  le  plan  de  l'infini. 

Quand  le  plan  H  esl  à  l'infini,  la  conique  F  devient  le 
cercle  imaginaire  de  l'iiifini. 
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16.   Lequalion  tangeniielle  générale  des  surfaces  ho- 
mofocales  de  l'ellipsoïde  donné  est 

(37)     a^u-  ~  b''v^  -h  c^(v-  —  I  -+-  >. («5  -|_  t)=  -i-  «.' j  =  0, 

X  étant  un  paramètre  arbitraire. 

Si  l'on  exprime  que  la  surface  (Sj)  touche  le  plan 
("o^^î'^^o)'  on  a 

/q  sera  le  paramètre  tiingentiel  de  la  surface  unique 
lioraofocale  touchant  le  plan  II. 

Soit  J  le  point  de  contact;  par  le  point  J  passent  trois 
surfaces  homofocales  dont  une  touche  le  plan  H  en  J; 
une  des  normales,  JC,  à  ces  surfaces,  sera  perpendiculaire 
au  plan  H,  et  les  deux  autres,  JA  et  JB,  seront  dans  ce 
plan.  Si  Ton  imagine  le  cône  du  complexe  ayant  son 
sommet  en  J,  les  axes  de  ce  cône  seront  les  droites  JA, 
JB,  JC;  le  plan  II  coupera  le  cône  suivant  deux  généra- 
trices tangentes  à  la  conique  F,  dont  le  centre  est  le  pied  I 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  O  de  l'ellipsoïde 
sur  le  plan  ;  JA  et  JB  seront  les  bissectrices  de  ce  système 
de  tangentes.  Ajoutons  de  suite  que  JA  et  JB  ne  peuvent 
pas  être  parallèles  aux  axes  de  la  conique  F;  car,  s'il  en 
était  ainsi,  JA,  par  exemple,  par  le  centre  1  de  la  conique, 
et  le  plan  AJC,  qui  est  un  des  plans  tangents  aux  surfaces 
homofocales  passant  par  J,  contiendrait  le  centre  O  de 
l'ellipsoïde,  ce  qui  est  évidemment  impossible. 

Le  point  J  est  le  seul  point  du  plan  H  pour  lequel 
deux  des  axes  du  cône  du  complexe,  ayant  son  sommet 
en  ce  points  sont  dans  le  plan  H  lui-même;  car  il  n'y  a 
qu'une  seule  surface  homofocale  touchant  le  plan  D. 

On  peut  se  proposeï'  de  chercher  ([uels  sont  les  points 
d'un  plan  II  donne  pour  lesquels  un  des  axes  du  cône  du 
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complexe  correspondant  à  ces  poinls  se  irouvc  dans  le 
plan  n.  Le  lieu  est  une  courbe  du  3®  ordre. 

17.   L'équation  (35)  de  la  conique  peut  s'écrire 

/  {"l  -)-  ''o  -+-  "'o)('^'«'  -+-  b^o'-\-c-(v'  —  i) 
(39)  !  -^{a^ul^l>U>l-^cUvl  —  l){u'  +  i>'-^<r') 

\  — 2  («|,«-|-r'o('+(t'n«')(«'M„«-4-i'('(if-+-c^«'o(r —  i)r::o. 

Or  les  deux  premiers  groupes  de  termes  de  cette  équation 
donnent,  en  égalant  l'ensemble  à  zéro,  une  surface  homo- 
focale  dont  le  paramètre  tangenliel  est  égal  et  de  signe 
contraire  à  celui  de  la  surface  homofocale  touchant  le 
plan  donné;  d'ailleurs 

est  le  pôle  du  plan  II  par  rapport  à  l'ellipsoïde  donné; 
l'équation 

Mo  II  -f-  «'o*'  4-  "'0"'  =  O 

est  celle  du  point  à  l'infini  sur  une  perpendiculaire  au 
plan  n.  D'après  cela,  l'équation  (Sp)  met  en  évidence  la 
proposition  suivante  : 

Théorème  VIL  —  La  conique  T  du  complexe,  située 
dans  un  plan  II,  est  inscrite  dans  un  cône  ayant  pour 
sommet  le  pôle  du  plan  H  par  rapport  à  r ellipsoïde 
donné  et  circonscrit  à  une  surface  homofocale  dont  le 
PARAMÈTHE  TANGEJNTiEL  est  égal  et  de  Signe  contraire  à 
celui  de  la  surface  homofocale  qui  touche  le  plan  II  ; 
elle  est  également  inscrite  dans  un  cylindre  perpendi- 
culaire au  plan  U  et  circonscrit  à  la  même  surface 
homofocale  que  le  cône  précédent. 

18.  Déterminons  maintenant  les  longueurs  des  axes 
de  la  conique  F  représentée  par  l'étfuation  (35),  Je  rap- 
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pellerai  d'abord  les  formules  suivantes,  démontrées  dans 
ma  Géométrie  de  l'espace,  p.  4^5  : 

Si  l'équation  tangentielle  d'une  surface  du  2^  ordre  est 


{I 


\  An'  -+-  A'c'  -t-  A."iv'  -H  aBvcv  -+■  aB'^rw  +  t.'B" ui> 


-+-  oAUi  +  aC'c  +  -iCiv  -^  D  =  o, 

l'équation  aux  carrés,  p",  des  longueurs  des  axes  sera 

D\o»^-  D'-[D(  A  +  A'  ^  A"  )  —  C^  —  C'^  —  C'-']^' 

-hD[D(A'A"— B-— A"A— B'=-f-AA'— B"=) 

+  2(BC'C"^-  B'^C-f-B'^CC) 

)  —  C'(A'4- A")  —  C''(A"-+- A) 

(II)      ^  —  C"'{A  ^  A')]p' 

A       B"     B'       C     j 

B"     A'      B       C    ! 

I   =0. 

B'      B        A"     C"  I 

C      C     c"    D    ! 
La  direction  des  axes  étant  définie  par  les  équations 


[IIIl 


cosa        cosfj cns7 


les  quantités  ît,  t',  w  seront  déterminées  à  l'aide  des  équa- 
tions 

'    (A  —  k\u  -t-  î>"('  -t-  B'(t'  ^-  C  =  o, 

B"//-^(A'—  /•)''  —  K"'  -f-  C'  =  o, 

W II  4-  Bt»  ^  (A"  — /■)<»' +C"=o, 

C  a  -i-  C  c  +  C"ci  -r-  D  =  0  ; 


(IV) 


(V) 


K-  k  n"          B'  c 

B"  A'  —  /.           B  C 

B'  B  A"  —  /•  C" 

C  C              C"  D 
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19.  Appliquons  ces  formules  à  l'équation  (35)  de  la 
conique  F. 

Nous  poserons  : 

;'  8  =  «'^  +  <'- 4- »'',  cercle  imaginaire  de  l'infini; 

I  (j  =  BCw'+CA»''+ABtv%  section  de  la  surface  G  par 

^^  '    j  le  plan  de  l'infini; 

!  ^=za-u'-hb-i''^-i-c-n'' — I,  ellipsoïde  donné  ; 

§  =o  est  l'équation  tangentielle  du  cercle  imaginaire  de 
l'infini;  Ç=o  est  l'équation  tangentielle  de  la  section 
de  la  surface  G  par  le  plan  de  l'infini  -^  ^^  z=  o  est  l'équa- 
tion tangentielle  de  l'ellipsoïde  donné. 
Nous  poserons  encore 

(4i)  i 

Les  équations  (I)  et  (V)  deviennent  alors  respectivement, 
la  première  (I)  : 

(42)  sip^  —  .s„(e.s„  4-  s  -  Op'  +  (So^o  —  ^So  —  5o)  =  o, 

on 

(42/;/^)  Sjp^  — MS„p'  +  N  =  o; 

la  seconde  (V)  : 

(43)  P  —  {eS„  +  ^„  _  i)  X-  +  (s„g„  —  es,  —  5„)  =  o, 
ou 

(43 /jf^)  X-^  —  M  X- 4- N  =  o. 

Ainsi  Véqnation  {^"i-)-,  ou  [/\2  his)^  donne  les  can'és 
fies  longueurs  des  axes  de  la  conique  F,  située  dans  le 
plan  [uq,  Py,  Wo)  ;  Véquation  (43),  ou  (43  bis)^  donne  la 
quantité  h,  qui  permettra,  à  l'aide  des  relations  (III) 
et  (I\  ),  //'^  15,  de  déterminer  les  directions  de  ces  axes. 
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Le  calcul  qui  conduit  aux  équations  (42)  et  (43) 
n'étant  ni  long  ni  difficile,  je  me  dispenserai  d'en  écrire 
les  détails. 

20.  Avant  de  tirer  de  ces  formules  les  propriétés  fon- 
damentales qu'elles  renferment,  je  vais  compléter  ce 
premier  calcul  en  déterminant  la  direction  des  axes  de  la 
conique  T. 

Après  y  avoir  remplacé  les  coefficients  A,  A', .  •  •  par 
ceux  de  l'équation  (35)  de  la  conique  F,  les  trois  pre- 
mières équations  (IV),  n°  18,  peuvent  s'écrire 

[  [(jû — A(/-t-i)]«  -i- AMo  =  «o[BCtto"  -i-CAPof'H-ABM'o«'], 

(1°)  <  [g„— B(/.-f-i )]«'-+- 6(^0=  «'o[BC;i„«  +  CA('oC-l-ABM'o«'], 

'  [Ço— C(>?-+i)]«'-i-C«'o=M'o[BCK,"-HCAcofH-AB«'o(v]; 

d'où  l'on  déduit 

j  [g„-A(A-  +  i}]^  +  A  =  [(,;-B(^-M)];^  +B 

=  [g„-C(/-f-i)]-  +  C. 


(^. 


En  désignant  par  ^i  la  valeur  commune  des  rapports  (2°), 
on  en  tire 

Il  —  A 


:3-) 


'■(/„-  C(/?-hi)' 

si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  (1°),  on 
constate  qu'elles  se  réduisent  à  des  identités,  ce  qui  de- 
vait être. 

Substituons  alors  dans  la  quatrième  des  équations  (1^  ), 


'^0 

^1»  ' 

-  A(A-f-i) 

a  —  B 

-B(/--^i) 

p.  — C 
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n*'  18,  qui  n'a  pas  encore  élé  utilisée,  et  qui  est,  dans  le 
cas  actuel, 

UqU  -i-  ('(,p  +  n\i\>  —  Sp  =3  o; 

on  trouve  que,  eu  égard  à  l'équation  (43  his),  le  coeffi- 
cient de  y.,  savoir  : 


4- 


est  nul  ;  on  a  donc 

Or,  d'après  les  équations  (III),  n°  18,  on  a 

cosa[go— A(A-+i)]_cosp[go— B(/l-^i)]_coS7[go— C(X-^0] 
u^[^  —  A)  Co(  y.  —  B I         ~        H'ofp.  —  C) 

Introduisons  dans  ces  égalités  la  valeur  p.  =  co  ,  on  en 
conclut  que  les  angles  a,  |3.,  y  de  la  conique  (F)  avec  les 
axes  sont  déterminés  par  les  équations 

(   cosa[go  — A(/;-  -'^-i)]  _  cosp[fi  — Bf/;  +  i)] 

(44)    !  ""  ~  "" 

_cos7[g„-C(.^-H-i)l 
—  ■ , 

où  k  est  une  des  racines  de  l'équation  (43). 

On  peut  encore  déterminer  les  axes  de  la  conique  (F  ) 
par  les  équations  suivantes  : 

(44^,,)  *  -UOo-A(/--M)i^^-i-^-:[l,o-B(^-H.)];^ 


La  première  de  ces  équations  représente  le  plan  de  la 
conique-,  la  seconde  est  celle  d'un  plan  perpendiculaire 

Ann.  de  Malhémal.y  2"  série,  t.  XI,  (Mai  1872.)  l4 


(    2IO    ) 

à  celui  de  la  conique  et  parallèle  à  la  direction  (a,  (3,  y) 
des  axes  de  la  conique. 

Dans  ces  équations,  A"  désigne  une  des  racines  de  l'é- 
quation (43),  savoir  : 

(43)       /?■'  —  (eS°  H-  5„  —  i)/-  -+-  (s„(J„  _  e§,  —  5o)=  O. 

On  vérifie  aisément  que  les  deux  plans  (44  ^")  sont  per- 
pendiculaires entre  eux,  ce  qui  doit  avoir  lieu  d'après  le 
tliéorème  M,  n°  15. 

[La  suite  proc/iainement.) 


DÉMONSTRATION  DE  DEIX  THÉORÈMES  DE  GÉOMÉTRIE; 

Par  m.  Ernest  PADOVA, 
Élève  à  rÉcole  Normale  de  Pise. 


Si  l'on  représente  par  les  deux  équations 

X'x  +  Y'r  -h  Z'z  -4-  Vt  =  G, 
X"x-f-  Y">+  Z"z  -^V't  =  o, 

une  droite ,  on  peut  prendre  pour  coordonnées  de  la 
droite  les  quantités 

J=Y'Z"— Z'Y',  G=Z'X'  — X'Z",-  H=X'Y"— Y'X", 
L  =  X'T"— T'X",     M  =  Y'T"— T'Y",      N  =  Z'T"— T'Z", 

entre  lesquelles  a  lieu  la  relation 

JL  -f-  GM  +  HN  =  o, 

parce  que  les  rapports  de  cinq  de  ces  quantités  à  la 
sixième  déterminent  complètement  la  position  de  la 
droite. 
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On  pourrait  prendre  aussi,  pour  coordonnées  de  la 
droite,  les  six  quantités 

f  =  y'z"-z!y\       g^^j:"-a:'z",      h  =  x'j"-y'.r% 
l  =  .r't"  —  t'x",       m  =  r't"—  t'y",      n  =  z' t"  —  t' z" , 

entre  lesquelles  a  lieu  la  relation 

//  -{-  gm  —  Itn  =  G, 

où  x',y\  z\  t'  et  x",  j",  z" ,  l"  représentent  les  coor- 
données de  deux  points  de  la  droite  donnée. 

1 .  Recherchons  maintenant  l'expression  de  la  distance 
de  deux  points  x^^j^^  Zi,  t^  et  x^^  y,,  z^,  t.^  au  moyen 
de  ces  coordonnées  y,  g^  /?,  /,  m,  Ji. 

Pour  cela,  commençons  par  observer  que  la  distance 
entre  deux  points  en  coordonnées  quadrilinéaires  peut  se 
mettre  sous  la  forme 


nbcd 


cjV^ 


AB   ,  ,  ,       A.C    , 


cd 

ad' 

~b^ 
ac 


bd 


BC 


M-.^0(^>-'O-^-^(j.-j,)(2, 


\y^—JAV^~t,) 


CD 

'ab 


di^r 


']• 


OÙ  a,  Z>,  c,  d  sont  les  faces  du  tétraèdre  fondamental,  où 
AB,  AC,  CB,  AD,  BD,  CD  en  sont  les  arêtes,  et  où  V  en 
est  le  volume. 

Pour  transformer  cette  équation  en  coordonnées  de 
droites,  il  convient  de  prendre  pour  coordonnées,  non 
pas  les  simples  distances  x,  j,  z,  t  des  points  de  quatre 
plans  fixes,  mais  quatre  autres  variables  qui  sont  liées  à 

r 
14. 
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celles-ci  parles  relations 

^_— X,      >î-3y^,      --3y^»       ^"=3"v'' 

et  nous  appellerons  alors  J\,  gi.  h^^  /j,  7?/j,  //j  les  quan- 
tite's  composées  avec  les  c,>/)C'  ~  comme  les  quanti  lés  y,. 
g,  //,  /,  m,  /i  Tétaient  avec  x^j.  z,  t. 
Nous  aurons  alors 

et,  par  conséquent, 

?i  —  ?2  =  /'i  —  gi  -~  A,     v^i  —  r.i  -—  —  /fi  -~  /,    ■-  w,, 

et,  en  substituant  dans  la  précédente  expression  de  /*, 
nous  aurons 

/^  =  ^;Âc'-l-//;  AB"+/;BG"-i-  /;  AD' H- /»;  bB' -f- «JCD^ 
-t-23°-,/,AC.ADcosDAC 

-^-g',w,(ÂB'  — ad'  —  BC'  +  CD') 

-+-//,/?,  (ad'  -{-  BC'  —  ÂC'  —  Bd') 

+  /,/,  (ag'  -h  bd'  —  âb'  —  cd'), 

où,  pour  bien  entendre  comment  va  être  étendu  le 
signe  E,  il  faut  supposer  à  cliacune  des  coordonnées  de 
la  droite  attaché  un  côté  du  tétraèdre  (avec  un  signe 
déterminé),  et  que  l'on  fasse  ensuite  toutes  les  combinai- 
sons possibles  deux  à  deux  des  coordonnées  de  la  droite, 
qui  sont  attachées  à  deux  côtés  du  tétraèdre  qui  se  ren- 
contrent. 

Pourvoir  ce  que  représentent  les  trois  derniers  termes 
de  la  précédente  expression,  projetons  le  triangle  ABD 
sur  la  droite  CD;  on  aura 

AB  cos(AB,  CD;  =  AD  cosADC  -i-  DB  cosBDC. 


(  '-^13  ) 
Mais 

2AD.CDcos{ADC)  =  Ad'  +  Cd'  —  AC"  , 

9.HD.CD  cos(BDC)  rr.  Bd'  -h  Cb'  —  LC   . 
Kous  aurons  donc 

2AB.CDcos(AB,CD)  =  AD"  —  AC' —  BD'  H-BC', 
et  semblablenient 

2  AC.BD  cos(AC,  BD)  -  :  Âb"  —  AD   —  BC"  -'-  CD   , 
2AD,BCcos(AD,  BC)  -:  AC    —  AB' —  CD-f-BO', 

de  façon  que  la  dernière  équalion  devienne 

/•'  =/;  Bc'  H-  g]AC  -h  //;  AB"  -+■  l]  AD'  H-  /«^  BD' 
+  r,]  Dc'  -^  2I/,  g,  AC.BC  cos(AC,  BC), 

où  maintenant  le  signe  2  s'étend  à  toutes  les  combinai- 
sons possibles  des  coordonnées  de  la  droite,  prises  deux 
à  deux. 

2.  Déterminons  maintenant  l'expression  du  volume  de 
la  pyramide  qui  a  pour  sommets  les  points  [xyzt)i, 
{xyzt)i,  {xyzt)^,  {xjzt),,. 

Soient  G,  H,  J,  E  ces  quatre  points,  et  indiquons  par 
KQ,  KP,  MQ,  OM  les  traces  des  plans  HGE,  EGJ,  HGJ, 
HJE  sur  le  plan  fondamental  DCD,  et  soitN  le  point  de 
rencontre  des  traces  KP  et  OiM.  Le  point  N  sera,  par 
conséquent,  la  trace  de  la  droite  JE  sur  le  plan  BCD.  Il  est 
facile  devoir,  en  regardant  la  figure,  que  parmi  les  pyra- 
mides formées  par  les  plans  du  tétraèdre  JEGH  et  le 
plan  BCD  existe  la  relation 

JEGH  =  JNPM  -t-  GKQP  —  HOQM  —  EKO^', 


(  2i4  ) 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

JEGH  =  }  (.r.  KQP  ~  .T,  NPM  —  .r,  KON  -  x,  OQM  ) 

Pour  avoir  les  coordonnées  du  point  P  de  rencontre 
de  la  droite  JG  avec  le  plan  BCD,  observons  qu'en  les 
appelant  j'p,  Zp,  fp,  on  a 


J3— Ji> 


R 


d'où  l'on  lire 


70 


rN 


jp 


1^3 


.1',  .r, 


^„  = 


.-r,  ^3  —  ^,  r. 


etl  on  pourrait  avoir  de  même  les  coordonnées  des  autres 
points  où  les  arêtes  de  la  pyramide  EJGH  percent  le 
plan  BCD.  Si  maintenant  on  considère  les  points  du 
plan  BCD  par  rapport  au  triangle  BCD  pris  comme 
triangle  fondamental  d'un  système  de  coordonnées  trili- 
néaires.  ils  auront  pour  coordonnées 


sinCD 


sinBD 


t'z= 


sinBC 


(  2i5  ) 
où  CD,  BD,  BC  représentent  les  angles  dièdres  qui  ont 
pour    arèies   CD,  BD,   BC    respectivement.    L'aire   du 
triangle  PQK  est  alors  représentée  par(SALM0N,  Sec- 
lions  coniques) 


BD.DC.BG 

8a'  sinBD~sinDGirnBC 


Mais  on  a  aussi,  si  X  est  l'ordonnée  x  du  point  A, 
X.BD 


sinBD 


,       X.DC  ,       X.BC 


sinDG 


sinEG 


de  façon  que 
abcd 


PQK= 


a'j  V-*  {JC^—X;,)[X2—x^)(x^ — ^"4) 


abcd 


■27  V'  [Jl:,—Xi)[x^—.T^){a:^—x^) 


X|  J-,  z,  ^1 

X:  y-t  Zj  /j 

■^.1  y-s  -3  ^ 

.r4  j-4  Z4  A 


^1-^3  —  ^3''l 

t ^X \  ~~  c  [X^ 


De  même,  on  aurait 


NPM 


abcd 


27V3  (^3— x,)(x3— .rj)(.r3— a:4j 


KON  = 


a/^cû?  x\ 

27  V^  (  .r,  —  .r^  )  (,r3  —  x^  )  [x,  —  x,  ) 


X^ 

Jl 

^i 

^< 

X-, 

y  2 

3, 

^ 

Xi 

yi 

^.1 

^3 

Xi 

y^ 

-4 

^ 

.r, 

j'. 

z, 

f, 

Xi 

j'î 

Z, 

tl 

•^3 

J3 

Z3 

ti 

•».•* 

r« 

z. 

ti 
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On  aura  donc 

ahcd 
3JEGH  =  -— -     j- 

X 

){Xi—X^ 

) 

< 

.7 

,2 

4 

(^. 

—  x,)(^, 

—  X,)     ■    (.r,- 

-•=^4) 

2^3- 

-0 

.7", 

J. 

z,      t, 

^, 

J-. 

Zi 

^ 

Xi 

y^ 

Zl       /j 

ahcd 

X., 

J2 

3: 

<'2 

Xz 

J3 

Z3         ^3 

27  V^ 

x^ 

J'3 

Z3 

^3 

X, 

J'4 

z,      t, 

•2^4 

J'4 
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expression  qui  donne  immédiatement  la  condition  si 
connue  pour  que  quatre  points  se  trouvent  sur  un  même 
plan. 


REMARQUE  SUR  IJN  THÉORÈME  DE  M.  A.  PELLISSIER; 

Par  m.  E.  DE  HU^YADY, 

Professeur  à  l'École  Polytechnique  de  Bude. 


M.  A.  Pelîissier  a  démontré,  même  tome,  p.  44?  It^ 
théorème  suivant  : 

Si,  par  le  foyer  d'une  conique ,  on  mène  des  droites 
faisant  avec  les  tangentes  un  angle  constant,  le  lieu 
des  rencontres  de  ces  droites  avec  les  tangentes  est  un 
cercle. 

Le  cercle,  étant  le  lieu  du  point  INI,  touche  la  conique 
en  deux  points  5  tous  les  cercles  appartenant  aux  diffé- 
rentes valeurs  de  l'angle  a  enveloppent  la  conique  donnée. 

Non-seulement  le  lieu  du  point  M,  mais  aussi  le  lieu 

FM' 
du  point    jNI'  ayant  -— ■  =  «,   en  désignant  par  n  un 

nombre  quelconque  constant,  est  aussi  un  cercle  dont  le 
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FH 

centre  est  sur  la  droite  OF  en  un  point  H  ayant  — —  =  n^ 

et  le  rayon  du  cercle  est  égal  à  — L'équation  du  cercle 

mentionné,  en  désignant  tanga  par  /r,  est  la  suivante 

si  la  conique  est  donnée  par  l'équation 

L'enveloppe  de  tous  ces  cercles,  appartenant  aux  diffé- 
rentes valeurs  de  l'angle  a,  est  une  conique  de  la  même 
espèce  que  la  conique  donnée.  L'équation  de  l'enveloppe 
en  question  est  la  suivante 

[x  +(/2  —  0^]^  __!_  y"^  

n'a'  ~~  «^^  ~" 


CORRESPONDANCE. 


Extrait  dhiue  lettre  adressée  à  la  rédaction. 

Permettez-moi  de  vous  adresser  quelques  réflexions  au 
sujet  de  divers  articles  récemment  publiés  dans  votre 
excellent  recueil.  J'espère  que,  trouvant  dans  ces  obser- 
vations une  preuve  de  Tallention  avec  laquelle  je  lis  les 
Nouvelles  Annales,  vous  les  accueillerez  avec  plaisir. 

I.  Mes  premières  remarques  se  rapportent  à  une  ana- 
lyse, fort  intéressante,  de  l'ouvrage  de  M.  Sclilomilcli  : 
Compendium  der  hàhereji  yiualjsis  (*).  Cet  ouvrage  est 

(*,    Noin-ellfH  Annales,  •>«  K-rio,  l.  1\,  ji.  3S5. 


(  2'8  ) 
fort  bien  fait,  et  mérite  les  éloges  de  M.  Houël;  mais, 
pour   cette   raison   même,   j'aurais  désiré    que  certains 
points  défectueux  fussent  signalés  à  l'attention  de  l'au- 
teur et  du  lecteur. 

Ainsi,  M.  Sclilomilch  donne  (t.  I,  §  i5)  une  démons- 
tration inexacte  de  Téquation  bien  connue 

dx  dy        dy  dx 

11  fait  remarquer  d'abord  que  si  l'on  change  x  en  x-{-h^ 
on  a 

f{x  -H  h, y)  =/{x,y)  -+-  ///;(x  -+-  6//,  j), 

et  il  admet  que,  y  restant  constant  dans  cette  opération, 
6  est  indépendant  dey  [ans  demselben  Grunde  hungt  Q 
nicht  "vonyab).  Cela  posé,  il  démontre  sans  peine,  en 
faisant  varier  y  sans  faire  varier  0,  que  l'on  arrive  au 
résultat  cherché.  Or  ce  point  admis  sans  démonstration 
en  exigerait  une,  ou  plutôt  ce  lemme  est  erroné,  et  0,  en 
général,  est  une  quantité  dépendante  de  j".  Géométrique- 
ment, si  l'on  prend  x^y  pour  coordonnées  horizontales 
ex.  f[x.)y)  pour  ordonnée  verticale  d'une  surface,  le  pos- 
tulat reviendrait  à  ceci  :  prenons  deux  sections  de  la 
surface  parallèles  au  plan  XZ,  et,  sur  chacune  d'elles, 
l'arc  compris  entre  les  plans  x,  x -\-h\  les  points  de  ces 
deux  arcs  où  la  tangente  est  parallèle  à  la  corde  qui  joint 
les  extrémités  de  l'arc  répondent  à  une  même  valeur 
x-\-Bh  de  l'abscisse.  Il  est  visible  que  ce  théorème  est 
inexact. 

L'erreur  a  été  signalée,  au  reste,  récemment  par 
M.  Lindelof,  et  admise  par  l'auteur  d'un  article  du  Bul- 
letin des  sciences  nialhéniatiques  {*).  Mais  je  ne  saurais 
partager  l'opinion  de  ce  dernier  sur  la  légitimité  des 

O  T.  I,  p.  2/5. 
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démonslralions  du  même  théorème  qui  sont  fondées  sur 
ce  îemme  :  Si  ¥{x,  a)  est  infiniment  petit  en  jnôme 
temps  que  a,  quel  que  soit  a:,  il  en  sera  de  même  de 
Dj.F[x,  oc).  «  Cette  proposition,  dit-il,  qui  se  vérifie  sur 
toutes  les  fonctions  continues  que  l'on  rencontre,  nous 
semble  être  une  hypothèse  que  l'on  doit  admettre  au 
même  titre  que  l'on  admet,  pour  toute  fonction  continue 
d'une  seule  variable,  l'existence  d'une  dérivée,  c'est- 
à-dire  que  l'on  exclut  d'avance  Ics^  fondions  discontinues 
ou  oscillantes  c{ui  ne  jouiraient  pas  de  cette  propriété.  » 
Il  me  semble  qu'il  y  a  entre  les  deux  cas  une  différence 
assez  sensible.  L'existence  de  la  dérivée  d'une  fonction 
continue  y(ji:)  en  général,  c'est-à-dire  abstraction  faite 
de  valeurs  isolées  et  exceptionnelles  de  la  vaiiable,  est 
une  propriété  qui  découle  de  la  continuité  de  la  fonction 
et  se  démontre  à  piiori.  De  même,  je  ne  vois  aucun 
inconvénient  à  admettre,  dans  une  démonstration,  la 
continuité  de  la  dérivée  "D^f^x),  en  général  ;  non  plus 
qu'à  admettre,  pour  la  démonstration  du  théorème  qui 
nous  occupe,  que  la  dérivée  J)^J)yf[x,j)  est  une  fonc- 
tion généralement  continue  de  x  et  àej^  parce  que  ces 
diverses  propriétés  résultent  de  la  continuité  des  fonc- 
tions primitives,  et  ne  cessent  d'être  vraies  que  pour  des 
valeurs  particulières  des  variables,  qui  ne  peuvent  se 
succéder  sans  intervalle.  Mais  il  en  est  autrement  du 
Iemme  indiqué  ci-dessus,  qui  suppose  en  réalité  la  con- 
tinuité de  la  fonction  D.,F(x,  a)  dans  le  voisinage  d'une 
valeur  particulière^  a  =  o,  de  la  variable  a.  Aussi,  bien 
loin  qu'il  se  vérifie  sur  toutes  les  fonctions  continues, 
peut-on  citer  un  bon  nombre  de  cas  dans  lesquels  il  est 

en  défaut.  Telle  est  la  fonction  a  sin  -  qui  est  infiniment 

a 

petite  avec  a,  quel  que  soit  x^  tandis  que  sa  dérivée  cos  - 
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ne  tend  alors  vers  aucune  limilc  délcrminée.  Or,  comme 
dans  rapplicaiion  que  l'on  fait  d'ordinaire  de  ce  lemme 
à  la  d'jmonstralion  de  l'équation 

df   ^    d^f  ^ 
dx  dy         dy  d.r 

la  fonction  F(j:,  a)  n'est  autre  que 
/f.r+a,j)— /!^,.r) 

-^ /â(^,  r), 

fonction  qui  nous  est  profondément  inconnue  dans  sa 
nature  intime,  rien  ne  nous  donne  le  droit  de  supposer 
que  la  dérivée  de  cette  fonction  par  rapport  à  x.  lorsque 
Cf.  tend  vers  la  valeur  particuUère  zéro,  ne  devient  pas 
elle-même  indéterminée. 

La  démonstration  de  J 'équation 

par  M.  Schlomilch  (t.  I,  §  ii)  soulève  des  difficultés  du 
même  ordre. 

Enfin  signalons  un  passage  (t.  I,  §  108)  relatif  aux 
solutions  singulières  des  équations  du  premier  ordre. 
D'après  l'auteur,  une  telle  équation  ne  peut  renfermer 
de  solution  singulière,  à  moins  qu'elle  ne  soit  au  moins 

du  second  degré  par  rapport  à  —  [rlie  vorige  Bemerhung 

zeîgl  nun  angenhlicldich  dass  eine  singulâre  Losimg 
f2ur  dann  exisliren  lann^  wenn  die  gegebcne  Gleichung 
weuigstens  voiii  zwciten  Grade  ist).  Il  n'en  est  rien, 
comme  le  montre  immédiatement  l'équation 

qui  admet  la  solution  singulière  }=  x.  M.  Scidomilcli 
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fonde  cette  conclusion  sur  ce  que  la  solution  singulière 
représente  toujours  l'enveloppe  des  intégrales  particu- 
lières, auquel  cas  il  faudrait,  en  effet,  que  celles-ci  se 
coupassent  généralement  deux  à  deux.  Mais  la  solution 
singulière  peut  être  le  lieu  des  points  de  rehrous sèment 
(c'est  le  cas  dans  l'exemple  cité)  ou  des  points  d'in- 
flexion des  intégrales  particulières,  et  alors  le  raisonne- 
ment tombe. 

II.  Dans  le  numéro  d'octobre  1870  (2®  série,  t.  IX, 
p.  4^7)5  ^-l-  I^uclionnet  se  propose  de  déterminer  la  dis- 
tance d  d'un  point  M'  d'une  courbe  gauche,  à  la  sphère 
osculatrice  correspondant  à  un  point  infiniment  voisin  M. 
Les  considérations  dont  il  fait  usage  sont  assez  compli- 
quées :  il  arrive  à  ce  résultat 

e  étant  l'angle  de  contingence  en  IM,  y;  l'angle  de  torsion, 
ds  l'élément  de  la  courbe,  r/S  celui  de  l'arête  de  rebrous- 
sement  de  la  surface  polaire  au  point  correspondant,  R  le 
rayon  de  la  sphère  osculatrice.  On  peut  écrire  aussi,  en 
désignant  par  r  et  T  les  rayons  de  première  et  de  seconde 
courbure, 

~  24 /RT* 

Je  possède  des  formules  générales,  très- commodes  pour 
ce  genre  de  recherches,  qui  me  donnent,  pour  ainsi  dire 
sans  calcul, 

ds'  s' fis' 


i/^Rr-        24R 

L'un  de  ces  résultats,évidemment,estinexact.  J'ai  quelque 
confiance  dans  mes  formules,  qui  se  vérifient  de  diverses 
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manières  et  sont  d'ailleurs  d'une  dénionslralion  assez 
simple.  J'incline  donc  à  penser  qu'une  erreur  se  sera 
glissée  dans  les  déductions  un  peu  longues  de  M.  Ru- 
chonnet,  mais  il  faut  quelque  temps  et  quelque  attention 
pour  la  découvrir. 

m.  Le  numéro  des  Nouvelles  Annales  de  juillet  1 871 
renferme  (a*"  série,  t.  X,  p.  3 18)  un  article,  signé  un 
Abonné,  cjui  a  pour  objet  la  détermination  du  rayon  de 
courbure  en  un  point  de  rebroussement  d^une  courbe 
plane,  el  dont  les  résultats  ne  sont  pas  exacts.  Pour  mettre 
cela  en  évidence,  je  vais  ici  exposer  cette  théorie  telle  que 
je  la  donne  dans  mes  leçons,  puis  comparer  les  résultats 
que  j'obtiendrai  avec  ceux  de  l'auteur  de  cet  article. 

Soit  F [x,  y)  :=  o  l'équation  d'une  courbe  plane  j  (a,  b) 
un  point  M  de  cette  courbe,  a  l'inclinaison  de  la  tangente 
en  M  sur  Taxe  des  x.  Du  centre  M  avec  un  rayon  infini- 
ment petit  p,  décrivons  un  cercle,  et  soit  M'  un  point  où 
ce  cercle  est  coupé  par  la  cauibe;  0  l'angle  que  fait  le 
rayon  MM'  avec  l'axe  des  x.  Enfin,  soient  R  le  rayon  de 
courbure  en  M  et  M'P  une  perpendiculaire  abaissée  du 
point  M'  sur  la  tangente  en  M.  On  a,  d'après  une  expres- 
sion bien  connue  du  rayon  de  courbure, 

R  =  lira    =:  hm ~- 


2M'P  2psin(9  — a) 

ou  encore 

puisque,  évidemment,  sin  [9  —  oc)  est  infiniment  petit  en 
même  temps  que  p.  C'est  par  la  formule  (i)  que  nous 
déterminerons  le  rayon  de  courbure  dans  les  différents 
cas. 
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Si  Ton  pose 


H=-\/(^:)V(g) 


ou  démontre  facilement  (*)  que,  pour  les  points  de  la 
courbe  situés  sur  le  cercle,  p  et  0  satisfont  à  l'équation 

(2)     H  sin(9  -  a)  ->.-  pf{Q)  +  p^/,(e)  -h  pH/.(0)  4-  w]  =  o, 

f[Q)')fi  (0)?  •  ■  •  étant  des  fonctions  entières  de  sin0,  cos0, 
que  l'on  forme  très-facilement,  soit  en  développant 
F(rtH-p  cos9,  b~h  p  sin0)  par  la  formule  deTaylor;  soit, 
ce  qui  est  plus  simple  lorsque  léquation  F(a:, j^)  =  o 
est  algébrique,  en  remplaçant  dans  cette  équation  x  et  j 
par  a-\-p  cos0,  b-+-p  sin0,  réduisant  par  F(a,  Z>)  =0,  et 
ordonnant  les  termes  suivant  les  puissances  de  p. 
On  tire  de  l'équation  (2) 

P  H 


sin^Ô  — a)  /(e)  +p/,(6)+.. 

d'où,  p  tendant  vers  zéro  et  9  vers  a, 

,•  P  Ht.  h 


Telle  sera  la  valeur  du  rayon  de  courbure  en  un  point 
quelconque  de  la  courbe.  Remplaçant  H  eif[a)  par  leurs 
valeurs,  on  aura  la  formule  connue 


R==p 


\/(S 


dY 
db 


d'F  d'F     .  d'F    . 

-- —  ces' a  H-  2 T  sma  ces  a  +  — r—  sm'a 

da-  dadb  db'^ 


Supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  d'un  point  sin- 


(*)  Voir  mon  Cours  d'Analjse  infinitésimale,  p.  180  et  suiv. 
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guller.   On  sait  qu'un  tel  point  est  caractérisé  par  les 

équations 

dF  dF 

77-  =  o,     --  =  o, 

da  db 

et,  par  suite,  H  =  o.  Mais  comme,  dans  ce  cas,  les  valeurs 
de  a  qui  déterminent  les  directions  des  tangentes  au  point 
singulier  sont  les  racines  de  réquation_/^(3;)  =o,  le  rayon 

de  courbure  se  présente  sous  la  forme  -■>  et  il  faut  clier- 

^  o 

cher  sa  valeur  autrement.  L'équation  (2)  se  réduit  ici  à 

(3)  /(6)  +  p/.(9)^P'[/.(9)  +  co]  =  o; 

d'autre  part,  on  a 

/(5)=/(a)  +  (9-a)[/'(a)  +  s], 
ô  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  p.  Donc 

(ô-a)[/'(a)--.-]+p/,(0)+p'[/,(9)+co]  =  o, 

d'où 

P      _  _  f'{'^)-^^ 

et  enfin 


(4)  R  =  - 


2/>(^) 


Cette  formule  donnera  les  rayons  de  courbure  des  deux 
branches  qui  se  croisent  en  un  point  double,  en  y  sub- 
stituant successivement  les  valeurs  de  a.  qui  répondent 
aux  deux  branches.  Ainsi,  pour  la  courbe 

(j-  —  x-y  —  x^  sin.r  =  o, 
qui  a  un  point  double  ix—'--,r=^o\^  on  a 


tan^rx  ■= —  -7; 

4 
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et  les  deux  brandies  ont  même  rayon  de  courbure 


V       ^^ 

Si  le  point  («,  h)  est  un  rebroussement,  les  racines  de 
j'équation  y^(fl:)  sont,  comme  on  sait,  égales  ;  y^' (a)  est 
donc  nul,  et,  par  conséquent,  si  fi{oc)  est  dillérent  de 
zéro,  auquel  cas  le  rebroussement  est  de  première  es- 
pèce [*),  R=o,  Le  rajon  de  courbure  est  donc  nul, 
en  général,  en  un  point  de  rebroussement  de  première 
espèce. 

Si,  au  contraire,  ii  s'agit  d'un  rebroussement  de  seconde 

espèce,  f^  (a)  =  o  5  R  prend  de  nouveau  la  forme  -?  et  il 

faut  recourir  à  l'équation   (3).    Qomn\Q  f[(/.)^  j' iy.)    et 
fi[o(.)  sont  ici  nuls,  on  a 

f{^)=-Y:^-U"{-)+^l     /;(0)  =  (ô-a)[/'(a)-h.'], 

e  et  e'  tendant  vers  zéro  avec  0,  et  l'équation  (3)  devient, 
après  substitution  et  division  par  (ô  —  a)", 

ooj  désignant  une  quantité  infiniment  petite  en  même 
temps  que  p.  Passant  à  la  limite  et  remplaçant  ■ — - —  par 
2R,  on  obtient  l'équation 

(5  li"  -t-  -~-, —  Il  --  71—. =  o, 

équation  du  second  degré  qxii  détermine  les  rayons  de 
courbure  des  deux  branches  au  point  de  rebroussement. 

{*)  Ouvra  je  cité,  p.  iSG. 

Aiin.  de  Malhémat.,  2''-  série,  1.  XI.  (l\lai  1872.)  l5 
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Ainsi,  en   général,    ces    rayoïis   de  courbure  sont  in- 
égaux [*). 

Il  est  facile  maintenant  de  se  rendre  compte  de  l'er- 
reur que  renferme  l'arlicle  cilé.  Picprésentant  par  u  =  o 
l'équation  de  la  courbe,  et  admettant  que  l'on  ait  pris  !e 
point  singulier  pour  origine  et  la  tangente  commune  aux 
deux  branches  pour  axe  des  x,  ce  qui  entraine  les  rela- 
tions 

d'-u\  I   fi-n    \  [ rl'^H 


si  le  rebroussement  est  de  seconde  espèce,  l'auteur  arrive 
à  une  équation  que  l'on  peut  écrire  ainsi  : 

2        /  d" Il     \  l d-u 


3        \d.r-dfjf,  \d) 

elle  est  donc  du  premier  degré  seulement.  ^lais  cela  tient 
à  ce  que,  dans  le  développement  de  u[h^l)  suivant  les 
puissances  de  h  et  de  k  par  la  formule  de  Taylor,  l'auteur 
a  négligé  certains  termes  du  quatrième  ordre,  négligeables 
en  effet  dans  les  cas  précédents,  mais  non  dans  celui-ci, 
où  l'on  divise  l'équation  par  A".  Rétablissant  ces  termes 
et  corrigeant  une  petite  erreur  de  calcul  (a  laquelle  est 
due  la  présence  du  dénominateur  3  dans  l'équation  pré- 
cédente), on  trouvera,  d'après  les  notations  de  l'auteur, 

équation  identique  avec  notre  équation  (5)  quand  on  fait 
dans  celle-ci  a  =  o,  après  avoir  remplacé/'\a), /,' (a) 
et /"a  (a)  par  leurs  valeurs  développées. 

J'observerai,  en  terminant,  que  M.  Painvin  s'est  oc- 

(")  La  formule  (5)  est  indiquée,  comme  exercice,   dans  mon  Cours 
d'Analjse,  p.  2i5. 
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cupé  de  la  courbure  en  un  point  de  rebroussement  :  je 
ne  connais  de  son  travail  que  les  indications  qui  se  trou- 
vent dans  les  Couiples  rendus  (séance  du  18  janvier 
1869). 

Louvain,  le  22  mars  1872, 

Pn.   Gilbert. 
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L'auteur  a  condensé  dans  ce  volume,  formant  la  Partie  élé- 
mentaire de  son  cours,  les  notions  de  calcul  différentiel  et  de 
calcul  intégral  qui  sont  la  base  nécessaire  de  la  science  de 
l'ingénieur,  en  sorte  qu'il  convient  parfaitenient  aux  élèves 
de  V Ecole  centrale  de  Paris,  par  exemple.  En  outre,  la  rigueur 
n'ayant  point  été  sacrifiée  dans  l'exposition  des  principes  fon- 
damentaux, ceux  qui,  après  la  lecture  de  ce  volume,  auraient 
pris  goût  à  l'Analyse,  pourraient  compléter  kurs  études  par  !a 
lecture  d'un  ouvrage  plus  étendu,  les  Éléments  de  Calcul  infi- 
nitésimal de  Duhamel,  le  Cours  de  Calcul  différentiel  et  intégral 
de  M.  Serret,  ou  le  second  volume  que  l'Auteur  espère  publier. 
De  cette  manière,  le  nombre  des  personnes  qu'intéresse  la  géo- 
métrie pourrait  s'accroître  et  donner  à  notre  enseignement  su- 
périeur des  auditeurs  plus  nombreux. 

Questions  de  trigonométrie^  méthodes  et  solutions  avec 
plus  de  4oo  exercices  proposés^  à  l'usage  des  candi- 
dats aux  Ecoles  et  de  MM.  les  ojjiciers  de  V armée  et 
de  la  marine;  par  M.  A.  Desboves. 

On  trouvera  dans  cet  ouvrage  les  plus  belles  questions 
qui  ont  pu  être  extraites  des  auteurs  étrangers,  et  une  grande 

i5. 
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\ariété  d'autres.  C'est  en  considérant  la  trigonométrie  comme 
très-propre  à  exercer  aux  raisonnements  rigoureux  et  suivis, 
que  l'auteur  a  eu  la  pensée  d'offrir  ce  livre  à  la  jeunesse  intel- 
ligente de  nos  armées,  comme  une  préparation  aux  études 
vraiment  sérieuses.  D'ailleurs,  nos  jeunes  officiers  trouveront 
peut-être,  dans  les  exercices  proposés,  quelques  problèmes 
dont  la  recherche  leur  fera  oublier  les  ennuis  des  garnisons  et 
des  longs  calmes  en  mer. 

An  eleuieiitary  Treatise  dijferential  Calculus,  contai- 
ning  the  theoiy  of  plane  cuives ,  with  numerous 
exmnples ^  by  Bekjamin  AVilltamson,  A.  M.,  fellow 
and  tutor,  Trinity  Collège,  Dublin. 

L'auteur  a  pris,  comme  base  de  son  Traité,  la  méthode  des 
dérivées,  sans  se  priver  néanmoins  des  ressources  delà  méthode 
infinitésimale  et  de  celle  des  différentielles.  Toute  discussion 
métaphysique  a  été  soigneusement  écartée  comme  plus  propre 
à  obscurcir  qu'à  éclairer  l'esprit  des  jeunes  gens.  Enfin  chaque 
théorie  a  été  enrichie  de  nombreux  exemples,  de  manière  à  ne 
laisser  à  celui  qui  les  aura  résolus  aucun  doute  sur  l'application 
des  procédés  et  des  méthodes. 


SÔLllTIOXS  DE  QUESTIONS  PROPOSEES 
DANS  LES  NOIYELLES  ANMLES. 


Question  980 

(TOir  ?.'  série,  t.  IX,  p.  g?.); 

Par  m.  SANGUIINÈDE, 

Elève  du  lycée  de  ÎVIontpellier. 

Une  ellipse  de  grandeur  constante  est  mobile  autour 
de  son  centre,  tandis  quune  droite  passant  par  un  point 
fixe  demeure  constamment  parallèle  au  grand  axe. 
Trouver  le  lieu  des  points  d'intersection  de  la  droite  et 


(  '^-^9  ) 
de   Vellipse.    Déduire   analyiiquement  cet   énoncé  de 
renoncé  933.  (A.  Guébhaud.) 

Soit  O  le  point  fixe  et  C  le  centre  de  la  conique 5  je 
prends  le  point  O  pour  pôle  et  OC  pour  axe  polaire. 
Soit  P  le  point  où  la  parallèle  au  grand  axe  menée  par  O 
coupe  le  petit  axe,  et  M  le  point  correspondant  du  lieu. 
J'ai,  en  posant  OC  =  r/, 


p  = 

0P± 

:PM,     OPi=<'/cosw, 

d'où 

p  z=  d  cosw  ri:  -  y/6- 

PM  -_  -  y'62—  f/'sin-w; 


d''  sin-w, 


OU,  en  coordonnées  rectilignes, 

b^  [x-  -^  f-  —  dxY  —  a^b^[.v'-  -f-   v^)  +  a-d'j-  =  o. 

On  voit  que  le  lieu  obtenu  ne  diffère  pas  de  celui  de 
la  question  933.  En  effet,  il  est  facile  de  voir  que  les 
énoncés  des  deux  problèmes  reviennent  l'un  à  l'aulre. 

Soit  une  position  quelconque  de  l'ellipse  considérée 
dans  l'énoncé  980,  et  M  l'un  des  deux  points  du  lieu 
correspondant  5  je  transporte  l'ellipse  parallèlement  à 
elle-même,  de  manière  que  son  centre  C  vienne  en  M. 
Dans  cette  position,  elle  passe  par  le  point  C,  et  son 
grand  axe  passe  par  le  point  O5  elle  satisfait  donc  aux 
conditions  de  l'énoncé  933,  et  le  lieu  des  centres  de 
cette  nouvelle  série  d'ellipses  est  le  même  que  le  lieu  con- 
sidéré. 

La  construction  de  la  courbe  obtenue  ayant  été  donnée 
dans  les  Nouvelles  Annales^  je  n'y  reviendrai  pas.  Je 
ferai  seulement  observer  qu'on  peut  remplacer  l'ellipse 
par  une  hyperbole  (il  suffit,  dans  les  résultats  obtenus, 
de  changer  b  en  b  \j —  i  )   et    qu'on  peut  mener  par  le 


(  ^3o  ) 
point  O  des  parallèles  à  l'un  quelconque  des  deux  axes. 
La  construction  des  courbes  n'offre  pas  de  difiicullé. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  F.  Revel ,  élève  du 
lycée  de  Douai. 

Question  98o 

(  voir  ?.'  série  ,  t.  )X  ,  p.  m  ); 

Par  m.   g.   DUCUING, 
Elève  du  lycée  de  Toulouse  (classe  de  M.  Forestier). 

Soit  R  la  courbe  d'intersection  d'une  surface  du 
second  ordre  et  d'une  sphère  ayant  pour  centre  un  point 
d'un  plan  de  sjniétrie  de  la  surface  ;  désignons  par  C 
la  projection  orthogonale  de  K  sur  ce  plan  de  symétrie, 
et  par  C  le  lieu  des  points  où  ce  même  plan  est  coupé 
par  les  normales  élevées  aux  différents  points  de  K; 
C  et  C  sojit  deux  conigues  ayant  leurs  axes  parallèles, 
et  si  l'on  désigne  respectivemejit  par  a^  et  a'"-^  h^  et  h'^ 
les  carrés  des  axes  parallèles,  on  a  la  relation 

(Lagxjerre.) 
Soient 

(l)  Ma-2  H-Nj^ -;-Pz2  =  I 

l'équation  d'une  sarface  du  second  degré  rapportée  à  ses 
plans  principaux,  et 

celle  d'une  sphère  ayant  pour  centre  un  point  du  plan 
des  xj  par  exemple. 

Pour  avoir  l'cquaiion  de  C,  projection  sur  xov  de  l'in- 
tersection de  ces  deux  surfaces,  il  suffit  d'éliminer  z  entre 
leurs  équations.  Multipliant  la  seconde  parP  et  la  retran- 
chant de  la  première,  cela  donne 

(M  —  P).r-  -f-  (N  —  P)  j'  -4-  aPaj-  -f-  aPpj 


(3) 


(  23i   ) 
Cherchons  maintenant  l'équalion  de  C.  Les  équations 
de  la  normale  en  un  point  (x,  j',  z)  de  la  surface  sont 


X  —  r       Y— r       Z-3 


Pour  Z  =  o,  cela  donne 


d'où 


Il  suffit  maintenant  de  porter  ces  valeurs  de  x  el  y  dans 
les  équations  (i)  et  (2),  et  d'y  éliminer  25  ou,  plus  sim- 
plement, de  porter  x  eij  dans  l'équation  (3),  qui  est  le 
résultat  de  l'éliininalion  de  z  entre  (i)  et  (2). 
Cela  donne,  pour  l'équation  de  C, 

,,,         x'^  r'  2a.r  sBt        a^^-S- — R-        i 

^^'     M— P       N  — P       M  — P       JN— P  P  P'~~    * 

On  voit  donc  que  C  et  C  sont  des  courbes  du  second 
ordre. 

Elles  ont  leurs  axes  respectivement  parallèles  à  l'axe 
des  X  et  à  l'axe  àesj^  et  par  suite  parallèles  entre  eux. 

Reste  à  montrer  que,  si  l'on  désigne  respectivement 
par  «^  et  a'",  h^  et  h'^^  les  carrés  des  axes  parallèles  dans 
C  et  C,  on  a  la  relation 

En  effet,  si  nous  transportions  les  axes  parallèlement 


(  ^3.  ) 
à  eux-mêmes  au  centre  de  la  conique  C,  son  équation 
prendrait  la  forme 

(M-P)x=-^(N-P)j'=r/!-, 

ce  qui  donne 

a- 


b-  = 


M  —  P  ' 

A- 
N  —  p' 


De  même,  si  nous  portions  les  axes  au  centre  de  la  co- 
nique C  parallèlement  à  eux-mêmes,  son  équation  pren- 
drait la  forme 

X-  y" 


=  /•'; 


d'où 


Al  —  P       N  —  p 

b'-^  /?'(N  —  P). 


Il  en  résulte 
Donc 


a'-a'-—b-b'\ 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  E.  Fournier,  sapeur 
du  Génie,  à  Montpellier. 


Question  987 

[voir  ?.' série,  t.  IX,  p.  li    ;; 

Par  m.   h.  RUMPEN, 

Étudiant  à  Bonn. 

Ti'ouyev  la  soinnie  de  la  série 


cos^  ?  ~  ô  ^°^'  3  ?  ~^  ~  cos'  3^  o  —  —  cos^  3^0+. 


(Laisa?vt.; 


(  ^33  ) 
On  a  la  suite  d'égalités 

4  cos'o     =    cosS'j)    -;- 3  cosç, 
4  COS'3(p   =    cos3^ç>    -'r-  3  C0S3'-), 
•  4c<^s'^'ï'=   cos3'(})   ~-3cos3-&, 

î 

4  cos^3"(f  =  cos3"^'o  -i-  3  oos3"'p. 

Je  multiplie  la  première  de  ces  égalités  par  i ,  la  seconde 

II...  I  1        ■  I 

par  —  ^5  la  troisième  par  ■^^•' ■  •  •  ■>  la  Ji""""  par  ■ — — ;,  et 

j'ajoute*,  j'aurai  alors,  en  désignant  par  S„  la  somme  des 
«premiers  termes  de  la  série  proposée, 


4S„  =  3cosq)4-  • — -  cos3""^'o. 

Si  l'on  suppose  maintenant  qu'on  fasse  croître  fi  indc- 

fîniment,  le  second  membre  de  l'égalité  précédente  aura 

pour  limite  3  coscp;  donc  la  série  donnée  est  convergente, 

3 
et  a  pour  somme  y  coscp. 

Noce.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-Blanc,  Prosper 
Pain,  H.  Brocard  et  F.  Viala. 

M.  Catalan  a  donne,  même  série,  t.  IX,  p.  201,  une  solution  de  cette 
question,  déduite  d'une  formule  plus  générale. 


Question  1019 

(voir  2°  série,  l.  X ,  p.  191); 

Par  m.   L.   DESMOAS, 

Professeur  au  lycée  de  Reims. 

Trouver  le  maximum   de   l'angle    sous    lequel    une 
ellipse  donnée  est  coupée  /jar  le  cercle  de  courbure. 

(WlTWOP.TH.) 

Soit  V  l'angle  formé  par  les  tangentes  à  l'ellipse  et  au 


(  234  ) 
cercle  au  point  ^  où  la  corde  commune  au  cercle  de 
courbure  et  à  l'ellipse  rencontre  l'ellipse  (on  ne  consi- 
dère que  l'angle  formé  par  les  parties  des  tangentes  si- 
tuées au-dessus  du  grand  axe);  si  o  et  Çj  désignent  les 
angles  de  ces  tangentes  avec  la  partie  positive  du  grand 
axe,  on  a 

(i)  v  =  <p-'.,. 

L'ellipse  étant  rapportée  à  ses  axes,  et  a  désignant  le  pa- 
ramètre angulaire  du  point  de  contact  M,  la  condition 
pour  que  quatre  points  dont  les  paramètres  sont  a,  |3, 
y,  0,  soient  situés  sur  un  même  cercle  est 

a-f-p-+- 7  +  0  =  0. 

Celte  condition  devient,  dans  le  cas  actuel  où  a,  |3,  y 
sont  égauXj 

(2)  3=z  —  3x, 

â  désignant  le  paramètre  angulaire  du  point  N.  Or  le 
coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  un  point  (a)  est 

b 

cot  a , 

a 

donc 

(3)  tangffl 


a  lami  3  a 


D'ailleurs  la  corde  du  cercle  osculateur  et  la  tangente  au 
point  de  contact  sont  également  inclinées  sur  le  grand 
axe-,  en  désignant  par  œ  l'inclinaison  de  cette  corde  sur 
le  grand  axe,  on  voit  facilement  que 

(4)  tane;  w  =:  •>     0,1=  3w. 

Soient  o'  et  o\  les  dérivées  de  9  et  91 ,  on  devra  avoir 

(f>'  —  çp',   =^0. 


(  '^35  ) 

Or  la 

rel 

atlou  (3) 

détermine  Cj-'  : 

?      _ 
cos^<3> 

-b            3 

-3Z' 

rt  tangos  a    cos^3z 

asin^  3  a 

ou 

(5)?' 

-3^. 

rt'sin-3a 

—  3  «6 

rjîcin-'  '-{  r/-4-  /)^f>n<;2/?, 

«  ~/72sin'3fl-l-è2cos=3i 

Les  relations  (4)  déterminent  de  même  cp', 

,.'  ;, 


cos^w         «sin-'a 
,  —  3flt6 

de  sorte  que  la  condition  cj»'  =  cp',  équivaut  à 

(^)  «^sin^a  H-  A^cos'a  =::  rt'sin-3  a  4-  è'cos-3a, 

ce  qui  signifie  que  les  diamètres  conjugués  des  deux 
rayons  OM,  ON  doivent  être  égaux.  En  développant  la 
condition  (7),  on  obtient 

sin-a  =  sin^  3  a, 
ou 

(8)  sin  a  =^  sin  3  a, 

(g)  sin  a  =:  —  sin  3a. 

Les  relations  (8)  et  (9)  donnent 


a  r=:  0 ,    y. 


TT 

TT 

3^ 

2 

^  =  4' 

"=T 

Stt 

5>t 

77r 

• -5 

2 

»  =  T' 

--T 

La  deuxième  série  de  valeurs  correspond  au  maximum, 
car  (p'  —  9',   est  de  la  forme 

^'  —  »',  =  K^  (  sin=  3  a  —  sin'  a) , 
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et  si  a  <^  y)  le  deuxième  membre  est  ^05  il  est  au  con- 
traire <^  o,  si  «^  y-  La  première  série  de  valeurs  cor- 
respond au  minimum  de  \  (en  ne  considérant  que  la  va- 
leur absolue  de  (p  —  Oj). 

Les  deux  extrémités  de  la  corde  commune  doivent 
donc  coïncider  avec  les  extrémités  de  Tun  des  diamètres 
conjugués  égaux. 

Pour  obtenir  l'expression  de  la  tangente  de  l'angle 
maximum,  on  a 

tan"  o  —  taniT  ç,  h 

tan2V  = ^-' ^ 5      tango  =—  -1 

I -+- tanga)  tango,  a 

Stangw  —  tang'u        è(3«^  —  è') 
d'où 


*='  I— 3tan"2w  a[a-—Zb'-) 


—  Lahc- 
taniî  V  = 


'  —  4  "'  ^"' 

Cet  angle  est  aigu  si  fl<;Z>(y  2-f-i),  obtus  si  a^--Z>(y/'2-f-i). 
Il  a  une  relation  simple  avec  l'angle  maximum  6  de  deux 
diamètres  conjugués  -,  cette  relation  est 


Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc,  profes- 
seur au  lycée  du  Havre. 


Question  i02o 

(  voir  2'  série,  t.  X,  p.  197.)  ; 

Par  m.  E.   KRUSCHWITZ, 

Eludiant  à  Berlin. 

Trois  cercles  guelconc/ues  passent  par  ini  même 
point.  On  mène  les  cordes  (V intersection  des  cercles  pris 
deux  à  deux,  et  on  les  prolonge  de  manière  qu  elles 
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coupent  chaque  fois  le  troisième  cercle.  En  joignant  les 
points  d^ intersection  des  cercles  à  ces  points  nouveaux, 
on  forme  un  hexagone.  Démontrer  que  le  produit  des 
côtés  de  rang  impair  est  égal  au  produit  des  côtés  de 
rang  pair  [*).  (Callandreau.) 

Soit  O  le  point  commun  aux  trois  cercles,  et  B3  le  se- 
cond point  d'intersection  des  cercles  Cj  et  C,,  Bi  celui 
de  Co  et  C3,  B2  celui  de  C3  et  Ci  .  Les  trois  autres  som- 
mets de  l'hexagone  sont  Ajsur  le  cercle  Ci,  A,  sur  le  cercle 
C2 ,  et  A3  sur  le  cercle  C3  •,  de  telle  sorte  que  les  sommets 
se  présentent  dans  l'ordre  suivant  :  Ai  B3  A^  Bi  A3  B, . 

En  joignant  Bj ,  B2 ,  B3,  nous  obtenons  les  trois  trian- 
gles semblables  : 

A,  B3B,,      B.BaA:,      B,  A3B2, 

car  on  a  les  égalités  d'angles  suivantes  : 

A,  B3  B,  =  A,  OB2  =  A,  OB,  =  A2  B3  B, 

=  OB2  B,  +  OB,  B.  =  OA,  B,  -f-  OA,B,  =  B,  A,  B, , 
et 

Bo  A,  B,  =  OB,  B3  +  OB3  Bj  =  B3  OAo  =  B3  B,  A, 

=  BjOA3  =  B2B,A3. 

De  la  similitude  des  triangles,  il  résulte 

A,  B3.  A,B,  =:B,B3.B,  A, 

B,  Bj.B.As  =B3A,  .B,  A,, 

d'où 

A.  B3 .  A,  B, .  A3  B2  =  B3  A. .  B,  A3 .  B,  A, . 

C.     Q.    F.     D. 

Aofe.  —  La  même  question  a  élé  résolue  par  MM.  A.  Pellissier,  capi- 
taine d'Artillerie  à  Douai,  et  H.  Lez,  à  Lorrez. 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 


(  iS?>  ) 
Queslion   i041 

(  voir  2°  série,  t.  X,  p.  4-9  )  ; 

Par  m.  t.   DOUCET, 

Professeur  au  lycée  de  Lyon. 

On  donne  deux  surfaces  Jïxes  du  second  ordre  qui  se 
raccordent  suivant  une  droite  unique  AB. 

\°  Les  pôles  d'un  même  plan  P,  par  rapport  aux 
deux  surfaces,  sont  sur  une  droite  A  qui  rencontre  la 
ligne  AB. 

2°  Lorsque  la  droite  A  décrit  un  plan  fixe  passant 
par  AB,  le  plan  P  tourne  autour  d\in  point  Jîxe  égale- 
ment situé  sur  AB. 

3°  Lorsque  le  plan  P  tourne  autour  d'ufie  droite  fixe, 
la  droite  A  décrit  une  surface  du  second  ordre  passant 
par  la  ligne  AB.  (L.  Pausvia.) 

1°  La  droite  A  rencontre  AB,  car  ces  deux  droites 
sont  situées  dans  le  plan  qui  louche  les  deux  surfaces  au 
point  d'intersection  du  plan  P  avec  AB. 

2°  Soit  Q  le  plan  fixe  passant  par  AB.  Un  point  se 
mouvant  dans  ce  plan,  son  plan  polaire  par  rapport  à 
l'une  des  surfaces  doit  passer  par  le  point  où  le  plan  Q 
louche  cette  surface.  Tel  est  donc  le  point  fixe  de  AB, 
autour  duquel  tourne  le  plan  P. 

3°  Soit  D  la  droite  fixe.  Elle  a  deux  conjuguées  par 
rapport  aux  deux  surfaces.  La  droite  A  s'appuie  sur 
ces  deux  conjuguées  et  sur  AB  5  elle  engendre  donc  une 
surface  du  second  ordre  passant  par  AB. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc,  pro- 
fesseur au  lycée  du  Havre. 
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Question  1063 

(voir  ?.' série,  t.  XI,  p.  ijT); 

Par  m.  E.   DEWULF. 

On  doTiîie  une  conique  et  deux  points  A  et  B  dans 
l'espace.  Par  ces  deux  points,  on  mène  un  plan  qui 
rencontre  la  conique  en  deux  points  A'  et  B'.  Trouver 
le  lieu  du  point  "^l  d'intersection  des  couples  de  droites 
(AA',  BB')  et  (AB',  BA').  Cas  paiticuliers. 

(H.   Brocard.) 

Le  lieu  des  points  M  appartient  à  l'inieisection  des 
cônes  qui  ont  pour  sommets  les  points  A  et  B  et  la  coni- 
que donnée  C  pour  base  commune.  Or  ces  cônes  se  cou- 
pent suivant  une  première  courbe  plane,  la  conique  C; 
ils  se  coupent  donc  suivant  une  seconde  courbe  plane, 
une  conique  qui  est  le  lieu  des  points  M.  Les  cas  parti- 
culiers sont  ceux  de  l'interseclion  d'un  cône  du  second 
degré  par  un  plan. 

De  ce  tbéorème,  on  peut  déduire  de  nombreuses  con- 
séquences ;  j'en  citerai  quelques-unes. 

1°  Projetons  les  points  A  et  B  parallcb  ment  à  une 
droite  donnée  K  sur  le  plan  de  la  conique  C  en  a  et  b. 
Soient  S  le  point  où  la  droite  AB  rencontre  ce  plan,  ni  la 
projection  de  M.  Le  sommet  m  du  triangle  A'B'w,  dont 
les  trois  côtés  passent  par  des  points  fixes  «,  h  et  S  en 
ligne  droite,  tandis  que  les  sommets  A',  B'  glissent  sur 
une  conique  donnée,  décrit  une  conique  C,. 

2"  Les  points  a  el  b  restant  fixes,  si  le  point  S  parcourt 
la  droite  ab,  le  lieu  des  centres  des  coniques  Ci  qui  cor- 
respondent à  cliacune  des  positions  de  S  est  une  ligne 
droite  L. 

3*^  Si  les  points  a  et  è  se  déplacent,  la  conique  C  res- 
tant fixe,  à  chaque  position  de  la  droite  ab  il  correspond 
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une  droite  L,  toutes  les  droites  L  se  coupent  en  un  même 
point. 

Ces  deux  derniers  théoi^èmes  peuvent  s'énoncer  de  la 
manière  suivante  : 

Si  les  sommets  A  et  B  des  cônes  qui  ont  pour  base 
commune  la  conique  C  parcourent  chacun  une  droite 
parallèle  à  la  droite  K,  à  chacune  de  leurs  positions  cor- 
respond une  conique  2  lieu  des  points  ]M,  toutes  les  coni- 
ques 2  se  projettent  parallèlement  à  K  sur  le  plan  aC, 
suivant  des  coniques  dont  les  centres  sont  sur  une  même 
droite  L. 

Si  les  droites  A  et  B  se  déplacent  parallèlement  à  K, 
à  chacune  de  leurs  positions  correspond  une  droite  L, 
toutes  ces  droites  concourent  en  un  même  point. 

JVote.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Gambey,  professeur 
au  lycée  de  Saint-Étienne,  et  Moret-Blanc,  professeur  au  lycée  du  Havre. 

QIESTIOX. 


1082.  Montrer  que  ])our  toutes  les  valeurs  entières  et 
positives  des  trois  nombres  m,  w,  p  (en  supposant  bien 
entendu  /?  ^  m  -h  n)  la  suite  terminée 

m  [m  -r-  x)  [m  -f-  2  ) .  .  .{f/i  -^  /i) 

H-  [m  -r-  i)  [m  -{-  2.)  { m  -r-  3  )    .  .  (  /;/  ■--  n  -•-  i) 

-f-  (  7?7  -h  2)  [m  -^  3  )  (  wi  -i-  4 ) .  •  .  (  /«  -^  «  -r  2) 

-h  (  w  +  3)(/M  -;-  4 )  (/«  -f-  5) . . .  (  /«  -t-  «  -i-  3) 

-T-...—  (p  — /?)  [p  —  n-~  1)  {p  —  «  +  2)... 7;  —  2)  [p  —  i)p 

a  pour  valeur 

{p  -^^)p{p  —  ^)---[p  —  ")  —  (/«-!-  rt){m-r-  n  — i)...m{m  —  ij 

«  -i-  2 

(Haton  de  la  GOlPILLIÈRE.) 
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MÉMOIRE  SUR  L'K^ÎPLOI  DES  IMA(i!NAlRES  RA^S  U  GÉOMÉTRIE 

RE  L'ESPACE 

1  voir  niBine  lome,  p    ms)  ; 

Par   m.   LAGUERRK. 

13.  Parmi  l'infinité  de  surfaces  dériv(ïcs  cVune  (ourbe 
^auclie  G.  se  trouve  en  particulier  la  clévcloppable  iso- 
trope^ circonscrite  à  cette  courbe;  j'entends  par  là  la 
surface  développable  circonscrite  à  la  fois  à  l'ombilicale 
et  à  la  courbe  donnée.  Tous  les  plans  qui  lui  sont  tangents 
sont,  par  conséquent,  des  plans  isotropes,  et  ses  gé- 
nératrices, comme  nous  allons  le  voir,  sont  des  droites 
isotropes. 

Soit  m  un  point  quelconque  de  G;  pour  construire  les 
génératrices  de  la  surface  développable  isotrope  qui  pas- 
sent en  ce  point,  menons  la  tangente  à  la  courbe  en  m,  et 
soit  t  le  point  où  cette  tangente  perce  le  plan  de  l'infini. 
Menons  par  t  les  deux  tangentes  à  l'ombilicale  0  et  soient 
a  ei  b  leurs  points  de  contact.  Les  plans  tJita  et  tnih  sont 
deux  plans  isotropes  tangents  à  la  courbe  G,  et  les  gé- 
îiéralrices  correspondantes  de  la  développable  sont  les 
droites  isotropes  ma  et  7?i''.  Remarquons  maintenant  que, 
la  droite  aZ>  étajit  la  polaire  du  point  t  par  rapporta 
l'ombilicale,  le  plan  niha  est  perpendiculaire  à  la  tan- 
gente/;//;  les  génératrices  de  la  développable,  (jui  pas- 
sent au  point  nt,  sont  donc  les  deux  droites  isotropes 
passant  par  ce  point  dans  le  pian  normal  à  la  courbe. 

J'imagine  maintenant  une  droite  passant  parle  point 
m  et  par  le  point  m',  pris  sur  la  courbe  G,  à  une  distance 
infiniment  petite  de  m.  Les  cônes  isotropes  ayant  ces 
deux  points  pour  sommets  se  coupent  suivant  lui  cercle, 

Ann    (là-   Mailu'Tnnt. ,  ■2*^  série,  t.  XI.  (Juin   1S71.;  ib 
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dont  le  plan,  perpendiculaire  à  mm\  passe  par  le  milieu 
de  ce  segment,  et  dont  le  rayon,  égal  à  mm',  est  par 
conséquent  infiniment  petit.  Le  point  m'  venant  à  se 
confondre  avec  le  point  m,  le  plan  du  cercle  d'intersec- 
tion devient  normal  à  la  courbe  au  point  m,  le  rayon  de 
ce  cercle  devient  nul  et  ce  cercle  se  réduit  à  deux  droites 
isotropes.  Donc,  quand  une  droite  est  tangente  à  une 
courbe  gauche,  le  cercle,  correspondant  aux  deux  points 
de  la  courbe,  qui  sont  réunis  au  point  de  contact,  se 
compose  des  deux  droites  isotropes  qui  passent  par  ce 
point  dans  le  plan  normal  à  la  courl)e. 

D'où  cette  conclusion  :  la  développable  isotrope,  cir- 
conscrite à  une  courbe  gauche,  est  la  surface  dérivée  de 
cette  courbe,  lorsque  la  surface  réglée,  qui  fixe  le  grou- 
pement de  ses  points,  est  la  développable  forniée  par  les 
tangentes  à  la  courbe. 

Appliquons  ces  résultats  à  la  recherche  de  la  focale 
d'une  courbe  sphérique  quelconque  H  ;  on  sait,  d'ailleurs, 
que  cette  focale  est  la  ligne  double  de  la  développable 
isotrope  circonscrite  à  H. 

En  désignant  par  S  la  sphère  qui  contient  cette  courbe, 
pour  qu'un  point  donné  m  soit  situé  sur  une  surface  S 
dérivée  de  H,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  le  plan, 
associé  au  point  m  par  rapport  à  la  sphère  (*),  coupe  la 
courbe  H  en  deux  points  situés  sur  une  générati'ice  de  la 
surface  réglée  y,  qui  détermine  le  groupement  de  points 
correspondant  à  la  surface  S.  Si  l'on  considère  en  parti- 
culier la  développable  isotrope,  qui  correspond  à  la  dé- 
veloppable ayant  H  pour  arête  de  rebroussemenl,  pour 
qu'un  point  m  soit  situé  sur  cette  développable  isotrope, 
il  faut  et  il  suffit  que  le  plan  associé  au  point  m  soit  tan- 
gent à  la  courbe  H. 

(  *  )  Sur  l'expression  u  plan  associé  h  un  point  «    voir  n"  5. 
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Si  m  est  un  poiut  de  la  lbcal(>,  c'est-à-dire  de  la  ligne 
double  de  la  développable  isotrope  circonscrite  à  H,  le 
plan  associé  à  m  est  doublement  tangent  ;i  H. 
On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 
La  focale  dUine  courba  sphérique  est  le  lieu  ries 
points  associés  (par  rapport  à  la  sphère  qui  contient  la 
courbe)  aux  divers  plans  doublement  tangents  à  cette 
courbe. 

14.  En  particulier,  supposons  que  la  courbe  donnée 
soit  une  biquadratique  sphérique;  on  a,  dans  ce  cas, 
quatre  systèmes  de  plans  doublement  tangents  à  celte 
courbe  et  qui  correspondent  aux  quatre  cônes  du  second 
degré  sur  lesquels  on  peut  la  placer.  La  focale  se  com- 
pose donc  de  quatre  biquadratiques  sphériques.  Pour  les 
construire,  considérons  un  de  ces  cônes  K  et  son  som- 
ra,et  O  5  la  biquadraîi(pie  correspondante  est  le  lieu  des 
points  associés  aux  plans  tangents  à  ce  cône.  Ces  plans 
tangents  passant  par  le  point  fixe  O,  la  courbe  est  située 
sur  la  splière  ayant  ce  point  pour  centre  et  coupant  or- 
ihogonalemenl  la  sphère  S,  et  elle  est  l'intersection  de 
cette  sphère  par  le  cône  supplémentaire  du  cône  K  dont 
le  sommet  est  le  centre  de  S. 

Si  la  biquadratique  donnée  est  une  focale  d'une  sur- 
face anallagmatique,  les  quatre  autres  biquadratiques 
que  l'on  en  déduit  ainsi  constituent  avec  elle  la  focale 
ordinaire  de  celte  anallagmatique.  On  sait  d'ailleurs  que 
ces  cinq  courbes  sont  situées  sur  cinq  surfaces  du  second 
degré  homofocales  ;  les  trois  coniques  focales  communes 
à  ces  surfaces  constituent  la  focale  singulière  de  l'anallag- 
malique. 

15.  Remarques  sur  la  transformation  par  rayons 
vecteurs  réciproques.  —  Lorsqu'une  surface    passe  par 

i6. 
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roinbilicalo,  sa  focale  complète  se  compose  généralement 
de  deux  courbes  distinctes  (dont  chacune  peut  elle-même 
se  décomposer  en  plusieurs  autres).  Les  plans  isotropes 
tangents  à  la  surface,  dont  le  point  de  contact  est  à  dis- 
lance finie,  enveloppent  une  développable  dont  la  ligne 
double  est  la /bca/e  ordinaire  de  ]a  surface '^  la  dévelop- 
pable circonscrite  le  long  de  romhilicale  a  pour  ligne 
double  \a  focale  singulière. 

Pour  prendre  Texemple  le  plus  simple,  on  voit  que  la 
focale  ordinaire  d'une  anallagmatique  se  compose  de 
cinq  biquadra tiques  sphériques  qui  ont  entre  elles  les 
relations  que  j'ai  indiquées  plus  haut,  et  que  sa  focale 
singulière  se  compose  de  trois  coniques. 

Une  surface  du  second  degré  n  a  généralement  pas  de 
focale  singulière  et  sa  focale  ordinaire  se  compose  de 
trois  coniques;  une  sphère  n'a  qu'une  focale  singulière 
qui  se  réduit  à  son  centre. 

Quand  on  transforme  une  surface  par  rayons  vecteurs 
réciproques^  on  voit  facilement  que  la  focale  ordinaire  de 
la  transformée  est  la  transformée  de  la  focale  ordinaire 
de  la  surface  primitive. 

Mais  il  n'en  est  pas  de  même  relativement  à  la  focale 
singulière.  Pour  voir  ce  qui  a  lieu  dans  ce  cas,  je  ferai 
remarquer  que  tout  point  (réel  ou  imaginaire)  de  1  espace 
situé  à  distance  finie  est  représenté  par  un  cercle  de  l'es- 
pace dont  le  rayon  est  fini  et  dont  le  centre  est  situé  éga- 
lement à  distance  finie. 

Généralement,  un  point  situé  à  l'infini  n  est  pas  sus- 
ceptible de  mode  de  représentation,  le  cercle  qui  le  re- 
présenterait étant  alors  rejeté  entièrement  à  l'infini;  il 
faut  le  définir  par  l'une  quelconque  des  droites  qui  s'v 
croisent. 

Lorsque  le  point  considéré  dans  le  plan  de  Tinfini  se 
trouve  sur  l'ombilicale,  le  cercle  qui  le  représente  se  ré- 
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duit  à  une  dioîle  dont  la  direction  seule  est  déterminée. 
Un  point  de  l'ombilicale  n'a  donc  pas,  à  pi^opremenl  par- 
ler, de  représentation  ;  mais,  si  on  le  considèie  comme 
appaitenant  à  une  nappe  d'une  surface  donnée,  la  droite 
qui  le  représente  est  alors  déterminée;  c'est  la  droite 
réelle  du  plan  tangent  à  la  nappe  de  la  surface  au  point 
considéré. 

Une  sphère  ayant  une  nappe  unique,  on  voit  que  cha- 
que point  de  l'ombilicale  (consitléré  comme  appartenant 
à  la  sphère)  est  représenté  par  une  droite  unique  passant 
par  le  centre  de  celte  sphère,  si  l'on  suppose  ce  centre 
réel,  en  sorte  que  tous  les  points  de  l'ombilicale  seront 
représentés  par  le  système  de  tontes  les  droites  qui  rayon- 
nent autour  de  ce  point. 

Une  surface  anallagmatique  ayant  deux  nappes  qui  se 
coupent  suivant  l'ombilicale,  chaque  point  de  celte  courbe 
est  représenté  par  deux  droites  réelles:  l'ensemble  de 
toutes  les  droites  que  l'on  obtient  ainsi  forme  une  con- 
griierice  qui  représente  l'ombilicale. 

Les  considérations  qui  précèdent  permettent  d'établir 
facilement  la  proposition  suivante  : 

Si  Ion  Iransfor/ne  une  surjace  S  en  S' par  une  trans- 
formation par  rayons  %)ecteurs  réciproques ,•  au  moyen 
d'une  sphère  décrite  autour  d'un  point  O  comme  centre 
avec  un  rayon  égal  à  R, 

i**  La  Jocale  ordinaire  de  8  a  pour  transformée  la 
focale  ordinaire  de  S', 

1^  Pour  obtenir  la  Jocale  singulière  de  S'  considé- 
rons le  cône  isotrope  ayant  pour  sommet  le  point  O5  il 
coupe  S  suivant  une  courbe  à  double  courbure,  à  la- 
quelle on  peut  circonscrire  une  infinité  de  plans  dou- 
blement tangents  enveloppant  une  surface  dévelop- 
pable  S. 

La   courbe  polaire  réciproque  de  cette  surface,  par 
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rapport  à  In  sphète  ({écrite  du  point  O  conifue  centre 

t> 
in^cc  —r=.  comme  i ay  on,  est  ta  focale  cherchée. 

y?. 

16.  Si,  un  pariiculier,  on  considère  une  surface  anal- 
lagmatique  S,  le  cône  isotrope  ayant  pour  foverle  point  O 
coupe  Ta nallagma tique  suivant  une  biquadra tique.  La 
développahlc  doublenientcii- conscrite  à  cette  courbe  se 
compose  de  trois  cônes  du  second  degré,  (jui  ont  pour 
polaires,  relativement  à  la  sphère  dont  je  viens  de  par- 
ler, les  trois  focales  singulières  de  S'. 
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IJ'.OPKIÉTÉS     DES     KOUMALES     AtX     SLKFACES 
AIVALLAGMATIQUES    (*). 

Proposition  Jon  dame  ni  aie. 

17.  Je  rappellerai  d'abord  quelques  notions  impor- 
tantes relatives  aux  surfaces  anallagniatiques. 

On  peut  définir  un/i  surface  anallagmatique  2  comme 
le  lieu  des  points  associés,  par  rapport  à  une  sphère  fixe 
S],  des  divers  plans  qui  touchent  une  surface  du  second 
degré  (ou  (juadrique)  Ai. 

L'intersection  de  Si  et  de  Ai  est  une  biquadralique 
sphérique  F,  qui  constitue  l'une  des  focales  ordinaires 
de  S. 

On  sait,  d'après  M.  Moutard,  que  la  même  surface  est 
susceptible  de  quatre  autres  modes  de  génération  sem- 
blables, au  moyen  de  quatre  autres  quadi-iques  Aj,  A3, 
A4,   A5,    cl  de   (juatre  sj)hères    correspondantes   S2,   S3, 

S4,  S,. 


(*)  Voir,  à  te  sujet,  Bulletin  de  lu  Svciété  Pliiloiiiathi({ue,  ^aaxier  i86i>, 
lua  A'otc  sur  quelques  propriétés  des  sur/aces  anallagtnatiq ues . 
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Les  quatre  biquadraliques  Fj,  F3,  F4,  F5  suivant  les- 
quelles se  coupent  respectivement  ces  quadriques  et  ces 
sphères,  constituetit  avec  F,  la  focale  ordinaire  complète 
de  H,  et  toutes  ces  courbes  sont  reliées  entre  elles  de  la 
façon  (jue  j'ai  indiquée  dans  le  chapitre  précédent. 

Des  nombreuses  relations  qui  ont  lieu  entre  ces  diverses 
surfaces,  je  rappellerai  seulement  les  suivantes,  dont 
j'aurai  besoin  dans  ce  qui  suit. 

En  désignant  respectivement  par  O,,  O2,  Os,  O4  et  O5 
les  cinq  centres  des  sphères  : 

1°  Quatre  quelconques  d'entre  eux  forment  un  tétra- 
èdre conjugué  pai-  rapport  à  la  sphère  qui  a  pour  centre 
le  cinquième  point  et  par  rapport  à  la  quadrique  corres- 
pondante; ainsi  le  tétraèdre  OiGoOsO^  est  conjugué 
par  rapport  à  Sj  et  à  A3. 

D'où  il  suit  que  O5  est  le  point  de  lenconlredes  hauteurs 
du  tétraèdre  OiOgOsOi,  ou  encore  que  la  droite  O4 Os 
est  perpendiculaire  au  plan  OiOjO-,. 

2"  Deux  quelconques  des  cinq  sphères  se  coupent  sui- 
vant un  plan  qui  contient  les  centres  des  trois  autres. 
Ainsi,  le  plan  radical  des  sphères  Sj  et  S2,  que  je  dési- 
gnerai par  la  notation  P^a,  est  le  plan  O3O4O3. 

L'axe  radical  des  trois  sphères  Si,  S2  et  S3,  que  je  dési- 
gnerai par  la  notation  D^»,  est  la  droite  O4O5. 

18.  Ceci  posé,  soient  8,  et  S,  deux  sphères  principales 
de  l'anallagmatiqne  S,  et  A,,  A,  les  (juadriques  corres- 
pondantes. 

M  désignant  un  point  cpielconque  de  S  et  (M)  le  cône 
isotrope  dont  te  [)oint  est  le  sommet,  le  plan  associé  à  M 
par  rapport  à  8,  touche  A,  en  un  point  ni,  cpxe  l'on  peut 
appeler  le  point  correspondant  de  M  sur  A,-,  ce  plan  est 
d'ailleurs  le  plan  radical  de  S,  et  de  (M)  considéré  comme 
une  sphère  de  rayon  nul.  De  même,  le  plan  associé  à  M 
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par  rajipoi  l  .1  S^  tuiicht;  A^  v.n  un  poinl  ///y  corre&pofidanr 
aussi  à  Al,  et  ce  plan  est  le  plan  radical  de  S,  et  de  (M). 

D'après  un  théorème  connu,  ces  deux  plans  radicaux 
se  coupent  sur   le  plan    radical    P,j  des   deux  sphères  S, 

et  Sy. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  loiidanientale 
suivante  : 

TnÉORiiMK  I.  —  Si  ron  ilèsigna  fxir  lUi  et  rrij  doux 
points  correspondants  sur  les  quadriciues  A,  et  Ay,  les 
plans  tangents  en  ces  points  se  coupent  suivant  une 
droite  E  située  dans  le  plan  P,^.  La  droite  rri;  nij  est  nor- 
male à  V anallagmatique  2,  et  le  pied  de  la  normale  est 
situé  dans  le  plan  mené  par  D,y,  perpendiculairement 
à  E. 

Comme  l'on  a  dix  plans  P,y,  on  voit,  d'après  le  théo- 
rème précédent,  que  le  système  des  normales  à  une 
anallagmatique  dounée  peut  être  engendré  de  dix  façons 
différentes,  au  moyen  de  deux  quadriques  homofocales. 
De  là  résultent  encore  d'autres  modes  de  généraliou  de 
ees  droites,  au  moyen  de  trois  ou  de  fjuatre  quadriques. 

Ce  sont  ces  diverses  conséquences  que  je  me  propose 
d'étudier  et  de  développer  dans  les  paragraphes  qui 
suivent. 

Génération  du  sj  stènie  des  droites  nurinalts  à  une  même 
surface  anallagmatique  au  moyen  de  deux  quadri- 
ques homofocales. 

19.  De  la  proposition  (jui  précède,  on  d(-duil  facile- 
ment le  théorème  suivant  ; 

I'hégp.ème  11.  —  Etant  données  deux  (piadriques 
homofocales  Aj  et  A^  et  u/i  plan  ai  Intraire  P,î,  sij  de 
fliaque  droite  E  de  ce  plan,  on  mène  des  plans  tangenti 


(   ^49  ) 
aux  deux  quadriques,  et  si  l'on  joint,  deux  à  deux  tes 
points   de  contact   appartenant   à   des   surfaces  di^é- 
rentes,  foutes  les  droites  ainsi  obtenues  sont  normales  à 
une  même  surface  anallagmatique  S. 

J'ajouterai  que  la  surface  S  est  le  lieu  des  points  d'in- 
tersection de  chacuîie  des  normales  avec  le  plan  mené 
par  la  droite,  qui  est  le  lieu  des  pôles  du  plan  P)2  par 
rapport  aux  surfaces  homofocales  à  A  ^  et  Ao,  perpen- 
diculairement à  la  droite  E  correspotidant  à  la  nor- 
male. On  a  ainsi  un  mode  simple  et  direct  de  généralioiï 
de  la  congruence  de  droites  formée  par  les  normales  à 
une  anallagmatique 5  et,  comme  je  l'ai  fait  remarquer^ 
cette  congruence  peut  être  engendrée,  de  la  même  façon, 
de  dix  manières  différentes. 

Tout  ceci  se  rattache  à  l'étude  de  deux  complexes  de 
droites  remarquables,  que  l'on  peut  définir  ainsi  qu'il 
suit  : 

Fêtant  données  arbitrairement  deux  quadriques^  et  m, 
m'  désignant  deux  points  pris  respectivement  sur  cha- 
cune de  ces  surfaces,  le  premier  complexe  est  composé 
des  droites  mm'  telles,  que  les  plans  tangents  en  ces  points 
se  coupent  sur  une  droite  fixe.  Le  deuxième  complexe 
(réciproque  du  premier)  est  composé  des  droites  d'inter- 
section des  plans  tangents  en  m  et  en  m'  quand  la 
droite  mm  s'appuie  sur  une  droite  fixe. 

120.  La  construction  précédente  donne,  pour  chaque 
point  m  de  Ai,  deux  des  normales  à  E  qui  s'y  croisent; 
comme  ces  deux  droites  doivent  être  symétriques  par 
rapport  au  plan  tangent  à  ce  point,  on  en  déduit  la  pro- 
position suivante  : 

Théorème  IIL  —  Si,  par  une  droite  D,  prise  arbitrai- 
rement dans  r espace ,  on  mène  des  plans  tangents  à 
deux  quadriques  homofocales  Ai,  A2,  et  qui  la  touchent 
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respeclivcnieni  en  /7,,  ^,  et  /^j,   q^.   la  normale  menée 
en  pi  à  la  quadriqiie  Aj   est   dans   le  plan   des  deux 
droites  p^  p.,  et  p^  q^ ,  et  fait  avec  elles  des  angles  égaux. 

Si  l'on  considère  le  quadrilatère  pi  qi  p^qt,  on  voit 
que  deux  côtés  consécutifs  quelconques  de  ce  quadrila- 
tère, piqt  et  qip^  par  exemple,  sont  également  inclinés 
sur  la  normale  en  q^,  et  que  leur  plan  contient  cette 
normale-,  d'où  cette  conséquence  curieuse  : 

Théorème  I\  (*).  —  Étant  données  deux  quadriques 
homofocales  quelconques,  si  un  rayon  lumineux ,  mené 
(Vune  façon  quelconque  dans  V espace,  se  réfléchit 
une  première  fois  sur  la  première  surface,  une  seconde 
fois  sur  la  deuxième^  une  troisième  fois  sur  la  pre- 
mière, et  enfin  une  quatrième  fois  sur  la  deuxième, 
après  ces  quatre  réflexions,  il  reprend  la  même  route, 
en  sorte  que,  quel  que  soit  le  nombre  de  réflexions  ana- 
logues quil  éprouve,  il  parcourt  constanunent  les  quatre 
côtés  du  même  quadrilatère. 

En  s'appuyant  sur  la  théorie  bien  connue  des  causti- 
ques, on  déduit  de  là  la  proposition  suivante,  qui  s'ap- 
plique également  aux  coniques  homofocales  (**)  et  donne 
alors  comme  cas  particulier  la  propriété  focale  qui  sert  de 
définition  à  l'ellipse  et  à  l'hyperbole. 

Théorème  V.  —  Etant  donnés  deux  quadriques  ho- 
mofocales quelconques ,  si,  par  une  droite  prise  arbi- 
trairement, dans  l'espace^  on  mène  des  plans  qui  tou- 
chent respectivement  ces  surfaces  aux  points  /?!,  pf.  et 
q^,  <7î,   la  somme  de  deux  côtés  consécutifs  du  qimdri- 

(*)  Il  est  bien  clair  que  Ton  doit  clioisir  d'une  l'açon  convenable  les 
points  de  réUexion  ;  de  plus,  on  peut  remai-ijucr  que  deux  des  rayons 
réfléchis  sont  virtuels. 

("*)  11  est  presque  inutile  de  dire  que  tous  les  théorèmes  énonces  dan^ 
ce  Mémoire  s'appliquent  également  aux  anallagniati(iiies  et  aux  coniques 
planes,  ainsi  qu'aux  courbes  spheriques  analogues. 
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lalère  formé  par  ces  quatre  points  est  cga(c  à  la  somme 
des  deux  autres,  en  sorte  que  Von  a 

/A  q^  +  (jiPï  =^Piqi-^  qip\. 

21.  Aux  propositions  précédentes  se  lattache  un  mode 
de  transformation  de  droites  dans  l'espace,  qui  mérite 
d'être  signalé. 

Etant  données  deux  quadriques  homofocales  A  et  B  et 
une  droite  quelconque  D,  considérons  un  des  points  où 
cette  droite  rencontre  A,  et  soit  a  ce  point;  soit  de 
même  h  un  des  points  où  la  droite  coupe  B,  les  plans 
tangents  en  «  et  en  ^  se  coupent  suivant  une  droite  par 
laquelle  on  peut  encore  faire  passer  un  plan  langent  à  A 
et  un  plan  tangent  à  B;  A  désignant  la  droite  qui  joint 
leurs  points  de  contact,  je  dirai  que  D  et  A  sont  des 
droites  correspondantes  conjuguées. 

A  une  droite  quelconque  de  l'espace  D  correspondent 
quatre  droites  A;  si  un  rayon  lumineux  est  dirigé  suivant 
la  droite  D,  après  s'être  réfléchi  successivement  sur  cha- 
cune des  deux  quadriques,  sa  direction  coïncidera  avec 
celle  d'une  des  droites  conjuguées  A,  et  l'on  obtiendra  ces 
quatre  droites  en  choisissant,  de  toutes  les  façons  pos- 
sibles, les  points  où  se  fait  la  réflexion. 

Du  théorème  de  Malus,  il  résulte  d  ailleurs  que  si  uu 
système  de  droites  D  est  normal  à  une  même  surface,  il 
en  est  de  même  des  systèmes  des  droites  conjuguées. 

22.  Le  système  des  droites  normales  à  une  anallagma- 
tique  2  étant  défini  comme  je  l'ai  fait  dans  le  §  XIX  au 
moyen  des  deux  quadriques  homofocales  Aj  et  Aj  et 
du  plan  fixe  Pja,  on  peut  se  proposer  de  déterminer 
tous  les  autres  éléments  qui  définissent  2. 

En  conservant  les  notations  du  §  XX,  si  l'on  désigne 
en  outre  par  K;  la  coni(jue  suivant   la(iuellc  le  plan  P,; 
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coupe  la  fjuadrique  A,,  ou  obtiendra  facileraeul  les  pro- 
positions suivantes  : 

Les  centres  Oj  et  Oo  des  sphères  corresfwndanl.  aux 
quadriques  Aj  et  A»  sont  respectivement  les  pôles  du. 
plan  Pi2  par  rapport  à  ces  surfaces.  Les  centres  des 
trois  autres  sphères  sont  les  points  de  rencontre  des 
diagonales  du  q  uadrilatère  complet  formé  parles  quatre 
points  d'' intersection  des  coniques  KJ  et  K^. 

Si  Von  circonscrit  une  surface  développahle  à  la 
quadnque  A,  et  à  la  conique  K^,  les  trois  autres  coni- 
ques doubles  de  cette  surface  sont  les  coniques  RJ,  K* 
et  ¥i.\  .^  et  la  dèveloppable  est  circonscrite  à  la  sphère  Sj. 

De  là  résulte,  en  particulier,  une  construction  très- 
simple  des  diverses  quadriques  Ai,  Aj ,  A3,.  .  .,  lorsque 
la  surface  anallagmatique  est  définie  par  Tune  d'elles  et 
la  sphère  correspondante. 

Théorîmvie  m.  —  Une  surface  anallagmatique  étant 
définie  par  une  surface  du  second  degré  et  une  sphère, 
la  déi^eloppahle  circonscrite  à  ces  deux  su/faces  a 
quatre  lignes  doubles  qui  sont  des  coniques.  Diaprés 
un  théorème  dû  à  31.  Chasles,  par  chacune  de  ces  co- 
niques on  peut  faire  passe/'  une  quadrique  homofocale 
à  la  première:  les  cinq  quadriques  ainsi  déterminées 
sont  précisément  celles  au  mojen  desquelles  on  peut 
engendrer  la  surface. 

23.  i^e  système  des  normales  à  une  surlace  anallagma- 
tique E  peut  être  en  général  engendré  de  dix  manières 
différentes  par  le  mode  de  construction  que  j'ai  indiqué 
ci -dessus. 

Si  la  surface  a  un  plan  de  symétrie,  (juatre  de  ces 
modes  de  génération  ne  peuvent  être  généralement  appli- 
qués et  deviennent  illusoires. 
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On  peut,  en  eilet,  définir  cette  surface  an  moyen  d'une 
quadiique  et  d'une  sphère  S  ayant  son  centre  dans  un 
des  plans  de  symétrie  H  de  cette  quadrique;  les  centres 
des  autres  sphères  principales  de  l'anallagmatique  sont 
les  sommets  des  cônes  passant  par  rintersection  de  la 
quadrique  et  de  la  sphère  S.  Dans  le  cas  considéré,  l'ini 
de  ces  centres  étant  à  l'infini,  la  sphère,  la  quadrique  et 
le  plan  fixe  correspondant  se  confondent  tous  les  trois 
avec  le  plan  de  symétrie  H;  la  proposition  fondamentale 
ne  peut  donc  plus  s'appliquer,  et  il  est  nécessaire  d'é- 
tudier directement  ce  cas  spécial. 

Mais  avant  d'aborder  cette  étude  je  dois  encore  faire 
une  remarque  sur  un  cas  singulier  qui  semble  présenter 
quoique  intérêt, 

24,  Les  normales  à  une  surface  anallagmatiquc  ayant 
trois  plans  de  symétrie  peuvent  être  considérées  c-omme 
le  lieu  des  diverses  droites  qui  joignent  les  points  de  deux 
quadriques  homofocales  pour  lesquels  les  plans  tangents 
sont  parallèles. 

Considérons  maintenant  deux  quadriques  homofocales, 
et  soit  H  un  de  leurs  plans  de  symétrie^  prenons  une 
droite  quelconque  E  située  dans  ce  plan,  et  menons  par 
cette  droite  des  plans  tangents  à  ces  deux  surfaces;  les 
droites  qui  joignent  les  points  de  contact  situés  sur  l'une 
des  surfaces  aux  points  de  contact  situés  sur  l'autre  sont 
toutes  normales  à  une  même  série  de  surfaces  parallèles 
pour  lesquelles  on  saura  même  déterminer  les  lignes  de 
courbure. 

Dans  le  cas  général  (celui  où  le  plan  H  n'est  pas  un 
plan  de  symétrie),  on  sait  que,  parmi  ces  surfaces  paral- 
lèles se  trouve  une  anallagmatiquc;  dans  le  cas  singulier 
que  je  considère,  cette  anallagmatiquc  est  rejetée  à 
l'infini. 
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Je  remarque,  en  effet,  que  le  lieu  des  pôles  du  plan  H, 
par  rapport  aux  quadriques  homofocales  aux  quadriques 
données,  est  l'axe  Oz  perpendiculaire  au  plan  de  sy- 
métrie H-,  les  points  de  contact  des  plans  menés  par  E 
aux  deux  quadriques  sont  situés  sur  un  cercle  dont  le 
plan  est  perpendiculaire  à  E,  et,  par  conséquent,  paral- 
lèle au  plan  mené  parO-s,  perpendiculairement  à  cette 
droite.  Il  en  résulte,  d'après  la  construction  donnée  dans 
le  n"  16,  que  tous  les  points  de  ranallagmatique  sont  rc- 

jetés  à  l'infini. 

(  La  suite  prochainement.  ) 


SIMPLES  ^OTES 

1"  Sur  la  limite  des  racines-,  —  2'^  Sur  un  théorème  de  Canchy, 
—  5"  Sur  une  question  de  licence; 

Par  m.  a  bel  TRA^'SON. 


I,  Limites  supérieures  des  racines  d\ine  équalion 
donnée.  —  Pour  établir  les  règles  de  Maclaurin  quel- 
ques calculs  sont  nécessaires,  et  ces  calculs,  quoique 
fort  simples,  ont  embarrassé  quelquefois  à  l'examen  des 
candidats  qui  pourtant  n'étaient  pas  sans  valeur. 

Je  crois  donc  utile  de  rappeler  d'abord  une  indication 
donnée  autrefois  parTerquem. 

((  Il  semble  qu'on  n'insiste  pas  assez,  dans  l'exposi- 
tion de  la  numération,  sur  une  propriété  irès-importante 
et  qu'on  ne  saurait  trop  tôt  inculquer  aux  élèves  :  c'est 
que,  dans  tout  nombre,  une  unité  d'un  ordre  quelconque 
est  plus  grande  que  la  somme  de  toutes  les  unités  qui  la 
suivent,  et  cela  dans  un  système  quelconque.  Cette  pro- 
priété est  le  fondement  de  la  division  et  des  extraction."? 


(  255  ) 
de  racines,  et  se  retrouve  même  dans  la  théorie  des  équa- 
tions. Ainsi,  étant  donné  le  polynôme 

Ao.r'"4-  A,x'"-'  -H.  .  .+  A:;,; 

A„  étant  le  plus  grand  coefficient,  Aq  (A„-|-  i)'"  est  plus 
grand  que  la  somme  des  termes  qui  suivent  le  premier, 
parce  qu'alors  le  polynôme  devient  un  nombre  écrit  dans 
le  système  dont  la  base  est  A„  H-  i .  »  [Noui'elles  Annales, 
i"""  série,  t.  I,  p.  5i.) 

Par  ce  moyen,  on  établira  la  première  règle  de  Ma- 
claurin  sans  calcul  et  d'une  façon  en  quelque  sorte  in- 
tuitive. Or  on  peut  ramener  au  même  principe  la  dé- 
monstration de  la  formule  [  +  vN,  dans  laquelle  N  est 
le  plus  grand  des  coefficients  négatifs  pris  en  valeur  ab- 
solue, et  n  l'excès  du  degré  de  l'équation  sur  l'exposant 
de  l'inconnue  dans  le  premier  terme  négatif. 

Il  s'agit  alors  de  trouver  pour  .r  un  nombre  qui  satis- 
fasse à  la  condition 

j:">>  N  .r"'-"-f-  N  ./■'"-"-'  -f-  .  .  ,  +  ]N. 

A  cet  effet,  considérons  un  nombre  écrit  dans  la  base  h 
et  de  la  forme  suivante 

(2)       b"^-^   [b  —  l)b"'-'  -\-{b  —  ï)b'"-'-i-.  ..-\-(b—l). 

D'après  le  principe  indiqué  par  Terquem,  le  premier 
terme  de  ce  polynôme  a  une  valeur  supérieure  à  la 
somme  des  termes  qui  le  suivent  ;  on  aura  donc  à  fortiori 

b'"'^{b  —  i)b"-'b'"-"+{b  —  i)b"-'b"'-"-'-h.  ..-h{b  ~i)b"-\ 

car  on  a  conservé,  mais  en  changeant  seulement   leur 
forme,  les  m  ■ —  n  -\-  i    premiers  termes  qui   suivent  b'" 
dans  (2);  et  l'on  a  supprimé  tous  les  autres. 
On  aura  donc,  par  un  nouvel  à  fortiori, 
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Et  alors,  pour  satisfaire  à  la  condition  demandée,  il 
suffit  de  prendre  pour  .x  une  valeur  de  h  qui  satisfasse  à 
la  condition 

ce  qui  donne  x^  i  -\-  y/N  . 

On  connaît  la  règle  de  Lagrange  :  soient  — Ax'"'^. 
—  Ba:'""'',  — C.r'"~%...,  les  termes  négatifs  de  l'équa- 
tion pi'oposée  :  on  a  une  limite  supérieure  des  racines 
positives  en  additionnant  les  deux  plus  grandes  des 
quantités  ^A  ,  y/  B?  v'C  , .  .  . . 

M.  Pury  a  donné  une  démonstration  de  cette  règle 
dans  les  Nouvelles  Annales,  i"^^  série,  t.  I,  p.  243  ;  mais 
il  y  a  une  règle  de  Caiichy  beaucoup  moins  connue, 
souvent  plus  avantageuse  que  celle  de  Lagrange,  et  dont 
la  démonstration  est  très-simple. 

Soit  Féquation  proposée 

.1^  -i-  fl,  af"~^  -h  a.  x"'~^  -t-  .  .  .  -i-  a„  =  o, 

et  soient  a^,  a^,  ai,.  .  .  les  coefficients  négatifs  en  nom- 
bre K5  on  a  une  limite  supérieure  en  prenant  le  plus 
grand  des  nombres  suivants 

En  effet,  écrivons  les  inégalités  suivantes 
/^XKfl^)P,  d'où  ft/'>K«/„ 
^'XKrt,)",  d'où  b'^K^r, 
è>(R  «,)"',     d'où      b':>Ka,, 


et  ajoutons  les  termes  de  la  seconde  colonne,  qui  sont  en 
nombre  K,  après  avoir  multiplié  la    première  paré'""'', 
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la  seconde  par  h'"~'',  la  troisième  par  h'"~\  ...  ;  il  viendia, 
après  avoir  divisé  par  K, 

b""  >  Op  b'"-P  -f-  Or  b'"-''  -t-  a,  b'"-'  -t-  .  .  .  ; 

de  sorte  que  le  nombre  b  rend  le  premier  terme  de 
l'équation  supérieur  à  la  somme  des  termes  négatifs. 
Donc,  etc. 

Pour  comparer  ces  règles,  appliquons-les  à  l'équation 
suivante 

X^  —  Ax^  -i-  X-  —  l'j  ooo  =:  G, 

dans  laquelle  A  est  un  nombre  positif  quelconque  infé- 
rieur à  19.  La  règle  de  Maclaurin  donne  27001;  celle 
de  Lagrange  donne  A  4-  3o,  et  celle  de  Cauchy  donne  3y. 

II.  Sur  un  théorème  de  Cauchy.  —  «  La  racine  ni'^'"' 
»  du  produit  de  m  nombres  est  plus  petite  que  la  moyenne 
))  arithmétique  entre  ces  nombres.  » 

M.  Boutroux  a  démontré  ce  théorème  par  un  calcul 
que  Terquem  déclare  peu  différent  de  celui  que  Cauchy 
avait  donné  dans  son  Cours  d^aJialjse  {^^.  4^75  1821), 
et  en  même  temps  ('•')  Terquem  mentionne  une  démons- 
tration de  Lobatto  et  Bobillier,  dans  la  Correspondance 
mathématique  de  Quetelet  (t.  IV;  1828)  ;  enfin,  plus  ré- 
cemment, on  a  reproduit,  dans  les  Nouvelles  A7inales[**), 
un  autre  calcul  de  M.  Schlomilch  pour  établir  que  la 
moyenne  géométrique  est  moindre  que  la  moyenne  arith- 
métique et  supérieure  à  la  moyenne  harmonique.  Quant 
au  théorème  de  Cauchy,  ne  suffit-il  pas  de  remarquer  que 
le  produit  de  m  nombres,  dont  la  moyenne  arithmétique 
est  donnée,  est  le  plus  grand  possible  lorsqu'ils  sont  tous 
égaux  entre  eux;  or  leur  moyenne  géométrique,  c'est- 

(*)  Nouvelles  Annales,  i*"*  série,  t.  I,  p.  368. 
(**)  Nouvelles  Annales,  i''®  série,  t.  XVIII,  p.  353. 

Ann.  de  Mathëniat.,  2*  série,  t.  XI.  (Juin  1872.)  I  "J 
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à-dire  la  racine  m'""'  de  leur  produit,  est  alors  précisé- 
ment égale  à  leur  moyenne  arithmétique;  donc  elle  lui 
est    généralement  inférieure,   et  alors  il  est  très-facile 
d'établir  l'ordre  de  grandeur  relative  des  trois  moyennes 

M„,M,,,   M;,. 

On  a,  par  définition 

m         i  \  II 

Ma        «  o  kl 

d'où 

m  l{ab...k) 


le  numérateur  du  second  membre  est  ici  la  somme  des 
m  produits  m  —  i  à  m  —  i  des  nombres  a,  b,.  .  .  ^  k,  l. 
Or  la  moyenne  arithmétique  de  ces  produits  est,  en  vertu 
du  théorème  de  Cauchy,  supérieure  à  leur  moyenne  géo- 
métrique, qui  est  elle-même  égale  à 


d'où  l'on  conclut  aisément 

M/,  <  M„. 

HT.  Sur  une  question  de  licence.  —  M.  Besant,  du 
collège  de  Cambridge,  donne,  sous  le  n°  17  de  ses  Exer- 
cices, les  propositions  suivantes  : 

«  Si  un  arc  donné  d'une  courbe  roule,  d'abord  exté- 
rieurement, puis  intérieurement,  sur  le  même  arc  d'une 
courbe  fixe,  la  somme  des  arcs  des  roulettes  d'un  même 
point  est  indépendante  de  la  courbe  fixe.  La  même  in- 
dépeudance  existe  aussi  pour  la  somme  des  aires  com- 
prises entre  les  lignes  joignant  le  point  entraîné  au  point 
de  contact.  »  [Voir\cs  énoncés  de  M.  Besant,  Nouvelles 
annales,  i""  série,  t.  X,  p.  473-) 

Dès  l'année  i868,  M.  Gigon  a  donné  la  démonstration 
de  ces  deux  propositions   dans  les  Nouvelles  Annales 
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(a*^  série,  t.  VII,  p.  4^3)?  et  il  fait  suivre  sa  démons- 
tration de  la  remarque  suivante  :  «  Ces  deux  propo- 
sitions remarquables  sont  dues  à  M.  Hennig-,  mais  la 
démonstration  qui  précède  est  différente  de  celle  que 
cet  auteur  a  publiée  [Journal  de  Crelle,  année  i865).  » 

D'après  cela,  on  voit  que  MM.  Hennig  et  Gigon  ont 
ignoré  que,  dès  l'année  1 845,  dans  une  Note  sur  la  théorie 
des  êpicycloïdes,  insérée  au  quatrième  volume  des  Nou- 
velles jinnales  (i*^*^  série,  p.  83),  lesdeux  théorèmes  dont  il 
s'agit  ont  été  démontrés  à  l'aide  d'une  de  ces  considéra- 
tions que  Terquem  appelait  intuitives  ^  et  qui  n'a  exigé 
que  quelques  lignes  de  texte  sans  calcul  ni  figures.  Les 
conséquences  relatives  à  la  rectification  et  à  la  quadra- 
ture soit  des  épicycloïdes  et  hypocycloïdes  ordinaires  ou 
allongées  et  accourcies,  soit  de  quelques  roulettes  remar- 
quables, sont  présentées  dans  la  même  Note  et  de  la  même 
manière  que  les  propositions  principales.  Mais  il  faut 
observer  que  la  Note  énonce  ces  deux  propositions  avec 
une  circonstance  dont  l'omission  dans  les  énoncés  de 
M.  Besant  et  dans  la  démonstration  de  M.  Gigon  (et  dans 
celle  de  M.  Hennig.'')  infirme  la  généralité  des  deux 
théorèmes. 

Voici  ce  qui  en  est  :  il  y  a  le  roulement  intérieur  que 
M.  Gigon  caractérise  très-clairement  en  disant  que  les 
centres  de  courbure  de  la  courbe  fixe  et  de  la  courbe 
mobile  sont  alors  d'un  même  côté  par  rapport  au  point 
de  contact  •,  mais,  dans  ce  roulement  même,  il  faut  distin- 
guer le  cas  où  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  mobile 
est  plus  petit  que  celui  de  la  courbe  fixe  du  cas  où  il  est 
plus  grand.  C'est  seulement  au  premier  des  deux  cas  que 
répond  l'énoncé  de  Besant,  et,  pour  l'exactitude,  il  faut 
dire  avec  la  Note  : 

.  .  .  La  SOMME  ot;  LA  DiFFÉREKCE  des  deux  arcs  décrits 
par  uji  point  quelconque  dit  plan  de  la  courue  nujhile 
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sera  indépendante  de  la  nature  de  la  courbe  fixe  :  la 
somme,  si  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  fixe  est, 
en  chacun  des  points  de  contact,  plus  grand  que  celui 
de  la  courbe  mobile;  la  différence,  dans  le  cas  con- 
traire... (et  une  même  distinction  pour  la  somme  ou  la 
différence  des  aires  correspondantes). 

On  comprendra  la  nécessité  de  cette  distinction,  en  ob- 
servant que  si,  à  partir  de  la  circonstance  où  la  courbe 
mobile  aurait,  en  chacun  des  points  de  contact,  une  cour- 
bure plus  grande,  c'est-à-dire  un  rayon  de  courbure 
moindre  que  celui  de  la  courbe  fixe,  on  augmentait  la 
courbure  de  celle-ci  en  diminuant  ses  cercles  osculateurs, 
Tare  et  l'aire  correspondante  produits  par  le  roulement 
extérieur  augmenteraient  jusqu'à  atteindre  et  ensuite  dé- 
passer les  valeurs  relatives  au  cas  où,  les  deux  courbes 
étant  identic[ues,  le  roulement  intérieur  devient  impos- 
sible et  ne  concourt  plus  à  former  les  sommes  fixes  dé- 
tinies  par  les  deux  théorèmes. 

La  Note  se  terminait  en  proposant  aux  lecteurs  des 
Nouvelles  annales  la  question  de  savoir  s'il  existe  pour 
la  sphère  un  théorème  analogue  à  celui  de  Cardan,  d'après 
lequel,  sur  le  plan,  tout  point  d'un  cei-cle  roulant  inté- 
rieurement sur  un  cercle  de  rayon  double  décrit  une  ligne 
droite.  Je  ne  sache  pas  qu'il  ait  été  répondu  dans  ce  Re- 
cueil à  cette  question -,  mais  JM.  Paul  Serret  l'a  résolue 
habilement  dans  sa  Théorie  géométrique  et  mécanique 
des  lignes  à  double  courbure,  p.  54-  J'ajoute  (ju'en  i855 
le  même  auteur,  dans  son  savant  traité  Des  méthodes  en 
Géométrie,  avait  enqiruuté  aux  Nouvelles  annales  les 
deux  théorèmes  proposés  plus  tard  par  M.  Besant,  et  en 
avait  donné  (p,  i36)  une  démonstration  détaillée. 
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THÉORIE  DES  INDICES  PAR  RAPPORT  A  UNE  COWRBE 
ET  UNE  SIRFACE  DU  SECOND  DEGRÉ; 

Par  m.   FAURE, 

Chef  d'escadrons  d'Artillerie. 


Indice  d'un  poinL  par  rapport  à  une  conique. 

I.  Définition.  —  Si,  par  un  point  m,  on  mène  une 
transversale  rencontrant  aux  points  a  et  b  une  conique 
donnée,  le  rapport  du  produit  nia.nib  au  carré  du 
demi-diamètre  parallèle  à  la  transversale  est  V indice 
du  point  m  par  rapport  à  la  conique. 

L'indice  est  négatif  ou  positif,  suivant  que  le  point  m 
et  le  centre  de  la  conique  appartiennent  à  la  même  région 
de  la  courbe  ou  à  des  régions  différentes.  Ainsi,  dans 
Fellipse,  l'indice  d'un  point  extérieur  est  positif,  mais 
il  est  négatif  dans  Tliyperbole.  L'indice  d'un  point  de  la 
conique  est  nul,  et  celui  du  centre  est  égal  à  —  i . 

L'indice  du  point  est  susceptible  de  se  définir  d'un 
grand  nombre  de  manières,  de  sorte  que  tout  théorème 
relatif  aux  indices  en  donne  immédiatement  plusieurs 
autres,  dénoncés  souvent  très-différents.  JNous  indique- 
rons, sans  démonstrations,  quelques-unes  de  ces  défini- 
tions :  les  unes,  comme  on  le  verra,  sont  spéciales  au  cas 
d'un  point  extérieur  à  laconique;  d'autres,  au  cas  d'un 
point  intérieur:  enfin  les  premières,  plus  générales,  s'ap- 
pliquent aux  deux  cas  indifféremment  : 

1°  L'indice  d'un  point  est  égal  et  de  signe  contraire 
au  rapport  des  distances  de  ce  point  et  du  centre  de  la 
conique  à  la  polaire  du  point. 

a°  La  polaire  du  point  m  rencontrant  en   n  l'un  des 
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axes  de  la  conique,  on  fait  passer  un  cercle  par  le  point  n 
et  les  foyers  (réels  ou  imaginaires)  situés  sur  l'autre  axe. 
L'indice  du  point  m  est  égal  à  la  puissance  de  ce  point 
par  rapport  au  cercle,  divisée  par  le  carré  du  demi-axe 
de  la  conique  qui  contient  les  foyers  employés. 

3"  Si,  du  point  m,  on  abaisse  une  perpendiculaire /«y:> 
sur  la  polaire  de  ce  point  et  que  l'on  prolonge  cette  per- 
pendiculaire en  <7,  où  elle  rencontre  l'un  des  axes  de  la 
conique,  ou  obtiendra  l'indice  du  point  m  en  divisant  le 
produit  T?ip.mq  parle  carré  du  demi-axe  qui  ne  passe  pas 
au  point  ç. 

4°  La  racine  carrée  de  l'indice  du  point  m  est  égale  à 
Taire  du  quadrilatère  déterminé  par  les  tangentes  menées 
du  point  m  à  la  conique  et  les   rayons  menés  du  centre  . 
aux  points  de  contact,  divisé  par  le  produit  des  demi- 
axes  de  la  conique. 

5°  La  racine  carrée  de  l'indice  du  point  m,  par  rap- 
port à  une  ellipse,  est  égale  à  la  tangente  de  la  demi- 
différence  des  angles  d'anomalie  qui  déterminent  les 
points  de  contact  des  tangentes  menées  du  point  m  à  la 
conique. 

6°  La  racine  carrée  de  l'indice  du  point  ???  est  égale  au 
produit  des  distances  du  point  ni  aux  foyers  de  la  coni- 
que, multiplié  parle  sinus  de  l'angle  sous  lequel  la  co- 
nique est  vue  de^ce  point,  et  divisé  par  le  double  du  pro- 
duit des  demi-axes  de  la  conique. 

y°  La  racine  carrée  de  l'indice  du  point  m  est  égale  à 
la  puissance  de  ce  point,  par  rapport  au  cercle  lieu  des 
sommets  des  angles  droits  circonscrits  à  la  conique,  mul- 
tiplié par  la  tangente  de  l'angle  sous  lequel  la  conique 
est  vue  de  ce  point,  et  divisé  par  le  double  du  produit 
des  demi-axes  de  la  conique. 

8"  La  racine  carrée  de  l'indice  du  point  ?Ji  est  égale  au 
produit  (les  demi-axes  de  la  coiilcjuc.  divisé  par  le  double 
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(lu  carré  du  dcmi-diamèlie  qui  passe  au  point  m,  multi- 
plié par  le  sinus  de  l'angle  formé  par  les  tangentes  me- 
nées du  point  ni  à  la  conique,  et  divisé  par  le  produit  des 
sinus  des  angles  que  forment  ces  tangentes  avec  le  dia- 
mètre qui  passe  au  point  m. 

9^*  La  racine  carrée  de  l'indice  du  point  m  est  égale  au 
sinus  de  l'angle  formé  par  les  tangentes  menées  du  point 
ni  à  la  conique,  divisé  par  le  produit  des  sinus  des  angles 
que  forment  ces  tangentes  avecladroite  menée  du  point /n 
à  l'un  des  foyers,  multiplié  par  le  rapport  du  demi-axe 
qui  contient  les  foyers  imaginaires,  à  l'autre  axe. 

lo"  Le  poiiît  o  étant  le  centre  de  la  conique,  par  le 
point  ni  menez  le  demi-dianièlre  ort,  et  la  coide  bc  paral- 
lèle au  diamètre  conjugué  de  oa\  1  indice  du  point  ni^ 
pris  en  signe  contraire,  est  égal  au  carré  de  Taire  du 
quadrilatère  obac  divisé  par  le  carré  du  produit  des  demi- 
axes  de  la  conique. 

11*'  Dans  l'ellipse,  l'indice  du  point  m,  pris  en  signe 
contraire,  est  égal  au  carré  du  sinus  de  la  demi-diffé- 
rence des  angles  d'anomalie  qui  déterminent  les  points  b 
et  c  de  la  construction  précédente. 

Indice  d^une  droite  par  rapport,  à  une  conique. 

II.  Définition.  —  L'indice  d'une  droite  est  égal  à 
r indice  du  point  où  cette  droite  est  rencontrée  par  le 
diamètre  conjugué  à  sa  direction,  divisé  par  le  carré  du 
demi- diamètre  parallèle  à  la  droite. 

Les  théorèmes  suivants  peuvent  aussi  servir  de  défini- 
tion à  l'indice  d'une  droite  : 

1°  L'indice  d'une  droite  est  égal  au  produit  des  dis- 
tances de  cette  droite  aux  tangentes  de  la  conique  paral- 
lèles à  la  droite,  divisé  par  le  carré  du  produit  des  demi- 
axes  de  la  conique^ 
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a"  L'indice  d'une  droite  est  égal  au  produit  des  dis- 
lances du  pôle  de  la  droite  et  du  centre  de  la  conique  à 
cette  droite,  divisé  par  le  carré  du  produit  des  demi-axes 
de  la  conique  ; 

3°  Si  l'on  prend  un  point  arbitraire  sur  la  droite  don- 
née, l'indice  de  cette  droite  sera  égal  au  produit  des  di- 
slances de  ce  point  aux  foyers  de  la  conique,  multiplié 
par  le  produit  des  sinus  des  angles  formés  par  les  tan- 
gentes menées  à  la  conique  par  le  point  arbitraire,  avec 
la  droite  donnée,  divisé  par  le  carré  du  produit  des 
demi-axes  de  la  conique-, 

4"  Si  l'on  prend  un  point  arbitraire  sur  la  droite  don- 
née, l'indice  de  cette  droite,  pris  en  signe  contraire,  sera 
égal  au  produit  des  sinus  des  angles  formés  par  la  droite 
avec  les  tangentes  menées  à  la  conique  par  le  point  arbi- 
traire, divisé  par  le  produit  des  sinus  des  angles  formés 
par  ces  mêmes  tangentes  avec  le  diamètre  qui  passe  par 
ce  point  et  par  le  carré  du  demi-diamètre  de  la  conique 
qui  coïncide  avec  cette  direction  ; 

5**  L'indice  d'une  droite  est  égal  au  carré  de  la  distance 
du  centre  de  la  conique  à  la  droite,  divisé  par  le  produit 
des  carrés  des  demi-axesde  la  conique,  diminué  de  l'inverse 
du  carré  du  demi-diamètre  parallèle  à  la  droite  donnée. 

6°  L'indice  d'une  droite  est  égal  à  la  puissance  du  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'un  des  foyers  sur  la 
droite,  par  rapport  au  cercle  décrit  sur  l'axe  focal  comme 
diamètre,  divisé  par  le  produit  des  carrés  des  demi-axos 
de  la  conique. 

Les  définitions  suivantes  sont  spéciales  au  cas  o  la 
droite  donnée  rencontre  la  conique  : 

y°  L'indice  d'une  droite,  pris  en  signe  contraire,  est 
égal  au  carré  de  la  demi-corde  déterminée  par  cette 
droite  dans  la  conique,  divisé  par  la  quatrième  puissance 
tlu  dcmi-dianiètrc  parallèle  à  la  droite: 
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8°  Si  l'on  mène,  par  le  centre  o  de  la  conique,  une  pa- 
rallèle à  la  droite  donnée,  rencontrant  au  point  a  la  tan- 
gente menée  en  un  quelconque  des  points  d'intersection 
de  la  droite  avec  la  conique,  l'indice  de  la  droite,  pris  en 
signe  contraire,  est  égal  à  l'inverse  du  carré  de  la  lon- 
gueur oa-, 

g°  L'indice  d'une  droite,  pris  en  signe  contraire,  est 
égal  au  carré  du  sinus  de  la  demi-différence  des  angles 
d'anomalie  qui  déterminent  les  points  d'intersection  de 
la  droite  avec  la  conique,  divisé  par  le  carré  du  demi- 
diamètre  parallèle  à  la  droite. 

Remarquons  que  l'indice  d'une  droite  est  nul  lorsque 
celte  droite  touche  la  conique,  et  que  l'indice  d'un  dia- 
mètre est  égal  au  carré  de  l'inverse  de  la  longueur  du 
demi-diamètre,  pris  en  signe  contraire. 

Indice  (Vun  point  par  rapport  à  une  surface  du  second 

degré. 

III.  Définition.  —  Si,  par  un  point  m,  on  mène  une 
transs^eisaie  rencontrant  aux  points  a  et  b  une  surfaee 
du  second  degré,  le  rapport  du  produit  ma .  mb  au  carré 
du  demi-diamètre  parallèle  à  la  transversale  est  Vindice 
du  point  m  j)ar  rapport  à  la  surface. 

De  même  que  pour  le  cas  des  coniques,  l'indice  d'un 
point  par  rapport  à  une  surface  du  second  degré  est  néga- 
tif ou  positif  suivant  que  le  point  et  le  centre  de  la  sur- 
face sont  dans  la  même  région  de  cette  surface  ou  dans 
des  régions  différentes.  L'indice  d'un  point  de  la  surface 
est  nul,  et  celui  du  centre  est  égal  à  —  i. 

L'indice  d'un  point  par  rapport  à  une  surface  se  dé- 
duit aisément  de  l'indice  de  ce  point  par  rapport  à  une 
conique.  Menons,  en  effet,  par  le  point  m  un  plan  arbi- 
traire coupant   jiotie   surface   suivant  une  conique.  On 
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voit  de  suite  que  l'indice  de  ce  point  par  rapport  à  la  sur- 
face sera  égal  à  l'indice  du  point  par  rapport  à  la  coni- 
que, multiplié  par  le  rapport  de  Faire  de  la  conique  à 
celle  de  la  section  diamétrale  parallèle;  au  plan  arbitraire. 
Eu  particulier,  l'indice  d'un  point  par  rapport  à  la  sur- 
face sera  égal  à  l'indice  du  même  point  par  rapport  à  une 
section  diamétrale  passant  par  ce  point.  A  Taide  des  va- 
leurs indiquées  pour  l'indice  d'un  point  par  rapport  à 
une  conique,  on  obtiendra  des  valeurs  correspondantes 
pour  l'indice  d'un  point  par  rapport  à  une  surface.  Nous 
citerons  les  suivantes  : 

i"  L'indice  d'un  point  par  rapport  à  une  surface  du 
second  degré  est  égal  et  de  signe  contraire,  au  rapport  des 
distances  de  ce  point  et  du  centre  de  la  surface,  au  plan 
polaire  du  point  : 

2"  Si,  du  point  m,  on  abaisse  une  perpendiculaire  nip 
sur  le  plan  polaire  de  ce  point,  et  qu'on  la  prolonge  eu  ^, 
où  elle  rencontre  le  plan  déterminé  par  deux  des  axes  de 
la  surface,  l'indice  du  point  m  sera  égal  au  produit 
mp .  mq,  divisé  par  le  carré  du  troisième  demi-axe  ; 

3°  Par  le  point  m,  menons  une  tangente  ma  à  la  sur- 
face; désignons  par  o  le  centre  de  cette  surface,  par  è 
l'extrémité  du  diamètre  conjugué  au  plan  oma^  et  par  V 
le  volume  du  parallélépipède  construit  sur  le  tétraèdre 
oiiiah.  La  racine  carrée  de  l'indice  du  point /7i  sera  égale  au 
volume  V,  divisé  par  le  produit  des  demi-axes  principaux 
de  la  surface  ; 

4°  Par  le  point  m,  menons  la  demi-corde  ma  conju- 
guée avec  0/725  désignons  par  h  l'extrémité  du  diamètre 
conjugué  au  plan  oma^  et  par  V  le  volume  du  parallélé- 
pipède construit  sur  le  tétraèdre  omah.  L'indice  du  point 
/?i,pris  en  signe  contraire,  sera  égal  au  carré  du  volume  V, 
divisé  par  le  carré  du  produit  des  demi-axes  principaux 
de  la  surface. 


(  '>-^l  ) 

Indice  d\ine  droite  par  rapport  à  une  surface 
du  second  degré. 

IV.  Définition.  —  L'indice  dhme  droite  par  rapport 
à  une  surface  du  second  degré  est  égal  à  l'indice  du 
point  où  cette  droite  est  rencontrée  par  le  plan  diamé- 
tral conjugué  à  sa  direction,  divisé  par  le  carré  du  demi- 
diamètre  parallèle  à  la  droite. 

On  voit  aisément  que  si  l'on  mène  par  la  droite  un  plan 
arbitraire  coupant  la  surface  suivant  une  conique,  l'in- 
dice de  la  droite  par  rapport  à  la  surface  sera  égal  à  l'in- 
dice de  cette  droite  par  rapport  à  la  conique,  multiplié 
par  le  carré  du  rapport  de  l'aire  de  la  conique  à  l'aire  de 
la  section  diamétrale  parallèle.  A  l'aide  des  valeurs  indi- 
quées pour  l'indice  d'une  droite  en  géométrie  plane,  on 
obtiendra  des  valeurs  correspondantes  pour  l'indice  d'une 
droite  dans  la  géométrie  de  l'espace. 

i^  L'indice  d'une  droite  est  égal  et  de  signe  contraire 
au  carré  de  la  demi-corde  déterminée  par  cette  droite 
dans  la  surface,  divisé  par  la  quatrième  puissance  du 
demi-diamètre  parallèle  à  la  droite  5 

2**  Si  l'on  mène  par  le  centre  o  de  la  surface  une  paral- 
lèle à  la  droite  donnée  rencontrant  en  a  le  plan  tangent 
mené  à  la  surface  en  un  des  deux  points  où  elle  est  coupée 
par  la  droite,  l'indice  de  cette  droite,  pris  en  signe  con- 
traire, sera  égal  à  l'inverse  du  carré  de  la  longueur  oa-^ 

3°  On  mène  par  la  droite  un  plan  tangent  à  la  surface; 
la  racine  carrée  de  l'indice  de  cette  droite  est  égale  à  la 
distance  du  point  de  contact  à  la  droite,  divisé  par  le  pro- 
duit des  demi-axes  de  la  section  diamétrale  parallèle  au 
plan  tangent  ; 

4"  La  racine  carrée  de  l'indice  d'une  droite  est  égale 
au  sinus  de  l'anj^le  (|uc  font  entre  eux  les  plans  tangents 
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menés  par  la  droite,  divisé  par  le  produit  des  sinus  des 
angles  formés  par  ces  plans  avec  celui  qui  passe  par  la 
droite  et  le  centre  de  la  surface,  et  multiplié  par  le  rap- 
port du  produit  des  demi-axes  de  la  surface  au  double 
du  produit  des  carrés  des  demi-axes  de  la  section  diamé- 
trale qui  passe  par  la  droite. 

5°  L'indice  d'une  droite  est  égal  au  produit  de  la  plus 
courte  distance  de  cette  droite  à  sa  polaire  par  le  sinus 
de  Tajigle  de  ces  droites,  par  le  demi-diamètre  de  la  sur- 
face parallèle  à  la  polaire,  et  par  la  distance  du  centre  à 
la  droite  donnée,  divisé  par  le  produit  des  demi-axes  de 
la  conique  diamétrale  qui  passe  par  cette  droite  et  par 
celui  des  demi-axes  de  la  surface  donnée. 

Nota.  —  L'indice  d'une  droite  qui  louche  la  surface 
du  second  degré  est  nul,  et  si  une  droite  passe  par  le 
centre,  son  indice  est  égal  et  de  signe  contraire  à  l'inverse 
du  carré  du  demi-diamètre  qu'elle  détermine. 

[La  suite  prochainement.  ) 


KOTE  SIR  LES  ÉLÉMEÎVTS  DE  GÉOMÉTRIE; 

Par  m.   compagnon, 

Professeur  au  collège  Stanislas. 


Sur  les  mesures  de  la  pyramide,  du  tronc  de  pjramlde 
et  du  tronc  de  prisme  triangulaire. 

Pour  établir  la  mesure  d'une  pvramide  triangulaire 
SABC,  on  construit  ordinairement  un  prisme  ABCDSE, 
ayant  pour  base  ABC,  et  pour  l'une  de  ses  arêtes  l'une 
des  arêtes  de  la  pyramide,  BS  par  exemple,  on  mène  le 
plan  SDC.  et  il  s'agit  de  démontrer  que  la  pyramide 
SABC  est  le  tiers  du  prisme  (voir  fig.  3  ci-après). 

Les  auteurs,  à   partir  d'FAiclide,  ont    donné   de   cette 
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proposition  des  démonstraiions  plus  ou  moins  longues  et 
difficiles,  et  quelquefois  des  démonstrations  dont  la   ri- 
gueur était  loin  d'être  satisfaisante. 

Aujourd'hui  la  marche,  qui  est  assez  généralement 
adoptée  et  qui  est  suffisamment  simple,  consiste  à  dé- 
montrer d'abord  deux  théorèmes  qu'on  peut  regarder 
comme  des  lemmes,  savoir  : 

Lemme  I.  —  Si  l'on  coupe  une  pjramide  par  un  plan 
parallèle  à  sa  hase, 

1°  Les  arêtes  et  la  hauteur  de  cette  pyramide  seront 
divisées  parce  plan  en  parties  proportionnelles ^ 

2°  La  section  sera  un  polygone  senihlahle  à  la  hase 
de  la  pyramide. 

Lemme  II.  —  Si  deux  pyramides  de  même  hauteur 
ont  leurs  hases  situées  sur  le  même  plan  et  qu'on  les 
coupe  par  un  plan  parallèle  au  plan  des  hases j  les  sec- 
tions seront  entre  elles  comme  les  hases. 

Ensuite,  se  fondant  sur  le  principe  des  limites  ou  em- 
ployant une  démonstration  par  la  réduction  à  l'absurde, 
on  fait  voir  que  deux  pyramides  triangulaires  de  même 
hauteur  et  de  hases  équivalentes  sont  équivalentes.  En- 
fin, on  passe  à  la  proposition  principale  que  l'on  a  en  vue. 

Or  celte  marche  est-elle  la  plus  naturelle?  Est-elle  de 
la  plus  grande  simplicité  possible?  —  Je  ne  le  pense  pas. 

Elle  n'est  pas  la  plus  naturelle,  en  ce  qu'elle  n'est  pas 
indiquée  essentiellement  par  une  analyse  très-attentive 
de  la  question.  Car,  après  avoir  décomposé  un  prisme 
triangulaire  en  trois  pyramides  triangulaires,  on  voit  que 
deux  de  ces  pyramides  forment  ensemble  une  pyramide 
quadrangulaire  ayant  pour  base  un  parallélogramme,  et 
qu'en  xéunissant  l'une  de  ces  deux  premièies  pyramides 
à  la  troisième,  on  obtient  encore  une  pyramide  dont  la 
base  est  un  parallélogramme.  Alors  on  est  conduit  à  dé- 
montrer que,  .v/ pa/-  deux  arêtes  opposées  dUtne  pyra- 
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rnide  ayant  pour  base   un  parallélogramme  on  mène 
un  plan,  la  pyramide  quadrangulaire  sera  divisée  en 
deux  pyramides  triangulaires  équivalentes. 

De  cette  manière,  on  évite  les  lenimcs  I  et  H  ci-dessus, 
et,  par  conséquent,  la  marche  suivie  aujourd'hui  n'est 
pas  la  plus  simple. 

A  la  vérité,  ces  lemmes  servent  aussi  à  passer  de  la 
mesure  du  tronc  de  pyramide  triangulaire  à  la  mesure 
du  tronc  de  pyramide  quelconque-,  mais  on  peut  arriver 
autrement  à  cette  dernière  mesure. 

Après  ces  réflexions  sommaires,  nous  allons  entrer 
dans  les  détails  et  exposer  commezit  on  arrive  à  la  mesure 
de  la  pyramide  triangulaire. 

Lemme.  —  Si  Von  divise  en  parties  égales  la  hauteur 
AT  d^une  pyramide  triangulaire  SABC,  et  quon  mène, 
par  les  points  de  division  x^  y^  2,  des  plans  parallèles 
à  la  base  ABC,  puis  que  l'on  construise  des  prismes 
DEFA,  GHKD,  LiNIjNG,  intérieurs  à  la  pyrannde,  ayant 
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chacun  pour  base  l'une  des  sections  et  pour  arête  Vune 
des  parties  égales  AD,  DG,  GL  de  Vune  des  arêtes  SA, 
par  exemple,  le  volume  de  la  p)  ramide  est  la  limite  vers 
laquelle  tend  la  somme  des  pjismes,  lorsque  le  nombre 
des  divisions  de  la  hauteur  augmente  indéfiniment. 
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En  elFet,  si  l'on  construit  les  prismes  ABCD,  DEFG^ 
GHKL,  LMNS  qui  sont  extérieurs  à  la  pyramide^  on  voit 
d'abord  que  la  pyramide  S  ABC  est  plus  grande  que  la 
somme  des  prismes  intérieurs  et  plus  petite  que  celle  des 
prismes  extérieurs. 

Ensuite,  le  premier  prisme  intérieur  DEFA  et  le  se- 
cond prisme  extérieur  DEFG  sont  équivalents,  comme 
ayant  même  base  et  des  hauteurs  égales,  et,  parla  même 
raison,  les  prismes  GHKD,  LMNG  sont  respectivement 
équivalents  aux  prismes  GHKL,  LMNS.  Donc,  la  diffé- 
rence entre  la  somme  des  prismes  extérieurs  et  celle  des 
prismes  intérieurs  n'est  autre  que  le  premier  prisme  ex- 
térieur ABCD,  qui  a  pour  mesure 

ABCxAx     ou     ABCX/', 

en  représentant  Ax  par  h. 

Maintenant  supposons  que  le  nombre  des  divisions  de 
la  hauteur  AT  augmente  indéfiniment  et  qu'on  répète 
successivement  les  mêmes  constructions:  en  désignant 
toujours  par  h  l'une  des  divisions  de  AT,  on  aura  con- 
stamment, pour  la  différence  des  deux  sommes  de  prismes, 

ABGx/'. 

Or  h  peut  devenir  moindre  que  toute  quantité  donnée, 
et  il  en  est  de  même  de  la  différence  ABC  xh]  donc,  la 
pyramide  SABC  est  comprise  entre  deux  sommes  de 
prismes  dont  la  différence  peut  devenir  aussi  petite  qu'on 
voudra,  et,  par  conséquent,  elle  est  la  limite  vers  laquelle 
tend  la  somme  des  prismes  intérieurs,  ainsi  que  la 
somme  des  prismes  extérieurs,  lorsque  le  nombre  des 
divisions  de  la  hauteur  AT  augmente  indéfiniment. 

Ainsi  le  lemme  est  démontré. 

Théorème  L  —  Le  plan,  mené  par  deux  arêtes  oppo- 
sées   fVune  pyramide  ayant   pour  base  un   parallélo- 
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gramme,  divise  cette  pyramide  en  deux  pj  rarnides  trian- 
gulaires équivalentes. 

Soit  la  pyramide  SABCD,  dont  la  base  ABCD  est  un 
parallélogramme,  et  par  les  arêtes  opposées  SD,  SB  me- 
nons un  plan  -,  je  dis  que  les  pyramides  SABD,  SBCD  sont 
équivalentes. 

Fig.  2. 


Divisons  Farête  SD  en  quatre  parties  égales,  par  exem- 
ple, et  par  les  points  de  division  menons  des  plans  pa- 
rallèles à  la  base  ABCD,  qui  déterminent  les  sections 
EFGH,  KLMN,  OPQR.  Ces  sections  seront  des  parallé- 
logrammes :  car  les  droites  EF,  HG  sont  parallèles  comme 
étant  respectivement  parallèles  aux  colés  AB,  DC,  et  de 
même  EH  est  parallèle  à  FG,  etc.;  donc  le  plan  SDB  di- 
vise chacune  de  ces  sections  en  deux  triangles  égaux. 

Cela  posé,  dans  la  pyramide  triangulaire  SABD^,  con- 
struisons le  prisme  EFHD  qui  a  pour  base  EFH  et  pour 
arête  HD,  ainsi  que  les  prismes  RLNH,  OPRJN ,  et  con- 
struisons de  même  dans  la  pyramide  SBCD  les  prismes 
FGHD,  LMNH,  PQB.N.  Alors  les  deux  prismes  EFHD, 
FGHD  sont  équivalents  comme  ayant  des  bases  et  des 
hauteurs  égales:  de  même,  les  prismes  KLNH,  OPRN 
sont  équivalents  aux  prismes  LMNH,  PQRN  chacun  à 
chacun  ;  donc,  en  désignant  par  s  la  somme  des  prismes 
intérieurs  à  la  pyramide  SABD,  et  par  s'  celle  des  prismes 


intérieurs  à  la  pyraniide  SBCD,  ou  a 


Maintenant  supposons  que  le  nombre  des  parties 
égales  de  SD  augmente  indéfiniment  et  que  Ton  répèle 
les  constructions  précédentes;  en  représentant  toujours 
par  s  et  s' les  deux  sommes  de  prismes,  on  aura  constam- 
ment s  =.  s\  et,  si  l'on  remplace  dans  cette  égalité  les 
quantités  variables  a  et  5' par  leurs  limites,  il  s'ensuit  que 
les  deux  pyramides  SABD,  SBCD  sont  équivalentes. 

Remarque.  —  On  peut  démontrer  ce  théorème  sans 
se  fonder  sur  le  lemme  précédent. 

En  effet,  supposons  que  les  deux  pyramides  SABD, 
SBCD  ne  soient  pas  équivalentes  et  que  SBCD  soit  la 
plus  grande-,  alors,  après  avoir  fait  les  mêmes  construc- 
tions que  ci-dessus,  imaginons  en  outre  les  prismes 
BCDH,FGHi\,  LMNR,PQRS  extérieurs  à  la  pyramide 
SBCD  et  désignons  par  s"  la  somme  de  ces  prismes,  par 
s  la  somme  des  prismes  intérieurs  à  la  pyramide  SABD, 
on  aura 

/'>  SBCD  >  SABD  >  s. 

Mais  on  verra  facilement  que  la  différence  entre  s"  els 
n'est  autre  que  le  premier  prisme  extérieur  BCDH,  qui 
a  pour  mesure  BCD  X  //,  en  représentant  par  h  la  hau- 
teur de  ce  prisme.  D'ailleurs,  en  supposant  que  le  nom- 
bre des  parties  égales  de  SD  augmente  indéfininient,  le 
produit  ABC  X  h  peut  devenir  moindre  que  toute  quan- 
tité donnée;  donc  les  pyramides  SBCD,  SABD,  comprises 
entre  s"  cis^  sont  nécessairement  équivalentes. 

THKORi::ME  II.  —  Uiie  pyrainide  a  pour  mesure  Je  tiers 
du  produit,  de  sa  hase  par  sa  hauteur. 

1°  Soit  la  pyramide  triangulaire  SABC.  Je  construis 
le  prisme  triangulaire  ABCDSE,  ayant  pour  base  ABC 
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(  ^74  ) 
et  pour  arête  Tune  des  arêtes  BS  de  la  pyramide,  et  par 
les  droites  SC,  SD,  je  mène  un   plan  qui  coupe  la  face 
ADEC  suivant  l 'C, 

Le  prisme  est  ainsi  décomposé  en  trois  pyramides  trian- 
gulaires SABC,  SACD,  SDEC,  que  nous  désignerons 
par  P,  P',  P";  or  P  et  P'  forment  ensemble  la  pyramide 
quadrangulaire  CABSD  qui  a  pour  base  le  parallélo- 
gramme ABSD;  donc  1rs  pyramides  P  et  P'  sont  équiva- 
lentes. De  même,  P' et  P"  forment  ensemble  la  pyra- 
mide SADEC,  dont  la  base  ADEC  est  un  parallélogramme; 
donc  les  pyramides  P'  et  P"  sont  équivalentes. 

Fig.  3. 


Donc  la  pyramide  SABC  est  le  tieis  du  prisnje 
ABCDSE,  et,  par  conséquent,  elle  a  pour  mesure  le  tiers 
du  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

2"  Si  une  pyramide  P  a  pour  base  un  polygone  quel- 
conque, on  peut  décomposer  ce  polygone  en  triangles  et 
la  pyramide  P  en  pyramides  triangulaires,  ayant  pour 
bases  ces  diirérents  triangles  et  pour  sommet  commun 
celui  de  la  pyramide  proposée;  d'où  il  résulte  que  la 
pyramide  P  a  aussi  pour  mesure  le  tiers  du  produit  de 
sa  base  par  sa  hauteur. 

CoROLLAïKE  I.  —  Deux  pjramïdcs  de  même  hauteur 
et  de  bases  équivalentes  sont  équivalentes  comme  ayant 
même  mesure. 

Deux  pyramides  de  même  hauteur  sont  entre  elles 
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comme  leurs  hases,  et  Jeux  pyratuides  qui  ont  des  bases 
équwalentes  sont  entre  elles  comme  leurs  hauteurs. 

Corollaire  II.  —  Le  plan,  mené  par  deux  arêtes 
opposées  d'une  pyramide  ayant  pour  base  un  trapèze, 
dïwise  cette  pyramide  en  deux  pyramides  triangulaires, 
qui  sont  entre  elles  comme  les  bases  du  ti^apèze  qui  leur 
correspondent.  Car  ces  pyramides  triangulaires,  ayant 
même  hauteur,  sont  entre  elles  comme  les  triangles  qui 
leur  servent  de  bases,  et  ces  triangles  sont  entre  eux 
comme  les  bases  du  trapèze. 

Remarque.  —  Comme  on  peut  le  prévoir,  après  avoir 
groupé  les  pyramides  qui  composent  un  prisme  triangu- 
laire pour  en  former  des  pyramides  quadrangulaires,  jai 
chercbés'il  ne  serait  pas  utile  de  grouper  aussi  les  pyra- 
mides qui  composent,  soit  un  tronc  de  pyramide  trian- 
gulaire, soit  un  tronc  de  prisme  triangulaire.  De  là  le  co- 
rollaire 11  qui  précède  et  qui  va  servir  à  démontrer  les 
deux  ihéorèmes  suivants  : 

Théorème  III.  —  Un  tronc  de  pyramide  a  pour  me- 
sure le  tiers  de  sa  hauteur ,  multiplié  par  la  somme  de 
ses  bases  et  d'une  moyenne  proportionnelle  entre  ces 
deux  bases. 

1°  Soit  le  tronc  de  pyramide  triangulaire  ABCDEF, 
et  menons  les  deux  plans  EAC,  EDC. 

Le  tronc  est  ainsi  décomposé  en  trois  pyramides  trian- 
gulaires EABC,  EADC,  EDFC,  que  nous  désignerons 
par  P,  P',  P",  et  représentons  par  B,  b  les  bases  ABC, 
DEF  du  tronc,  et  par  h  sa  hauteur.  La  première  et  la 
troisième  de  ces  pyramides  ont  pour  bases  ABC,  DEF,  et 
pour  hauteur  celle  du  tronc;  donc 

P  =  ^B  X  A     et     V"=\hy<,h. 

D'ailleurs,  P  et  P'  forment  ensemble  la  pyramide  qua- 

i8. 
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drangulaii'e  CABED,  ijui  a  pour  base  le  trapèze  ABED, 
car  les  droites  AB,  DE  sont  parallèles  comme  intersec- 
tions de  deux  plans  parallèles  par  un  troisième  ;  de  même, 


P'  cl  P"  forment  ensemble  la  pyramide  EADFC,  dont  la 
base  ADFC  est  un  trapèze;  donc  on  a 


AB 
DE 


P^  _  AC 
^'      P^  ~  DF 


Mais  les  triangles  ABC,  DEF  sont  semblables,  comme 
ayant   leurs    côtés   parallèles;    donc  f^  =  7^7;'  et,    par 


DE 


DF 


suite. 


P         P'       „   . 


P'=^PXP"  =  iA  v/BxA. 


Donc,  en  désignant  par  V  le  volume  du  tronc  de  pyra- 
mide proposé,  on  aura 

y  =  i/i{B-\-b  +  s/Bxb), 

C.     Q.     F.     D. 

9."  Soit  le  tronc  de  pyramide  quelconque 

ABCDEabrde-, 

menons  CF  parallèle  à  la  diagonale  BD  jusqu'à  la  ren- 
contre en  F  du  côté  ED  prolongé,  et  joignons  BF.  Les 
triangles  BDC,  BDF  seront  équivalents. 

Ensuite,   la  droite  SF  rencontrera  le  prolongement 


(  '-^77  ) 
(Je  cd  enj\  cl  si   l'on   joint  ce  point  aux  sommets  c,  £>, 
puis  que  l'on  mène  la  diagonale  bd^  les  droites  cf^  bd 
seront  parallèles  comme  étant  respectivement  parallèles 


Fig. 

/ 

h. 
S 

/ 

/f- 

/ 

/  ^ 

JJ 

j  1 

F 

aux  droites  CF,  BD  et  les  triangles  bdc^  b df  seionl  aussi 
équivalents.  Ainsi,  les  deux  troncs  de  pyramides  trian- 
gulaires BDC^f/c,  BDFZ><T^ont  même  hauteur  et  des  bases 
équivalentes  5  donc  ils  sont  équivalents. 

Donc  le  tronc  de  pyramide  proposé  et  le  tronc  de  py- 
ramide ABFKabfe  sont  équivalents,  et,  de  plus,  les  bases 
du  premier  sont  respectivement  équivalentes  à  celles  du 
second. 

Maintenant,  si  l'on  répèle  successivement  la  même 
construction.,  on  pourra  transformer  le  tronc  de  pyra- 
mide quelconque  en  un  tronc  de  pyramide  triangulaire 
ayant  même  hauteur  que  le  premier  et  des  bases  équiva- 
lentes. Donc  le  tronc  de  pyramide  ABCDEa&cr/e  a  aussi 
])Our  mesure  le  tiers  de  sa  hauteur,  multiplié  par  la 
somme  de  ses  bases  et  d'une  moyenne  proportionnelle 
entre  ces  deux  bases. 

Théobème  IV.  —  Un  tronc  de  prisme  triangulaire 
ABCDEF  a  pour  mesure  le  tiers  de  sa  base  ABC,  multi- 
plié par  la  somme  des  perpendiculaires  li^  h',  h"  abais- 
sées sur  cette  base  des  sommets  E,  D,  F  de  la  section  DEF. 
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Menons  les  plans  EAC,  EDC.  Le  Irunc  de  prisme 
sera  décomposé  en  trois  pyramides  EABC,  EADC,  EDFC, 
que  nous  désignerons  par  P.  P',  P". 


I-ig.  6. 


La  première  a  pour  base  ABC,  et  pour  sommet  le 
point  E  ;  donc  on  a 

P  ={ABCxA. 

Maintenant,  si  Ton  désigne  par  e,  d^f  les  pieds  des 
perpendiculaires  //,  h' .  /z",  les  trois  triangles  rectangles 
EBe,  DA^,  FC/^  seront  semblables,  et  l'on  aura 

RB        A  DA  _  A' 

DÂ  ~  //      ''^      FC  "~  F  ' 

D'ailleurs,  P  et  P'  forment  ensemble  une  pyramide 
quadrangulaire  CABED,  qui  a  pour  base  le  trapèze  ABED  ; 
de  même,  P'  et  P"  forment  ensemble  la  pyramide  EADFC 
dont  la  base  ADEF  est  un  trapèze;  donc  on  a 


P         EB        h 
P'  "^  DA  ~  yi'' 

d'où 

//           3               h'^ 

et 

P'         DA         h' 

P"  ~  FC  ~  h''  ' 

li'où 

//             3 

Donc^  en  représentant  par  V  le  volume  du  tronc  de 
prisme,  on  aura 


c.    0. 


(  '^79  ) 
CORIlESPO!\DANCE. 


1.  Extrait  d'une  Lettre  de  M.  Moret- Blanc.  — 
Dans  un  article  inséré  même  tome,  p,  i  i8,  M.  Man- 
sion,  en  parlant  de  la  méthode  par  laquelle  j'ai  intégré 
l'équation  difîérentielle 


d.r*  ilx 


\ — 1-  j  =  A  t'^  +  B  t'"^  +  C  sin  .r  +  D  co9.r 


s'expi'ime  ainsi  :  «  Le  second  devine  la  forme  d'une  so- 
lution particulière,  ce  qui  lui  permet  d'arriver  à  la  solu- 
tion d'une  manière  très-expéditive.  » 

Je  ferai  remarquer  que  la  méthode  que  j'ai  employée 
n'exige  aucune  devination  :  la  forme  de  l'intégrale  par- 
ticulière est  celle  du  second  membre  de  l'équation  diffé- 
rentielle, sauf  une  légère  différence  dont  je  parlerai. 

Il  en  est  ainsi  toutes  les  fois  que,  dans  une  équation 
différentielle  linéaire  à  coefficients  constants,  le  second 
membre  est  une  expression,  ou  une  somme  d'expressions, 
de  la  forme 

e""  (Ao  H-  A,  .r  -t-  Aj-r'  -I-  ...  -h  A^  xP)., 

m  étant  réel  ou  imaginaire,  ce  qui  comprend  les  sinus 
et  cosinus. 

En  effet,  ces  expressions  lepfoduisant  par  les  différen- 
tiations  et  les  intégrations  successives  des  expressions  de 
même  forme,  elles  ne  peuvent  provenir  que  d'une  inté- 
grale de  cette  même  forme,  sauf  le  nombre  des  termes. 

Ainsi,  l'expression  précédente  ne  peut  provenir  que 
d'une  intégrale  ayant  une  partie  de  la  forme 

e"'(  B„  -+-  B,  ,r  +  .  .  .  ^  B^  x/-  H-  .  .  .  +  Bp+„  ,<■/'+"  j, 
n  étant  l'ordre  de  l'équation  différentielle;  Bo,  B,,... 


(     28o     ) 

sont  des  coefficients  qu'on  déterminera  en  identifiant 
l'équation  différentielle  déduite  de  l'expression  précé- 
dente avec  la  proposée,  et  dont  quelques-uns  pourront 
être  nuls. 

Quelques  remarques  permettent,  dans  certains  cas, 
d'abréger  le  calcul  : 

i"  On  peut  supprimer,  dans  l'intégrale  particulière, 
les  termes  qui  seraient  compris  dans  l'intégrale  générale 
de  l'équation  privée  de  second  membre; 

2°  Les  termes  e'"-^  (Bp+i  xJ'+^  -+- . .  .  +  Bp+„xP+")  ne  font 
pas  nécessairement  partie  de  l'intégrale  :  on  peut  ne  les 
y  introduire  que  successivement  jusqu  à  ce  qu'on  ait  au- 
tant d'indéterminées  que  de  coefficients  à  identifier. 

Je  doute  qu'aucune  méthode  conduise  plus  rapidement 
au  résultat  que  celle-ci,  dans  les  cas  où  elle  est  applicable. 

2.  Nous  avons  reçu  plusieurs  solutions  de  la  ques- 
tion 854,  que  nous  ne  jugeons  pas  à  propos  d'insérer. 
Cette  question  n'est  en  ellét,  aux  teimes  près,  que  la  re- 
production de  la  question  461,  proposée  en  iSSg  par 
M.  Vannson,  et  l'on  en  trouve  la  solution  t.  X\III,  p.  242 
et  2785  t.  XIX,  p.  34;  t.  XX,  p.  i55. 

SOLITIOXS  DE  QIESTIOXS  PROPOSÉES 
DANS  LES  NOIVELLES  ANMLES. 


Question  32 

(voir  1"  série,  t.  I,  p.  .i.).i  ); 

Par   m.  J.  MISTER, 

Répétiteur  d'Analyse  à  l'École  du  Génie  civil  de  Belgique. 

Théorème.  —  a  et  b  désignant  les  demi-axes  princi- 
paux d'une  ellipse,  le  périnw.tre  de  V ellipse  est  toujours 
compris  entre  tt  («  -}-  ^)  et  tt  y  2a^  -h  2  è^ . 

(J.    BER^o^JLLI.> 


{  ^8i  ) 
On  peut   prendre   pour    coordonnées   d'un   point   de 
Tellipse 

^■  =  «sinç,      Y  =:  b  cosf, 
et  par  suite 


dx  =  a  ces  œ  r/^,     dj  =  —  b  sin  tp  dtf ,     ds  =  y^a^  cos^y  4-  b^  sin^cp  rfcp, 
d'où,  pour  un  quart  d'ellipse, 


Js/a'^  cos^(f  ■+-  b^  sin^^  rfcp , 
o 


ou  encore 


=   /     v'«*cos-^-4-  b^sin^(fd(f  ■+-   j     y'a^sin^çp  +  é^cos'ip 
«/o  «/ o 


<f  çp , 


Si  dans  ces  intégrales  on  donne  à  '^  une  valeur  con- 
stante cp  =  o,  en  appelant  s^  la  nouvelle  valeur  de  s,  on 
atira 


d^où  l'on  tire 


s — s,r=  I     (y/a'cos^(p-4-è-sin^y+v/«'-sin'cp-}-&^cos'9 — a — b)  d(f. 
J  o 

Le  multiplicateur  de  (i(^  est  une  fonction  de  cj/  qui  est 
toujours  positive.  En  etTet,  sa  dérivée  est  égale  à 


'^A  Cl" 


œ —  6'')sin2cp  /  1 


2  \  V^a^sin*^  H- è'cos^y       y/a-cos*tp  +  è'sin'çj» 

et  comme 


cette  dérivée  sera  positive,  et  comme  la  fonction  s'aunult 


(  ^8.  ) 
pour  c^  =:  o,  il  eu  résulte  que  cette  fonction  sera  toujours 
positive.  Par  conséquent,  ou  pourra  écrire 

J(y'a'sin^(p-+-6^cos^<p+v/a'cos'cpH-^'sin'(p)rf<»>  /      {a+b)d(f, 
0  «^o 

ou,  E  désignant  le  périmètre  de  l'ellipse, 

Donc,  i** 

E>7r  (a -I- Z»). 

En  second  lieu,  si  dans  la  valeur  de  5  on  donne  à  l'an- 
gle ^  la  valeur  constante  (f  =  y^  en  appelant  s^  la  r)OU- 
velle  valeur  de  5,  ou  aura 


Jo 


S2=  1      \jQ.a--\-ib'  d<!f, 


et  par  suite 


J'»^     . 
(v/2fl-  H-  26^  —  \/(7=cos^a>H-  é-sin-'^ —  \Ja-%m''<ù-\-  b^coi,^if)  d<f. 
0 

Le  multiplicateur  de  dç>  est  une  nouvelle  fonction  de  ^ 
qui  est  encore  positive.  En  effet,  sa  dérivée  étant  égale  à 
la  précédente  changée  de  signe  sera  toujours  négative, 

mais  ne  pourra  s'annuler,  puisque  tp  est  plus  petit  que  y 

Comme  la  fonction  est  positive  pour  o  =  o,  il  en  résuite 
qu'elle  sera  constamment  positive,  et  par  suite  on  pourra 
encore  écrire 

n  TT 

J^2a-  -f-  1,0^ d(p^  j     {s/a-cos-(f  -h  è-sin-<p  +  y/a'sin-ç  -+-  é'cos'?)rf^> 
o  %/o 


(  =^83  ) 
ou 

y  <  i/2a'-f-  aè»^- 
4  4 

Donc  2° 

E  <  TT  v/2a'-f-  2^' . 

Note.  —  /''o/V,   i''"  série,  t.  III,  une  solution  de  M.  A.  Peyronny. 


Question   166 

(  voir  i"  série,  t    VI ,  p.  394  )  ; 

Par   m.   h.   BROCARD. 

Le  lieu  géométrique  des  projections  orthogonales  du 
centre  de  la  lemniscate  de  Bernoulli  sur  ses  tangentes 
a  pour  équation  polaire 

1.         1. 
p^  z=z  a^  cosjw. 

(W.    ROBERTS.) 

L'équation  polaire  de  la  lemniscate  étant 
r'  =  rt'cos2  6, 


on  en  tire 


d'où 


r 
tang  V  =  —  =  —  cot29; 


V  —  29  =  -. 
2 


Mais,  p  et  0)  étant  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu, 
on  a 

p  =  /•cos(w  —  9) 
et 

V=-  +  w  — 9; 
2 

on  déduit  de  là 

w  =  39, 


(  284  ) 
et,  pour  l'équation  du  lieu, 

,2c.) 

ou 

1  1 

p'  =  a'  cos|w. 

On  trouverait  de  même  que  le  lieu  des  projections  du 
centre  de  cette  nouvelle  courbe  sur  ses  tangentes,  ou  la 
deuxième  podaire  de  la  lemniscate,  a  pour  équation 

p  ^  =  a  *  cos  I  w  ; 

et  d'une  manière  générale  que  les  podaires  successives 
des  courbes 

o"'  =  a'"  cos  m  w 

appartiennent  à  la  même  famille  (*). 


Question  977 

(voir  2"  série,  t.  VIII,  p.  563  ), 

Par    m.    MORET-BLANC, 

Professeur  au  lycée  du  Havre. 

Ofi  donne  une  parabole  et  un  point  intérieur  à  cette 
courbe  ;  Jaire  passer  par  le  point  donné  une  circonfé- 
rence doublement  tangente  à  la  parabole.  [Détermi- 
nation graphique  du  centre  et  du  rayon  de  la  circonfé- 
rence. ) 

Soient 
(i)  y'  =  npx 

l'équation  de   la  parabole ,   Xi,  j  i   les  coordonnées    du 

(*)  Voir,  à  ce  sujet,  l'exposé  historique  inséré  au  t.  III  de  la  2^  série, 
p.  80.  Voir  aussi,  même  série,  t.  IX,  p.  3o,  et  t.  XI,  p.  162,  deux  Notes 
de  M.  AUégret  relatives  aux  propriétés  de  ces  courbes. 


(  u85  ) 
point  donné,  /  sa  distance  à  l'origine  et  a,  /3  les  coor- 
données inconnues  du  centre  du  cercle. 
L'équation  de  ce  cercle  sera 

(•^  -  «)»  +  (r  -  pr  =  (x.  -  «)^  -\-  (j,  —  p)', 
ou 

(2)  or^  -f-  j^  —  2  ax  —  i>,  Pj  =  /^  —  2a.r,  —  2  P/,. 

Son  intersection  avec  la  parabole  sera  déterminée  par 
les  équations  (i)  et  (2).  Pour  que  ce  cercle  soit  dou- 
blement tangent  à  la  parabole,  il  faut  que  l'équation 
du  4^  degré  en  y,  résultant  de  l'élimination  de  x  entre 
ces  deux  équations,  ait  deux  couples  de  racines  égales, 
et,  par  conséquent,  que  son  premier  membre  soit  un 
carré.  Cette  équation  est 

j*  -h  /\p^j^ — ^pcty^ —  Sp'^^j —  4/^^(^' —  2a.r,  —  2  P7i)  =  O- 

Le  terme  du  3*  degré  manquant,  pour  que  le  premier 
membre  soit  un  carré,  il  faut  d'abord  que  /3  =  o,  ce  qu'on 
pouvait  prévoir  a  priori. 

L'équation  se  réduit  à 

j*  -+■  ^p{p  —  a)  j'  —  4P'i^^  —  2a.r,)=  o. 
Il  faut  ensuite  que  l'on  ait 

4/^'  (/>  —  a  )'  =  4iP'  (  2  a  J^,  —  /'), 
OU 

(p  —  a)'  =  2aj:,  —  /', 

a'  —  2  (  .r,  -f-  />)  a  +  /'+;?-  =  o, 


a  =  JT,  ■+-  pzh  sjipx,  —  y\  . 

Le  point  étant  à  l'intérieur  de  la  parabole  Q.p  x^  — ^*]>o, 
le  problème  admettra  toujours  deux  solutions. 

La  construction  des  deux  valeurs  de  a.  revient  à  ce 
problème  de  Géométrie  élémentaire   :   construire  deux 
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lignes  connaissant  leur  somme  2  (Xi  -f-  ^)  et  leur  produit 

Joignant  le  point  a  au  point  donné,  on  aura  le  rayon. 

On  parvient  plus  simplement  au  même  résultat  par 
d'autres  considérations. 

Le  centre  du  cercle  devant  se  trouver  sur  l'axe,  si  l'on 
nomme  a  sa  distance  au  sommet,  le  carré  du  rayon  ou  de 
la  normale  sera  égal  à  p[^a.  — p)\  mais  il  est  aussi  égal 
à  [x^ —  a)^  -{-  yl  ^^P  —  laXi  -(-  a^-,  d'où  l'équation 

a'  —  2(0:,  -\-  p)  a.  -\-  P  -\-  p-  =^  o . 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  O.  Callandreau  ; 
J.  Augier,  élève  du  lycée  de  Lyon;  Aubry,  élève  à  Saini-Étienne;  A.  Morel, 
répétiteur  à  Sainte-Barbe;  A.  Petot,  élève  du  lycée  de  Nancy;  A.  Luc; 
E.  Laclais  et  H.  Lez. 


Question  104-8 

(voir  2"  série,  t.  X,  p.  557); 

Par  m.   GAMBEY, 

Professeur  au  lycée  de  Saint-Etienne. 

A,  B,  C  étant  les  angles  d'un  triangle  rcctiligne , 
on  propose  de  rendre  minimum 

sinA  sinB  sinC 


sinB.sinC        sinA.sinC        sinA.sinB 

(J.-Ch.   Dupain.) 

Par  la  relation  des  sinus,  je  transforme  l'expression 
proposée  en  celle-ci  : 


2S 


dans  laquelle  a,  è,  c  et  S  désignent  les  côtés  et  la  surface 
d'un  triangle  rectiligne. 

La  question,  ainsi  transformée,  restera  tout  aussi  gêné- 
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raie  que  la  proposée,  si  j'établis  entre  les  trois  côtés  a, 
b,  c  la  relation 

a  -\-  b  -\-  c  :=  ip  =z  const.; 

car  avec  le  périmètre  et  deux  angles  pris  arbitrairement, 
pourvu  que  leur  somme  soit  plus  petite  que  deux  droits, 
on  peut  toujours  construire  un  triangle. 

Mais  alors  le  numérateur  devient  minimum  et  le  déno- 
minateur devient  maximum  pour  a  =  b  =  c.,  donc  l'ex- 
pression transformée  devient  aussi  minimum  pour  cette 
hypothèse. 

Ainsi  la  condition  cherchée  est  A  =  B  =  C,  ce  qui 
conduit  à  2  y'B  pour  le  minimum  demandé. 

O  C 

Bemarque .  —  Si  l'on  pose  -  =:  «^  -  =  /3,  et  si  l'on 
'  *■  a  a 

remplace  S  par 

sjp[p-a){p-b)[p-c)  =  1  ^[[a-^bf-c^][c^-{a-byi 

4 

il  viendra,  après  avoir  élevé  au  carré 

4(1  -f-a'  +  ^')= 


En  égalant  à  zéro  séparément  les  dérivées  par  rapport 
à  a  et  (3,  on  arrive  aux  équations 

a'(P=  —  a')  +  a^— l  =  0, 
pHa'-P')-t-p^-i=:0, 

d'où  l'on  tire 

a  =  p  =;  I  ;     par  suite     a^  b  z=  c, 

comme  ci-dessus.  On  vérifie  aisément  que  c'est  un  mi- 
nimum. 

iVofe.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  A.  Pellissier; 
H.  Brocard;  S.  Dautheville;  Léon  Lecornu,  élève  du  lycée  de  Caenj 
C.  Guesnet,  élève  du  lycée  du  Havre. 
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QIESTIONS. 

1083.  On  demande  :  i''  quel  est  le  Heu  du  sommet 
d'un  angle  droit  dont  chacun  des  côtés  rencontre  deux 
droites  données 5  2°  quelle  est  l'enveloppe  du  plan  de  cet 
angle  droit.  (Mawnheim.  ) 

1084.  Les  coniques,  inscrites  dans  un  quadrilatère  fixe, 
qui  touchent  une  courbe  de  troisième  classe  donnée  K, 
sont  au  nombre  de  1 2  ;  les  12  points  de  contact,  les 
9  points  de  rebroussemeut  de  K  et  les  6  sommets  du 
quadrilatère  circonscrit  sont  situés  sur  une  même  courbe 
du  cinquième  ordre.  (Laguerre.) 

1085.  Un  point  matériel  se  meut  sur  une  courbe 
quelconque,  et  la  force  accélératrice  est  dirigée  constam- 
ment vers  le  centre  de  courbure  de  sa  développée;  l'aire 
parcourue  par  son  rayon  de  courbure  est  proportionnelle 
au  temps.  Examiner  le  cas  où  le  point  se  meut  sur  une 
développante  de  cercle.  (N.  Nicolaïdès.) 

1086.  Si  par  le  foyer  commun  F  de  deux  coniques  on 
mène  une  droite  quelconque,  et  qu'aux  points  où  elle 
coupe  les  deux  coniques  on  mène  les  tangentes  aux  coni- 
ques en  ces  points,  ces  quatre  tangentes  formeront  un 
quadrilatère  dont  les  diagonales  seront  les  cordes  com- 
munes aux  deux  coniques. 

La  droite  qui  joint  les  foyers  non  communs  des  deux 
coniques  jouit  de  la  même  propriété.      (E.  Lemoine.) 

1087.  Le  produit  des  ravons  de  courbure  dune  el- 
lipse aux  sommets  d'un  triangle  inscrit,  dont  le  centre  de 
gravité  coïncide  avec  le  centre  de  l'ellipse,  est  égal  au 
cube  du  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle. 

(G.     FoiRET.) 
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ÈUM  Hm  rOMI'LEXE  DU  SECOND  ORDRE 

■.iiiin.  Tiiir  rn(-me  lomc.  p.  ^'>->    ; 

Par  m.   PAINVIN. 

21.  Pour  que  la  conique  T  se  réduise  à  deux  points 
distincts,  il  faut  et  il  suffit  que  la  longueur  d'un  de  ses 
axes  soit  nulle. 

Par  conséquent,  d'après  l'équation  (42),  la  condition 
unique  pour  que  la  conique  (F)  se  réduise  à  deux  points 
est 

(45)  ^od'o  —  ^Sfl  —  Se  =  O. 

Donc  la  surface  enveloppée  par  les  plans  II  pour  lesquels 
la  conique  du  complexe  se  réduit  à  deux  points  est 

(46)  Sg_^.S._^^o, 
ou 


(46  bis 


■e{u-'  +  t>'-h  »'-  )  —  (a'u''  +  Z(2  „2  4_  gj(,,2  _ ,  )  _  o^ 


ou  encore 

.     ((«'  +  "-+"'')( BC«' -h  C A  P' ^-ABcvM 
(40  ter)     \ 

i       [(B  +  C)«'+(C  +  A)<''+(A  +  B)«.=  — iJ3=o. 

L'équation  (46  bis)  nous  montre  que  la  surface  en 
question  est  inscrite  dans  la  développable  circonscrite  à 
rellipsoïde  proposé  et  au  cercle  imaginaire  de  l'infini. 

L'équation  1  46  ter)  nous  fournit  une  reniarque  qui 
sera  utilisée  plus  loin,  savoir  :  que  tout  plan  (m,  p»,  w\ 
tel  qu'on  ait 

(47)      (B  +  C)«'4-  (C4- A)p^-t-(A+  B).r=—  i<o, 

ne  peut  pas  toucher  la  surface  A-,  ce  plan  est  extérieur  à 

An?i.  de  Miiihémat.,  2"  série,  t.  XI.  (Juillet  1872.)  iq 


(  '^9'-»  ) 
l'ellipsoïde 

l'B  -i-C]tr  -h  (C-f- A)i-H-  (AH-  B^.v^  —  1  =  0, 
ou 

K  +  C        C-t-A"^AH-B        '  —  **' 

lequel  ellipsoïde  renferme  tout  entière  la  sphère    S). 

22.  Démontrons  maintenant  que  les  plans  qui  tou- 
chent la  surface  (46)  touchent  également  la  surface  A, 
n°  8.  Quoique  cette  proposition  résulte  du  théorème 
analogue,  démontré  par  Plûcker  pour  le  cas  d'un  com- 
plexe général  du  2*^  ordre,  il  y  a  cependant  quelque  intérêt 
à  montrer  comment  nos  formules  se  prêtent  à  sa  démons- 
tration. 

D  après  l'équation  (27  ,  n°  12,  nous  voyons  que  les 
coordonnées  u^,  p'q,  'vv^  d'un  plan  langent  à  la  surface  A 

sont 

.r„{/:>=r=-f- AS„  H- G, 


/'+, 

S^^ 

,+ 

t'Go  — 

-  tio 

Jn  '  ^■ 

■a' 

-h 

BS„  + 

G„) 

h   -\- 

S^ 

0  + 

eGo  - 

-Ho 

z,ia 

.12 

H- 

CSo  + 

G,) 

£'S„  +  <'G„—  H„ 


et  si  nous  supposons  le  point  de  contact  [x^^y^.  z^]  sur 
la  nappe  supérieure  de  A,  par  exemple,  les  formules  ^28  , 
n"  il,  transformeront  ces  expressions  en  les  suivantes  : 


Ov 


(AV'-f-  Ap, 


/i  -+-  gp-i  -h  eo\  -i-p;p, 
]  ^     _    ^,fc'a^-f-Bp,-Hpf) 
'"  ~  A  -t-^p..  -^  ep^-H/^îp^ 
2o[(i^b-  -f-Cp,-^  pj) 
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On  a  d'ailleurs 

0 
(2")  \   rl  =  — 


h]c] 

[b* 

-p;)(^'  +  p.) 

« 

{€'• 

-9\){'^'  +  ?-^) 

a]b] 

Nous  allons  maintenant  calculer  en   fonction  de  p,  et 
Pi  les  quanti  lés 

/      So   =   «„'   +   "0   +   «'o5 

(3°)  Cj„=BC«;  +  CAc^„  +  ABrrJ., 

en  attribuant  à  u^,  t^^,  ivo  les  valeurs  (1°;. 

Si  l'on  se  reporte  aux   relations   (28),  (29),   (3o)  et 
(3o  bis)  du  n°  13,  on  obtient  très-facilement 

Oa  — ;; •> 


(48)  {q.= 


E 


ou 

(48  bis) 


1  /'•-  Ë^ ' 

E  =  p^p, -f-   fp^     H-g-p,  +  /j, 
F=    p|     +  r'p;p,-hg-p=  +  /ip,. 


Les  équations  (48j  établissent  des  relations  assez  simples 
entre  les  quantités  Sq)  fto?  .^o  corres])Ondant  à  un  plan 
tangent  à  la  surface  A  et  les  paramètres  p,  et  p^  de  son 
point  de  contact. 

On  obtiendrait  les  formules  correspondant  à  la  nappe 
inférieure  de  A  en  remplaçant  p^  par  p^  dans  les  ])récé- 
dentes. 

•y- 


Les  formules  ('48)  nous  donneni 

r^oÇio    —    CSt    —  ,'7o    =    "^ 

c'esl-à-dire  que  les  plans  tangents  à  la  surface  A  lou- 
chent la  surface    46). 

Nota.  —  On  peut  encore  démontrer  que,  lorsqu'un 
plan  n  devient  tangeat  à  la  surface  A,  la  conique  'T) 
située  dans  ce  plan  se  réduit  à  deux  points,  en  supposant 
que  ce  plan  se  déplace  parallèlement  à  lui-même  et  en 
remarquant  que  la  conique  T  est  imaginaire  quand  le 
plan  n  est  extérieur  à  la  surface  A,  qu'elle  devient  une 
hyperbole  quand  le  plan  II  passe  entre  les  deux  nappes 
de  la  surface  A,  puis  une  ellipse  réelle  lorsque  le  plan  TI 
pénètre  dans  la  nappe  intérieure  de  A.  De  là  résulte 
évidemment  que  la  conique  T)  se  réduit  à  un  système 
de  deux  points  quand  le  plan  II  vient  toucher  une  des 
nappes  de  la  surface  A. 

Quant  à  la  remarque  sur  laquelle  s'appuie  cette  dé- 
monstration, elle  est  une  conséquence  des  théorèmes  ^ 
et  VI.  On  peut  aussi  l'établir  comn;ie  il  suit. 

23.  Les  longueurs  des  axes  de  la  conique  (F)  sont 
données,  n"  19,  par  l'équation 

(42)      Sl{'*  —  S,{eS,-h}%—  i)?''-h  î>^oÇ]o  —  e^„—f%)z=o, 

ou 

( 4?.  bis )  ,S  „'  p*  —  M §„p'  +  N  =  o, 

après  avoir  posé 

M  =  e8„  -|-,'3o  —  ', 


Il  s'agit  de  rechercher  directement  quelle  est  la  nature 


(  ^9'^  ) 
de  la  conique  (F).  Nous  avons  déjà  remarqué  qu'<'lle  ne 
pouvait  jamais  être  une  parabole. 

Déterminons  le  signe  de  la  quantité  jN  iorscju'on  y 
regarde  //,  v-,  w  comme  les  coordonnées  d'un  plan  quel- 
conque. Soient  //i ,  1^1,  iv,  les  coordonnées  d'un  plan 
tangent  à  la  surface  A  et  parallèle  au  plan  (m,  p*,  w)\ 
nous  aurons  alors 

(l°)  U=Z£U,,        <'=£P,,        (V=S.W,, 

et  la  quantité  JN  (4^  ter),  n°  24,  deviendra 

N  =  E'[a]  -+■  v]  -+-  (1'';)(BCm;  -+-  CArj^-  ABcf;) 

—  £-^[(B  -\-C)u]-h  (C  + A).';-+-  (A  +  B)^'^]  +  i. 

Mais  le  plan  (//,,  v,,  tv,  )  étatil  tangent  à  la  surface  A. 
on  a 

(il]  +  i>]  -+■  w])  (BCw;  +  CAc;  -f-  ABa-]) 

=  (B  +  C)«^  +  (C:+  A)»'; +(A  4-B)(r;  —  i, 

et,  pai-  suite,  la  (juanlilé  JN  pourra  s'écrire 

(2°)    J\=(£'— i)j£2[(B  +  C)«;+(C+A)r;4-(A  +  B)«'J  — i]— ij. 

Or  nous  avons  déjà  remarqué  (n°  21)  que,  si  le  plan 
(m,  u,  w)  était  extérieur  à  l'ellipsoïde 

(B  H-  C)«=  +  (C  -f-  A)('-  -+-  (  a  -h  B)m'2  —  I  =  0, 
c'est-à-dire  si  l'on  avait 

[B-h  C)u'  -<-  (C  +  A  )(/'-+-  (A  -h  Bin-  — I  <o, 

ce  plan  ne  pouirait  pas  toucher  la  surface  A  j  comme  le 
plan  (//i,  t^i,  Wi)  est  un  plan  tangent  réel  à  cette  surface, 
on  a  donc  ici 

(3°)      (B  +  C)it;+  (C-f- A)<'?  +  (A  +  B)<r;-i>o. 

Lorsque  le  plan  (uy  p»,  w)   est  extérieui    à  la  surface  A, 
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£  est  alors  inférieur  à  l'unité,  et  ou  peut  le  supposer  aussi 
petit  qu'on  voudra  en  éloignant  suffisamment  le  plan  ; 
dans  ce  cas,  on  a  N^  o.  Si  le  plan  pénètre  dans  l'inté- 
rieur de  la  seconde  na])pe,  £  est  alors  supéiieur  à  l'unité, 
et  on  peut  le  supposer  très-grand  en  rappiochanl  le  plan 
suffisamment  de  l'origine;  dans  ce  cas,  on  a  j\  ^  o. 

De  là  on  conclut  que  la  quantité  N  sera  positive,  quand 
le  plan  [u,  v^  w)  sera  extérieur  à  la  surface  A  ou  lorsqu'il 
pénétrera  dans  l'intérieur  de  la  nappe  inférieure;  la 
quantité  IN  sera  négative  si  le  plan  passe  entre  les  deux 
nappes  de  la  surface.  Ainsi  : 

Théorème  VIII.  —  Lorsque  le  plan  (</<,,  t^o,  Wq)  est 
extérieur  à  la  surface  A  ou  s^il  pénètre  dans  la  nappe 
inférieure,  la  conique  (F)  correspondante  est  une  ellipse 
imaginaire  ou  réelle. 

Lorsque  le  plan  [u^,  i\^  w^)  passe  entre  les  deux 
nappes  de  la  surface  A,  la  conique  (F)  correspondante 
est  une  hyperbole. 

On  a  une  hyperbole  équilatiîre  lorsque  le  plan. 
(«oî  ^'ûi^i^'o)  touche  r ellipsoïde 

(B  +  C)«5+  (C-+-  Ajc^  +  (A  -1-  B)«'>  —  2  =  0, 


B-l-C        Ch-A        Ah-B        2 

Ce  nouvel  ellipsoïde  est  renfermé  entre  la  sphère  [S)  et 
r  ellipsoïde  (G). 

24.  JN'ous  résumerons  une  partie  des  propriétés  pré- 
cédentes dans  la  proposition  qui  suit  : 

Théoueme  IX.  —  i"  //e.s  plans  n(</o,  ^'o^  ^^0)5  pour 
lesquels  la  conique  (F)  du  complexe  se  réduit  à  deux 
(joints  distincts,  sont  les  plarrs  tangents  à  la  surface  A, 


(  -^g-*  ) 

lieu  des  points  P(xo,  y\,,  2o),  pour  lesquels  le  cône  (C) 
du  complexe  se  réduit  à  deux  plans  distincts. 

La  surface  (A)  est  définie  par  Vune  ou  Vautre  des 
équations 

(  [x'-^Y^  -f  3')  (  A.r2  +  Bjr'  H-  Cz') 
^        (       — [A(B4-C):rî+B(C+A)7'-1-C(A-+-B)z-^]-4-ABC  =  o, 

\      —  [(B  +  C)«'+  (C  + A)<''+  (A -h  B)(v']  -h  I  =o. 

2"  Z-e.v  points  de  la  kappe  supérieure  de  A  sont  ceux 
pour  lesquels  le  cône  (C)  se  réduit  à  deux  plans  réels, 
ci  les  plans  tangents  réels  à  cette  nappe  sont  ceux  pour 
lesquels  la  coiu'que  (T)  du  complexe  se  réduit  à  deux 
poin  ts  im  agifia  ii  es . 

Les_  points  de  la  nappe  inférieure  de  A  sont  ceux 
pour  lesquels  le  cône  (C)  du  complexe  se  réduit  à  deux 
plans  imaginaires,  et  les  plans  tangents  à  celte  nappe 
sont  ceux  pour  lesquels  la  conique  (F)  du  complexe  se 
réduit  à  deux  points  réels. 

3"  Les  f)lans  réels  auxquels  se  réduit  le  cône  du  com- 
plexe louchent  la  nappe  inférieure  de  A,  et  les  plans 
imaginaires  louchent  [imaginairement]  la  nappe  supé- 
rieure ;  et,  réciproquement,  tout  plan  langent  à  la  sur- 
face A  est  un  plan  dun  des  systèmes  de  plans  du 
complexe. 

Les  deux  points  d  une  conique  (F),  réduite  à  deux 
points,  appartiennent  à  la  surface  A;  et,  réciproque- 
ment, un  poi?it  quelconque  de  la  surface  A  appartient 
à  un  des  systèmes  de  deux  points  constituant  une  co- 
nique (F)  réduite  à  deux  points. 

4°  Le  lieu  des  milieux  des  segments  {^réels  ou  ima- 
ginaires) Jormés  par  la  conique  (F)  du  complexe,  ré- 
duite à  deux  points,  est  la  podaire  de  la  surface  A 
relative  au  centre  G  de  r ellipsoïde. 


(  =^96) 

5"  L(i  surface  i  Aj  passe  par  Vinterseclion  [imagi- 
naiie)  de  VeUipsoïde  donné  avec  la  sphère  lieu  des 
sommets  de  trièdres  trirectangles  circonscrits  à  cet 
ellipsoïde ^  elle  est  inscrite,  dans  la  développable  cir- 
conscrite à  tellipsoïdd  donné  et  au  cercle  imaginaire 
de  r infini. 

6"  La  surface  (A)  est  la  slrface  des  o^DES  relaliv^e 
a  V ellipsoïde  directeur 

f  cst-;i-dire  qu  o/i  l'obtient  en  prenant,  à  partir  du 
centre,  sur  la  perpendiculaire  à  chaque  section  centrale, 
des  distances  égales  aux  longueurs  des  axes  de  V ellipse 
q a  elle  détermine. 

Revenons  sur  les  divei  ses  pai  lies  de  celte  proposition 
fondamentale  (jui  renferme  plusieurs  propriétés  déjà 
énoncées. 

La  proposition  (i*^    a  été  déinontiée  aux  n"*  9  et  22. 

Quant  à  la  proposition  (2*^),  une  partie  se  trouve  dans 
le  théorème  I\,  n'^  il  ;  l'autre  partie  est  une  conséquence 
immédiate  du  théorème  111,  n"  23. 

Pour  la  proposition  ^^3°  ,  nous  pouvons  l'établir  ainsi. 
Soit  a  un  point  de  la  nappe  supérieure;  le  cône  du  com- 
plexe, ayant  son  sommet  en  a,  se  réduit  à  deux  plans; 
soit  Uq  l'un  de  ces  plans.  Puisqu'il  y  a  dans  ce  plan  une 
infinité  de  droites  qui  passent  par  a.  la  conique  T  cor- 
respondant au  plan  ITo  se  réduit  donc  à  deux  points,  et 
a  est  un  de  ces  points;  il  résulte  de  là  que  le  plan  Do 
touche  la  nappe  inférieure  de  A. 

Si  maintenant  on  considère  un  plan  II,  langent  à  la 
nappe  inférieuie  de  A,  la  conique  F  se  réduit  à  deux 
points:  si  a  est  un  de  ces  points,  il  y  aura  une  infinité 
de  droites  du  complexe  siluées  dans  ce  plan  et  passant 
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par  rt;  le  cône  du  complexe,  ayant  son  sommet  en  «,  doit 
donc  se  réduire  à  deux  plans ^  par  conséquent,  le  som- 
met Il  appartient  à  la  nappe  supérieure,  et  le  plan  IIi  est 
un  plan  d'un  des  systèmes  du  complexe. 

Le  même  raisonnement  est  applicable  à  la  nappe  infé- 
rieure. Plus  loin,  nous  démontrerons  toutes  ces  pro- 
priétés par  raiialysc. 

La  proposition  (4°)  est  une  conséquence  évidente  du 
théorème  VI,  n"  15. 

La  première  partie  de  la  proposition  \^'^)  résulte  de 
l'équation  (21  bis),  n^  8,  et  la  seconde  partie  résulte  de 
l'équation  (46  bis),  n°21. 

La  proposition  (6°)  n'est  que  la  reproduction  du  théo- 
rème m,  n°  9. 

[L<i  suite  prochainement.) 


DES  INTERSECriOiNS  DES  FAISCEAUX  DE  COIRBES  ET  DES 
FAISCEAIX  DE  LElJItS  POLAIRES  li\CLlKÉES; 

Par   m.  E.  DEWULF. 


L  Soient  F  (x,  y)  =  o  el  f{x,  j-)  =  o  les  équations 
de  deux  courbes  de  degré  n,  F  [x,  y)  +  If  [x,  j)  =  o 
représente  un  faisceau  de  courbes  d'ordre  11,  pivotant 
autour  de  Ji^  points  fixes. 

Nous  avons  nommé  (*)  première  polaire  inclinée  d'un 
point  P,  par  rapport  à  une  courbe  C",  le  lieu  des  points 
où  toutes  les  droites  issues  de  P  rencontrent  la  courbe 
sous  un  angle  constant,  et  coejjîcient  d'' inclinaison  la 
tangente  k  de  cet  angle. 

Les  premières  polaires  inclinées  d'un  point  P,  par  rap- 


(»)  Voir  i"  série,  t.  XVIII,  p.  ?3i. 


3) 
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port  aux  dittéreiUes  courbes  d'un  faisceau  F4-Xy  =  o, 
forment  un  faisceau  7:  +  ^9  =  o  homographique  au  pre- 
mier et  de  même  ordre.  Le  lieu  des  intersections  des 
courbes  correspondantes  de  ces  deux  faisceaux  est  repré- 
senté par  l'équation  Fçp — /tî  =  o  de  degré  an.  Dési- 
gnons cette  courbe  par  -^1'%  k  étant  le  coefficient  d'in- 
clinaison. 

II.  Soient  a,  jS  les  coordonnées  rectangulaires  du 
point  P,  le  faisceau  de  ses  premières  polaires  inclinées, 
par  rapport  à  F  +  ^f=  ^■>  ^  pour  équation 

-[(^-)(|-4h'-"(l-|)]=''. 

et  l'équation  de  (|i[.    est 

Cette  équation  peut  aussi  être  mise  sous  la  forme 

On  conclut  de  récjuation  (i)  que,  quelles  que  soient 
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les  'valeurs  ol,  [i  et  /r,  la  courbe  ^\"  passe  par  les  «'  points 
fixes  du  faisceau  F  +  ^f=  o;  et  de  l'équation  (2)  que, 
quelle  que  soit  la  valeur  de  h,  la  courbe  ^l   passe  par 
le  point  P. 

Celte  équation   (2)   est   aussi    satisfaite,   quelles    que 
soient  les  valeurs  de  a,  (3,  si  l'on  a 

/  ('Il  ^  /,'!!.]_  F  ('£  ^  /,-^\  =  o 

\  dj-  dx  j  \<^y  d.x  I 


^'^      •II\^vl'I^-^-£\ 


\/[^-^'dy)-^[ic-^dr; 

Ces  équations  peuvent  s'écrire  sous  la  forme 
]       dj  dj  \     dx  dx  j 

([ui  fait  voir  qu'elles  ne  peuvent  êlre  satisfaites  simulta- 
nément pour  une  même  valeur  de  h  que  si  l'on  a 

d¥  (If  _  .^F  ^f  _ 

df  dy  dx  dx 

et  alors  elles  le  sont,  quelle  que  soit  la  valeur  de  h. 

Donc  les  courbes  '^\  ,  qui  correspondent  à  tous  les 
points  du  plan  de  FH-Xy=o,  et  pour  toutes  les  va- 
leurs de /r,  passent  par  les  [in  —  î)^  points  d'iulersec- 
lion  des  courbes  (c). 

Remarquons  cjue  ces  {in  —  i)-  points  se  trouvent  sur 

dfdF        df  dF  ,,      ,  ,  ,  . 

ia  courber  — — ; r—  =  o    d  ordre    1  (n  —  1  ) ,    fiui 

dj  dx  dx  dy  »  /         1 

passe  par  les  points  où  les  courbes   F  =  o  et  y  =  o   se 

coupent  orthogonalement^  nous  trotiverons  plus  loin  la 

signification  précise  de  ces  points. 
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L'équation  (i)  est  satisfaite  aussi  si  Ton  a  simultané- 
ment 

F=0      et      —[^—J—k{y.  —  .r)\-^  —  [u  —  X+f>{^~-Y)]=0, 

OU 

/=o      et      ^[p_j_/-(y.-^-)j+^[a-.rH-/-(^-j)]=0, 


ou  encore 


-  k{a 

et 

|f^- 

-k{a 

.r-^k{^-y)]  =  o 


c'esl-à-dire  que  la  courbe  ']>"',  qui  correspond  à  un 
point  P,  pour  une  valeur  déterminée  de  ^,  passe  :  i'^ p ai- 
les points  cV intersection  de  F  =  o  et  de  la  première 
polaire  inclinée  de  P  par  rapport  à  F;  2"  par  les  points 
d'intersection  de  f  =  o  et  de  la  première  polaire  in- 
clinée de  P  par  rapport  àf;  3°  par  les  points  d^inter- 
section  des  premières  polaires  inclinées  de  P  par  rap- 
port à  F  =  o  et  f=  o. 

L'équaiion  (3)  montre  que  :  les  courbes  ^^  ,  qui  cor- 
respondent à  un  point  donné  P,  forment j  pour  les  'va- 
leurs variables  de  A,  un  faisceau  d^ ordre  in,  dont  les 
4 n-  pivots  peuue?it  être  déterminés  par  les  courbes  il^o  et 
i|/'J'  qui  correspondent  à}i  =  oetk  =  co. 

III.  Supposons  maintenant  que  le  point  P  parcoure 
une  droite  L  dont  l'équation  est  y  =^  Ax  +  B.  Nous 
aurons,  entre  a  et  (5,  la  relation  (3  =  x\a  -f-  B^  portons 


(./) 
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colle  valeur  défi  dans  réquation  {2),  nous  aurons 

Celte  équation  est  satisfaite,  quelle  que  soit   la  valeur 
de  a,  si  l'eu  pose  simultanément 


^-^   \  dx  dy  ]  \d.r  dy 

Ces  courbes  se  coupent  en  •>.n[in  —  \]  points  pour 
une  même  valeur  de  A. 

Donc,  si  un  point  P  parcourt  une  droite  L,  les  courbes 
(|(^"  correspondantes,  pour  une  valeur  constante  de  k, 
forment  un  faisceau  d'ordre  in  qui  pivote  autour  de 
in  [in  —  I )  points  fixes. 

Si  la  droite  L  passe  à  l'infini,  le  nombre  des  pivois  se 
réduit  à  [m  —  i)%  et  ils  sont  déterminés  par  les  équa- 
tions 


(  ;io2  ) 

Remarquons  que  les  équations  [g)  et  [h)  sont  précisé- 
ment les  mêmes  que  les  équations  [a)  ;  elles  se  réduisent 
donc  aux  équations  (c),  et  les  (a/z  —  i)'  points  d'inter- 
section des  courbes  (c)  ne  sont  autres  que  les  points  qui 
correspondent  à  la  droite  de  l'infini. 

Remarquons  encore  que  les  équations  (e)  et  [J^)  sont 
satisfaites,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  A  et  B,  quand 
les  équations  [g]  et  [h)  le  sont-,  donc,  les  {-^n  —  i)^poirjts 
qui  correspondent  à  la  droite  de  l'infini  sont  au  nombre 
des  -3. Il  [in — i)  points  qui  correspondent  à  une  droite  L. 

Mettons  les  équations  (e)  et  [f)  sous  la  forme 

V,(d¥  d?\        ^Idf        ,dfW 

\dx  dy  ]  \dx  dy  ) 

et  divisons-les  membre  à  membre,  nous  obtiendrons 
j  =  Ax  +  B, 

c'est  l'équation  de  la  droite  L;  en  la  combinant  avec 
l'équation  (e),  elle  détermine  2/?  —  i  points  en  ligne 
droite  qui  appartiennent  aux  in[in  —  1)  points  qui 
correspondent  à  une  droite  L. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Quand  un  point  P  parcourt  une  droite  L,  les  courbes 
d/'^"  ûui  coiTespondtnt  à  chaque  position  de  P  Jorment 
unjaisceau  d^  ordre  2  n  qui  pivote  autour  de  m  [in  —  i) 
points  Jîxes,  savoir:  les  [in  —  i)'  points  qui  correspon- 
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(lent  à  la  droite  de  l^ infini,  et  in  —  i  points  sdués  sur 
la  droite  L  qui  passent  à  l'infini  avec  cette  droite. 

Des  déductions  du  paragraphe  II  nous  pouvons  aussi 
conclure  que 

Toutes  les  courbes  ^^^  qui  correspondent  à  tous  les 
points  du  plan  du  faisceau  F  +  \f=.  o,  et  pour  toutes 
les  valeurs  de  A,  se  coupent  en  n^  -\-  l^in  — i)'  points 
fixes  qui  sont  :  les  (u/ï  —  i)^  points  qui  correspojident 
à   la  droite  de   l' infini.,    et  les    n^  pivots    du  Jaisceau 

F-f-X/=o. 

Voyons  maintenant  ce  que  deviennent  les  "in  [in  — i) 
points  fixes  ([ui  correspondent  à  L  pour  une  valeur 
donnée  de  A,  quand  h  varie  de  -f-  oo  à  —  co  .  Pour  cela, 
éliminons  A  entre  les  équations  ie)  et  (J)'i  nous  obte- 
nons 


(A.r  -f-  B  — y 

qui  se  décompose  en 


(^S-'l)>- 


dY  df       r/F   df 

y  =  kx^^     et ^- ; ^  =  o. 

dy    dx        d.T    dy 

Donc,  quand  le  coefficient  k  varie  de  -\-  oo  à  —  oo  , 

171  —  I  des  points  fixes  qui  correspondent  à  L,  décrivent 

la  droite  L,  et  les  [m  —  i)^  autres  points  qui correspon- 

j  ,  T    j'     •  /  ,     dY  df       dY  df 

dent  a  L  décrivent  la  courbe  -— —  — -  =  o. 

dy    d.T         dx    dy 

Supposons  que  le  point  P  parcoure  une  courbe 

m{x,y)=  o, 

et  cherchons  l'enveloppe  des  courbes  'i^f  correspondantes 
à  chacune  des  positions  de  P,  A  restant  constant. 
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Nous  avons 

(i)  M(cL,^]  =  o, 

dM       clM  d& 

1 — !-=  O, 

dx         d^    doc 


» 


do^L      \/if  d:rj  \dj  d.x  J  J 

■     \  dx  dj  j  \d.r  dy 


(4) 


Eliminant  -f-  entre  (3)  et  (4),  et  combinant  la  résul- 

doL 

tante  avec  (2),  nous  trouvons 

(5)  (?-r)^  +  («-..)^  =  o. 

Pour  obtenir  l'enveloppe,  il  faut  éliminer  a  et  ("j  entre 
les  équations  (1),  (2)  et  (5). 

Cherchons  aussi  le  lieu  des  nn[in  —  i)  points  qui 
correspondent  à  une  tangente  à  M(x,  y)  =  o,  quand 
cette  tangente  roule  autour  de  la  courbe. 

x',y'  étant  les  coordonnées  d'un  point  de  M,  l'équation 
de  la  tangente  en  ce  point  est 

.  ,.rfM        .  ,dM 

(r-r');^H-(---')^-o. 

Dans  les  équations  (e)  et  (/)  qui  déterminent  les 
2«(2/î  —  i)  points  qui  correspondent  à  une  droite,  rem- 
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du 


tlM 


dx'  d.c' 

plaçons  A  par  —  — -  et  B  parj  '  -f-  od  -—-  nous  trouvons  : 


(6) 


(7) 


[j-y') 


dM 

df 


dy' 


dm. 

1^' 


o, 


(r 

•4-  {x 


d_l 
dx 
d 
dy 


]  =  °- 


Pour  trouver  le  lieu  clierclié,  il  faut  éliminer  j''  et  x' 
entre  les  équations  (6),  (7)  et  M(a:',j^')  =0. 

Or  ces  équations  sont  exactement  les  mômes  que  les 
équations  (i),  (2),  (5). 

Donc  V enveloppe  des  courbes  '^"^  qui  correspondent 
aux  points  d'une  courbe  M  est  la  même  courbe  que  le 
lieu  décrit  par  les  in  [in  —  i)  points Jixes  des  faisceaux 
qui  correspondent  aux  tajigentes  à  M. 


DE  LA  REALITE  DES  RACINES 
DE  L'ÉQ11ATI0\  M  TROISIÈME  DEGRÉ  EN  S  : 


A  —  s  B"  B' 

B"        A'  —  S  B 

B'  E  A"  —  S 


=  0, 


oîi  B,  B',  B"  représentenl  des  quantités  différentes  de  zéro. 


On  a,  en  multipliant  par  B,  B',  B"  les  éléments  des 
lignes  horizontales, 

I  (A  — S)B       "    BB"  BB'  i 

ABB'B"=  B'B"  (A'  — S)B'  BB'  |; 

I       B'B"  BB"  (A"  — S)B"   I 
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d'où 


aBB'B' 
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(A-S)B-B'B"    BB"— (A'  — S)B'  o  ! 

o  (A'— S)B'-BB"  BB'  — (A"  — S)B" 

B'B'  BB"  (A"— S)B'— BB'+BB' 


et,  en  divisant  respectivement  par  B,  B',  B"  les  élé- 
ments des  colonnes  de  rangs  i.  2,  3  de  ce  dernier  déter- 
minant, 


'A-s: 


B 


B 


B  B'" 
~B~ 


En  posant 


B'B 


[A'-S]- 

BB" 
~B^ 


BB" 


BB" 

"b^ 


BB' 

■A"  — S\  — 


BB' 


o 

(A" -S) 
BB'        BB' 


A jr—  ^  a,      A' — -  =  a'.      A"  —  —r-  =  a". 


il  vient 


(0 


a  — s 

S  — a' 

0 

0 

a'  — S 

S -a" 

B'B" 

BB" 

a" 

BB' 

^^  +   B" 

B 

B' 

Actuellement,  supposons  que  les  quantités  a,  «',  a^' 
soient  inégales  et  qu'on  ait,  par  exemple,  a<^a'  <^a". 

Si  l'on  remplace  successivement  S  par  a,  a',  a'\  les 
valeurs  correspondantes  de  A,  données  par  l'égalité  (1), 
seront  : 


R'  R"  BR" 

^J^ta-a')(a-a"], (a-o'](a'-a"., 

B     ^  /\  jj 


BB' 


{a-n")in--a"), 


(  -^«7  ) 
ou 

B'B",          ,,,         „,           BB'B",  ,,     ,       „,       BB'B'  „^  ^   ,        , 

-j^-  (^— û  ){o—n  ), —  i^— «  )  [a  —a  j,      -^-(n—^  )  (n  —n  ';, 

et,  comme  les  produits  (rt  —  a')  [a  —  a"),  [n  —  «')(.'/.' — a"), 
[a  —  a")  [a' —  a")  sont  positifs,  ou  voit  que  les  substi- 
tutions de  a  et  a'  h  S  dans  A  donnent  des  résultats  de 
signes  contraires,  et  qu'il  en  est  de  même  des  substitu- 
tions de  a'  et  a"-^  par  conséquent,  l'équation  A=  o  a  une 
racine  comprise  entre  a  et  «',  et  une  autre  racine  com- 
prise entre  a'  et  a". 

En  outre,  pour  S= — oo  ,  A  =  -\,-  30  ,  et  pour  S=-i-cc  , 
A  =.  —  00  ;  donc,  suivant  que  le  produit  BB'B"  est  po- 
sitif ou  négatif,  la  troisième  racine  de  l'équation  A  =  o 
est  plus  grande  que  a"  ou  plus  petite  que  a. 

Ainsi,  dans  l'hypotlièse  de  l'inégalité  des  quantités  a, 
a',  a",  les  trois  racijies  de  l'équation  A=  o  sont  réelles 
et  inégales. 

Si  deux  des  quantités  a,  n\  a"  étaient  égales  entre 
elles,  et  qu'on  eût,  par  exemple,  n  =  a',  l'égalité  (i)  de- 
viendrait 


A  =  ,fl  — s: 


l'une  des  racines  de  l'équation  A=o  serait  r; ,  et  les 
deux  autres  seraient  données  par  la  résolution  de  l'équa- 
tion du  second  degré 


I 

—  I 

0 

0 

^/  —  S 

S  —  0" 

B'B' 
B 

BB" 
B' 

K-S).- 

1 

—  I 

0 

0 

0  -  S 

S  —  a" 

B'B' 
B 

BB" 
B 

ln"—S)^ 

BB 
B" 
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En  remplaçant  successivement  riiiconnue  S  par  a  et  a" , 
le  premier  membre  de  léquation  (2)  prend  les  valeurs 

BB"       B'B"\  ,  „^  BB' 

B' 


B 


ou 


BB'  B"     -- 


(^-bM'— ). 


B' 


BB'B" 


«"), 


B"=  ' 


qui  ont  des  signes  contraires.  Donc  cette  équation  a  une 
racine  comprise  entre  n  et  a".  L'autre  racine  est  plus 
grande  que  a" ,  ou  moindre  que  «,  suivant  que  BB'B"  est 
positif  ou  négatif. 

Donc,  dans  ce  second  cas,  l'équation  A=  o  a  encore 
ses  trois  racines  réelles  et  inégales. 

Enfin,  lorsque  rt  =  a' ::=«'',  Tégalité  (1)  prend  la  forme 


^  =  (a  —  S)' 


I 

—  I 

0 

I 

B'B" 

BB" 

B 

B' 

Q 


BB' 
B" 


L'équation  proposée  A=  o  a  deux  racines  égales  à  a, 
et  la  troisième,  déterminée  par  léquation  du  premier 
de2;ré 


I 

o 

B'B" 

B 


-  I 

I 

BB" 

"b^ 


[a  —  S  j 


BB' 


o, 


a  poui 


r  valeur  n 


B'  B"    ,    BB"  _^  BF 

~ir  "^  lr~  "^  B  '  ■ 

Il  en  faut  conclure  que,  dans  tous  les  cas,  Téquation 
proposée  A  ^  o  a  ses  trois  racines  réelles.  G. 
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SIR  LES  PERMITATIOKS  CIRCILAIP.ES  DISTI^CTES; 

Par  m.  C.   MORE  AU, 

Capitaine  d'Artillerie,  à  Constantine. 


Désignons  respectivement  par  P'.'  et  par  P^  les  permu- 
tations rectilignes  et  circulaires  de  S  lettres,  et  par  l'abré- 
viation A!  le  produit  1.2. 3... A.  Si  les  S  lettres  sont 
toutes  différentes,  on  a,  comme  on  le  sait, 


P';  =  S!     et     P'Ji^fS  — i)! 


Cette  dernière  formule  tient  à  ce  c|ue  chaque  permu- 
tation circulaire,  pouvant  être  ouverte  à  chacune  des 
lettres  qui  la  composent,  donne  naissance  à  S  permuta- 
tions rectilignes  différentes,  et  que  par  suite 


SV:.  =  P'-. 


Supposons  maintenant  que  les  S  lettres  ne  soient  pas 
toutes  différentes  et  que  A,  B,  C,...,  L  représentent 
respectivement  les  nombres  des  lettres  a,  b,  c^.  .  .  ^  l  qui 
entrent  dans  chaque  permutation,  ayant  d'ailleurs 


dans  ce  cas, 


S! 


A!B!C!..  .L! 


Quant  aux  permutations  circulaires,  si  les  nombres  A, 
B,  C,.  .  .,  L  n'ont  aucun  diviseur  commun,  on  aura  en- 
core, par  la  raison  déjà  donnée, 

sp::  =  p;. 

Mais,  si  les  nombres  A,  1),  C,.  .  .,  L  ont  des  diviseurs 
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communs,  il  n'en  sera  plus  ainsi,  parce  que,  parmi  les 
P^'  permutations  circulaires  distinctes  de  ct-s  S  lettres,  il 
s'en  trouvera  qui  pourront  se  décomposer  en  groupes 
égaux  et  qui,  à  cause  de  cela,  ne  donneront  pas  naissance 
chacune  à  S  permutations  reclilignes  différentes. 

Soit  donc  d  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nom- 
bres A,  B,  C, .  .  . ,  L  ;  supposons  S  =  sd,  et  que,  décom- 
posé en  ses  facteurs  premiers,  on  ail 

Désignons  encore  respectivement  par  P'.  et  Pj^,  o  étant 

i  î 

un  diviseur  de  <'/,  les  permutations  rectiiignes  et  circu- 

1   .        ..    .  ,    S,  ABC  L      S 

laires  distinctes  de  -  lettres  avec  -,  -i-vH- v  ^-    •  --f- v="s'' 

0  0  0  0  0  0 

de  façon  que  P',  =:  — —  • 

o'  6  S' 

Cela  posé,  les  permutations  rectiiignes  ou  circulaires 
distinctes  des  S  lettres  considérées  comprennent  : 

i"  Des  permutations  qui  ne  peuvent  pas  se  décom- 
poser en  groupes  égaux  et  dont  nous  désignons  le  nombre 
parX^; 

ci°  Des  permutations  qui  peuvent  se  décomposer  en 
Pi;  Pi-,  r-i,  •  •  •  ou  p„  groupes  égaux,  en  /?i/7.,  p^pr,, .  .  . 
on  p„_i,p„  groupes  égaux.  ... 

Or,  en  supprimant  pour  ie  moment  les  indices  supé- 
rieurs, les  nombres  de  ces  dernières  permutations  sont 
respectivement 


P., 

p.,.-., 

p., 

fl 

P'- 

p» 

p .  , 

p  .  ,-•• 

,        p        v 

Pi]>'. 

Pi  Pi 

/■--./''. 

{  3.1  ) 
et  l'on  voit,   par  un  raisonnement  très-simple  et  très- 
connu,  que  l'on  a 


Pi  PiP-1  l"PiP>  P^PiPz    ■    Pn 

les  sommes  2  se  rapportant  aux  combinaisons  i  à  i, 
2  à  2 ,  3  à  3 ,...,«  à  A/  des  nombres  premiers  p^^  p^^...,  p„. 
Au  surplus,  et  pour  enlever  tout  doute  à  cet  égard,  s'il 
pouvait  en  exister,  l'exactitude  successive  des  termes  de 
cette  formule  lient  à  l'égalité  évidente 

m        m  (m  —  i  )        m  {m  —  i)(m  —  2  ) 

\ ^ ' '-\ -'  -+-.  .  .±i=—  I. 

1  1.2  1 . 2. O 

Maintenant  chacune  des  X^'  permutations  circulaires 
restantes  donne  naissance  à  S  des  X^'  permutations  rec- 
tilignes  restantes,  puisque  toutes  celles  qui  peuvent  se 
décomposer  en  groupes  égaux  ont  été  écartées,  et  il  en 
résulte 

SX';  =  x;, 

équation  de  laquelle  nous  allons  déduire  la  valeur  cher- 
chée de  P;,'. 

Pour  cela,  mettons  en  évidence  les  exposants  ai,  jfj, 
«s,. . . ,  x„,  c'est-à-dire  posons 

P  —  P  P    —  P 

P  P 

P  =  P 

la  valeur  de  X,  deviendra 

X    P  'ÏP  -4-^P  -1- 

■* "11  <»;)    ■■."//  -^      ai'i.  «a,-  .  "il     '^  ■"      "i-'i^î -'•••"<■    '^  '■  ' 

Considérons  maintenant  \e^  fondions  génératrices  de 
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P""  et  de  P*^,  c" est-à-dire  deux  fouctions  des  variables  auxi- 
liaires fi,  ^25  tzf  •  -  ■>  f-n-> 

/r{e^,t„...,t,,)     et    f,{t„t,,...,  t„), 

telles  que  dans  leurs  développements,  suivant  les  puis- 
sances entières  et  positives  de  t^,  ?,,...,  f„,  les  termes 
en  Tj'. /f".  .  ./*"  aient  respectivement  pour  coefficients 
Pa,,a,,..,,a„  et  Pa„a-.,...,a„5  i^  est  clair  que,  d'après  cette  dé- 
finition, X'."  et  X^  seront  les  coefficients  de  tl'.tp. .  .t^" 
dans  les  développements  des  fonctions 

et 

/c{t„t„..  .,f„)(i  —  lt,-^lt,t,  —  .  .  .±:t,t,...t„), 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  de 

/,(?,,  t,,  ...,  t„)  il  —  t,){l  —  t,)...{l—tn) 

et 

et  que,  à  cause  de  S  =  sp1'p'i-.  .  .;?^,",  si,  dans  cette  der- 
nière fonction,  on  remplace  t^  par  /?ifi,  ?2  par  P'îf^^.  .  • 
et  if„  par  p„fn-,  S'K'^  sera  le  coefficient  de  ?"'.  tp.  .  ./""  dans 
le  développement  de 

s/c{p>f>,P2fi,-  .  .,Pnfn){l—p,ti){l—p-,tj).  .  .{l—p„t„). 

Cela  posé,  comme  l'équation 

sx^,  =  x; 

est  générale  et  a  été  établie  en  dehors  de  toute  h)  pothèse 
particulière  faite  sur  les  valeurs  des  nombres  a,,  «;,...,  or„ 
et  II,  il  en  résulte  que  Ton  peut  écrire 

s/,{p,t,,.  .  ..p„f,.){i  —  p,t,).  .  .{x—pj,,) 
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puisque,  dans  les  développements  de  ces  deux  fonctions, 
les  coefficients  des  termes  semblables  sont  égaux.  On  aura 
donc  enfin 


=  /r{t„t„...,t„)~ 


l  —  p,t,)[\  —p,t,).  .  .[l—pj,,, 


et  il  ne  reste  plus  qu'à  égaler  dans  les  deux  membres  de 
cette  équation  les  coefficients  de  /"'./'-./j'.  .  •/',". 
Dans  le  premier  membre,  ce  coefficient  est 

et,  en  remarquant  que  le  coefficient  de  tlnl- . . .  t^^'  dans  le 
développement  de  la  lonction ^ ^ ~, r 

estégalà;.î.(i-^],    /4'- (i  -  ^j, . .  • ,    pi"  [^-~) 

on  voit  que  celui  de  ll'tl-.  .  .f^^",  dans  le  développement 
du  second  membre,  sera  la  somme  d'un  certain  nombre 
de  termes  de  la  forme 


—  ■> 


Or  p\*pï'- .  .  'Pn"  est  un  diviseur  quelconque  d  de  cZ, 


p^p^---P'^'y-p,)'--y-jj  =  '^^'' 

représente  combien  il  y  a  de  nombres  inférieurs  à  ^  et 
premiers  avec  lui,  et  P^^, _/;„...,«„ -a„  =  P.v  ;  donc  on  aura 

SP,^  =  Z(p(5)P',, 

■5 

la  somme  2   s'ctendant  à   tous  les  diviseurs  o   du   plus 
grand  commun  diviseur  d.  y  compris  i  et  d,  '-({o)  ayant 
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la  signiikatioii  usuelle  indiquée  plus  haut  et  P^  étant  le 

S 
nombre  des  permutations  rectilignes  distinctes  de  j  let- 

0 


S, 


très,  c'est-à-dire 


A  B         L 


0      r)  0 

La  valeur  de  P''  est  donc 


p^=^2^(*)p;=I^J 


Ainsi,  si  i,  Oi,  fl^,.  .  .,  d  sont  les  diiî'érents  diviseurs 
de  d,  on  aura 

'       A!B!...L!    '      0,      A,         L ,  "^  "  "  "*"    d     A,B,       L,   ' 
5,    "  "  '  (î,  "  d   cl  '      d 

telle  est  la  formule  que  nous  nous  proposions  de  trouver. 


THEOREME  D'VUITiniEïlQllE; 

Par  31.  DÉSIRE  ANDRÉ. 


Théorème.    —    Si   Von    désigna    par    a    e.i    n    deux 

nombres   cntit-rs  quelconques  supérieurs   à    V unité,   le 

quotient 

n[ri  -4-  i)  (//  -i-  2) .  .  .{na  —  i) 


a" 


est  fractionnaire  si  a  est  premier^  entier  si  a  n  est  pas 
premier. 


(  :^'5  ) 

Pour  établir  ce  ihéorèine,  nous  dislinguoiis  deux  cas, 
suivant  que  a  est  premier  ou  ne  l'est  pas. 

i"  L'entier  a  est  premier.  Désignons  par  x  le  nombre 
qui  exprime  combien  de  fois  a  entre  comme  facteur  au 
numérateur.  Ce  nombre  est,  comme  on  sait,  donné  par 
la  formule 


r  ■ —  I  '\  /'  na  —  r  \ 

—      -t-      -—       -^ 
(i-       I         \       (r       J 


dans  laquelle  chaque  parenthèse  représente  la  partie  en- 
tière du  quotient  qu'elle  renferme. 
Or  on  a  évidemment 


et  ainsi  de  suite. 

Dotic  la  formule  (iui  donne  x  se  réduit  à 


ce  qui  donne 

Ainsi  le  fdcteur  a  entre  //  — i  fois  au  numérateur.  Il 
entre  //  fois,  c'est-à-dire  une  lois  de  plus,  au  dénominateur. 
Donc  le  quotient  est  fractionnaire,  et  la  piemière  partie 
du  théorème  est  démontrée. 

2"  Le  nombre  a  n'est  pas  premier.  Pour  démontrer 
que,   dans   ce  cas,   le  quotient   est    euliei-,   nous  allons 


(  3i6  ) 
prouver  que  tout  facteur  premier  de  a  entre  alors  au  nu- 
mérateur autant  de  fois  au  moins  qu'au  dénominateur. 
Soit  h  Fun  quelconque  des  facteurs  premiers  de  a,  et 
|3  sou  exposant.  Nous  aurons 

a  =  b°r/, 

et  b  entrera  (îii  fois  au  dénominateur. 

Au  numérateur,  ce  facteur  b  entrera  un  nombre  de 
fois;^  donné  par  la  formule 

' nb^q  —  I  \  [ nly  q 

y— •  '    '   ' 


b         J        \        b^ 
nb^q  —  I  \  I  nb^q  —  i 


/>?+'       /    ■    \       b:- 


b     }        \     ù' 
Or  on  a  évidemment 


nb'^q  —  I  "^        ( n  —  i 


b^+'       )  —  \     b 
nb-' q  —  \  \   -^  f  fi  —  I 


/;.—       J  -\     b' 
nb^q  —  I  \  ^     in  —  I 


> 


et  ainsi  de  suite. 

Donc  la  formule  qui  donne  y  se  réduit  à 


J> 


//b'^q  —  I  \  /  nb-^q  —  I  \  /  nb'^q  —  l  \ 


d'où  1  on  lire 

r  '>_nb^^^  q  —  I  -f-  ?ib^~'-q  —  i  -{-...  -^  nq  —  i, 

et,  par  suite, 

/;•"■  —  1 
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Il  suffit  donc,  pour  établir  la  seconde  partie  du  théo- 
rème, de  vérifier  que  l'inégalité 

'    b  —  I  '  — 

est  toujours  satisfaite  lorsque  a  et  n  sont  supérieurs  à 
l'unité. 

Pour  faire  cette  vérification,  nous  distinguerons  deux 
cas,  suivant  que  |3  sera  égal  ou  supérieur  à  l'unité. 

Si  l'on  a  j3  =1,  l'inégalité  se  réduit  à 

nq  —  I  >  «, 
ou  bien  à 

(?>  I  H 

n 

Il  suffit  que  q  soit  supérieur  à  l'unité.  Or  il  en  est 
forcément  ainsi;  car,  pour  que  q  fût  égal  à  i  en  même 
temps  que  |3,  il  faudrait  c[ue  a  ixxl  premier,  ce  qui  est 
contraire  à  l'hypothèse  actuelle. 

Si  l'on  a  (3  ^  I ,  l'inégalité  peut  s'écrire 

ou  bien,  en  posant  ^  =  i  +  c  (ce  qui  suppose  c  entier  et 
supérieur  à  zéro), 

«7  [(i  +  c)?  —  i]  >  («  -f-  i)  Pc 

Développons  (iH-c)'%  et  divisons  les  deux  membres 
par  c;  nous  trouvons 


ou  b 


len 


3(3  —  0 

nq  p  +  nq  Li^- c  -1-  ,  .  .  >  «  p  -^  fJ. 


(  :ii8  ) 

Or  on  a  évidemnioiU  toujours 

/?(7  S  >  /?  S. 

De  plus,  puisque  (3  ot  //  sont  tous  deux  supérieurs  à 
l'unité,  ou  a  aussi 

Donc  1  inégalité  qui  précède  est  satisfaite,  et  la  seconde 
partie  du  théorème  est  démontrée.  . 

Remarque.  —  Il  n'v  a,  dans  la  démonstration  précé- 
dente, qu'un  seul  point  où  nous  ayons  eu  besoin  de  sup- 
poser w^i.  Tout  le  reste  subsiste  donc  pour  «  =  i. 
Quant  au  point  considéré,  il  revient  à  démontrer  que, 
pour  j3  >  r ,  l'on  a 

,„i»£r:il,>p, 

I  .  s>.  ~ 

ou  bien 

nq[^  —  i)c>  2. 

Si  Ton  suppose  /?=  i  ,  cette  inégalité  se  réduit  à 
celle-ci 

7(?-i)c>2, 

qui  est  toujours  satisfaite,  excepté  dans  le  cas  unique 
où  l'on  a  en  même  temps 

et 

n  =z  q  z=z  c  z=z  i. 

Ce  cas  unique  correspond  au  quotient 

1.2.3 


qui  forme  une  exception  à  la  seconde  partie  du  théorème 
lorsuuon  étend  celui-ci  au  cas  d(!  «  r^  i . 


(  ;^'9  ) 

Doue,  en  résumé,  Ir  quolionl 

I .?. ,3. . .(«  —  i) 
a 

qui  correspond  au  cas  où  «  =:  i ,  est  fractionnaire  lorsque^ 
est  premier,  entier  lorsque  a  n'est  pas  premier,  excepté 
dans  le  cas  unique  où  a  =  4  i  et,  à  cette  exception  près, 
le  théorème  qui  fait  l'objet  de  cet  article  subsiste  lorsque 
n  =z  i . 


RECHERCHES  AMLYTIQl'ES 

sur  la  siirfacf  du  troisième  ordre  qui  est  la  réciproque  de  la  surface 
de  Steiner; 

Par  m.  LAGUERRE. 


I.  —  Dètenninalion  des  lignes  asjniplotiques 
de  la  surface  [*). 

1.  La  théorie  de  cette  surface  se  rattache  intimement, 
comme  je  me  propose  de  le  faire  voir  dans  cette  Note,  à 
la  théorie  des  formes  biquadratiques  simultanées. 

Soient  a,  Z>,  c,  d  et  e  cinq  fonctions  linéaires  des  coor- 
données cartésiennes  x,  y  et  ^,  nous  pouvons  considérer 
les  valeurs  que  prennent  ces  fonctions  en  un  point  de* 
l'espace  comme  les  coordonnées  (pentaédriques)  de  ce 
point  ;  il  est  clair  d'ailleurs  qu'entre  ces  coordonnées  d'un 


(*)  Les  lignes  asymptotiqiies  de  la  surface  de  Steiner  (qui  sont  réci- 
proques des  lignes  que  nous  étudions  ici)  ont  été  trouvées  pour  la  pre- 
mière fois  par  M.  Clebsch.  [Journal  de  Borchardt,  t.  68,  p.  i.) 

Sur  la  relation  qui  a  lieu  entre  les  lignes  asymptotiques  d'une  surface 
et  celles  de  la  réciproque,  Toir  une  Note  de  M.  Mannlieim  {^BuUctin  des 
Sciences  mathématiques,  l.  l,  p.  198). 
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point  existe  une  relation  linéaire,  satisfaite  identique- 
ment, et  que  je  mettrai  sous  la  forme 


(0 


ai  ^  d^h^  -^  6c7  —  4^P  "T-  C'j.  =  o, 


a,  (3,  y,  d  el  e  désignant  des  constantes  numériques  que 
je  rattacherai  au  polynôme  du  quatrième  degré 


en  posant 


w=  a^^  H-  4P'' +  67?-  -h  /\.St-{-  s; 


uz=  nt*  +  4é/5  +  6ct-  -i-  /^dt  +  e. 


on  voit  que  la  relation  précédente  exprime  que  Finva- 
riant  quadratique  simultané  des  formes  u  et  œ  est  égal 
à  zéro. 


2,  L'équation  «  =  o  (*) ,  si  l'on  y  considère  t  comme 
un  paramètre  variable  ,  représente  vin  plan  mobile  qui 
enveloppe  une  surface  du  sixième  ordre,  dont  l'équation 
est 

(2)  P  —  12']J-  =  o, 

si  l'on  représente  respectivement  par  /et  par  7  l'invariant 
quadratique  et  l'invariant  cubique  de  la  forme  u.  Les 
équations  de  son  arête  de  rebroussement  sont 

i  =:  o     et    j  ^  o. 

•  La  surface  que  je  me  propose  d'étudier  est  la  surface 
du  troisième  ordre  &C,  dont  l'équation  est 


a     b 

b     c 
c      d 


(*)  J'oir  Cayley  :  On  a  certain  sextic  dcveloppable  [Quarterlr  Journal, 
t.  IX);  Note  sur  quelques  tores  sextiques  {Annali  di  Slatematica,  2*  série, 
t.  II). 
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Si  Fou  désigne  par  S  la  surface  du  second  ordre  (ou  qua- 
drique)  représentée  par  l'équation 

/  =  «  r  —  /^bd  -I-  3  <?■-'  =  o, 

on  voit,  en  considérant  l'équation  (2),  que  la  surface 
développablc  dont  j'ai  parlé  plus  haut  touche  tK.  tout  le 
long  de  l'intersection  de  cette  surface  avec  S,  c'est-à-dire 
tout  le  long  de  son  arête  de  rebroussement. 

D'où  la  conséqueni:e  suivante  : 

La  cubique  9C  est  coupée  par  hi  quarlrique  S  suivant 
une  fie  ses  lignes  asyntptotiques. 

3.  Il  est  facile  de  voir  qu'en  réalité  les  considérations 
précédentes  nous  conduisent  à  la  détermination  complète 
des  lignes  asymptotiques  de  Df . 

Considérons  le  système  linéaire  numérique 


P 

7 

p' 

y 

p" 

7 

dont,  pour  plus  de  simplicité,  je  supposerai  le  détermi- 
nant égal  à  l'unité,  et  le  système  composé  suivant 


P 

p' 

p" 

a 

h 

c             p 

7 

n 

7' 

H" 

X    h 

c 

d  X  p' 

7 

r 

r' 

r" 

r 

d 

e          p" 

7' 

b' 


c' 
d'. 


d' 


Si  l'on  choisit  les  nombres  p^  q,  /',...  de  telle  sorte  que 
l'on  aitc"  =  c',  il  est  clair  que  l'on  aura 


a' 

// 

c' 

a 

b 

c 

// 

c' 

d' 

= 

b 

c 

d 

c' 

d' 

r' 

c 

d 

e 

et  l'équation  de  OC  s'obtiendra  en   égalant  à  zéro  l'une 
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ou  laiitre  de  ces  deux  expressions;  mais  Ion  n'aura  pas 
en  efénéral 

a'e'  -  ^b'd'  -^  3c'-  =  cir  —  ^bd-^  3c-, 

c'est-à-dire 

/'  =  /. 

L'équation  /'  =  o  représentera  donc  une  nouvelle 
quadrique  coupant  X  suivant  une  de  ses  lignes  asympto- 
tiques,  et  la  question  qui  s'otVre  à  nous  est  la  suivante  : 

Les  nombres  /?,  </,  /•,...  étant  choisis  de  telle  sorte  que 
la  relation  c"  =  c'  soit  satisfaite,  trouver  les  différentes 
valeurs  que  peut  prendre  l'expression 

i'  =  a'e'  ~  l^b'd'  4-3r''. 

4.  J'emploierai  dans  la  suite  de  ce  chapitre  les  iiota- 
tions  dont  je  me  suis  servi  dans  mon  Mémoire  sur  le 
calcul  des  systèmes  linéaires  [*)  ;  une  grande  lettre  repré- 
sentera un  système  linéaire,  la  même  lettre  affectée  de 
l'indice  zéro  ou  de  l'indice  i  le  système  réciproque  ou 

(*)  Journal  de  l'École  Polytechnique,  t.  XXV. 

Poui-  éclaircir  ces  notations  par  quelques  exemples,  soit 

K         ,5         y 

A  =     a!      ;î'      •/' 
a"     ;S"     -/" 
et  a  la  valeur  du  déterminant  de  ce  système  linéaire;  on  aura 


da 

dn 

da 

dZ. 

d'j: 

TZJ' 

/3 

3' 

a 

et 

A„ 

da 
"   'dfi 

da 

da 
dZ"  ' 

■/ 

'/ 

V 

da 

da 

da 

dy        d-/        dy" 
d'où,  par  suite, 

A,  A  =  rt=:  û(.A). 
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le  système  iaverse,  et  la  caractéristique  A  la  valeur  du 
déterminant  du  système  linéaire  qu'elle  précède. 

Cela  posé,  en  calculant  les  quantités  c"  et  c',  on  trouve 
que,  pour  qu'elles  soient  égales,  on  doit  avoir  la  relation 

;'    pra  -4-  [pr  -f-  rp'  )b  -^  [pr"  -i-  rp"  -^  r' p')c 

^lp'r"--^,-r'p"]d-\-p"r"e 

(3)         ■ 

'         =  r/'-«  +  -iqq'  b  -+-  {iqq"  -f-  q'^]c 


lq'  q"  fl  -^  q 


■  e\ 


cette  relation  doit  être  identique  et  elle  ne  peut  différer 
que  dans  la  forme  de  la  relation  (i).  On  en  déduit,  p  dé- 
signant une  certaine  quantité  numérique,  la  série  d'é- 
galités 


p          pr—9-         P^  -^  rp    —  -Xqq 

9.                e                            —  4*^ 

pjJ'  4_  rp"  +pV  —  -iqq"  —  q' ' 

j/ r"  ^  r' p"  — -2.q' q" 

67 

-4P 

p"r^'-q"^ 

-7.6 

1 

p      q      T 

47 

-^.P 

et 

H=i 

p'  q'  ^ 

-2P 

y. 

p"  y"  '■' 

Si  l'on  pose 

001  £ 

1=   o  —  ?.     o,      /^  =  —  r>.^ 
T     o        o  Y 

on  déduit  facilement  des  égalités  précédentes  l'équation 

(4)  eiH,=p^  +  9I, 

0  désignant  une  autre  quantité  numérique  dont  il   est 
inutile  d'écrire  la  valeur. 

Réciproquement,  si  le  système  H  est  clioisi  de  telle  ma- 
nière que  le  produit  HIHi  soit  de  la  forme  ^yi  -j-  91,  p  et 
ô  désignant  des  constantes  {^systeniea  simples),  les  rela- 

2 1 . 
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dons  (3)  sont  satisfaites:  et  si  nous  taisons 

abc 
A.  z=i  b     c     dy 
f     d     c 
et  posons 

H,AH  =  A', 

on  voit  que  les  systèmes  A'  et  A  sont  de  la  même  forme. 

La  recherche  des  systèmes  de  transfornialioii  que  nous 
devons  employer  est  donc  ramenée  à  la  résolution  de 
l'équation  (4)-,  où  A  et  I  désignent  des  systèmes  donnés  et 
où  l'un  des  nombres  p  et  6  peut  être  choisi  arbitrai- 
rement. 

Ces  deux  nombres  sont  reliés  entre  eux  par  une  relation 
que  l'on  établira  facilement  en  égalant  les  déterminants 
des  deux  membres  de  l'équation  (4). 

On  trouve  ainsi 

2  =  A  (  p  ^  H-  01  )  =  4/'  P'  —  2  io  p'O  -f-  2  9% 
d'où 
(4)'  ■2j,p'  —  ioo-0-+-Q'z=i. 

Telle  est  la  relation  qui  relie  les  nombres  />  et  6  ;  ^o  et  'o 
désignent  respectivement  l'invariant  cubique  et  l'inva- 
riant quadratique  de  la  forme  co. 

5.  La  valeur  du  déterminant  que  j'ai  transcrite  ci- 
dessus  se  déduit  immédiatement  de  la  formule  suivante, 
facile  à  vérifier,  et  dont  je  me  servirai  dans  ce  qui  suit 

j  A[A(^^-  +  Ij)-3] 
Dans  cette  identité,  où  .r,  y,  z  désignent  des  quantités 
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arbitraires,  j'ai  écrit,  pour  abréger, 

//  —  a—  +  (i—  +'—         3  ^  -i-s  — 
cla  db  de  dd  de 

et 

—  /  —  4(fl6-—  6-)(7£  —  rî-')_  [ad—  ^»c)(p£  —  7^)  +.  .  ., 

A    désignant     l'invariant     quadratique     simultané    des 
bessiens  de  u  et  de  co. 


6.  Ayant  cboisi  l'une  quelconque  des  solutions  de 
l'équation  (4),  <>ù  les  nombres  p  ai  0  satisfont  à  la  rela- 
tion {4y->  on  en  déduira  un  système  A'  de  même  forme 
que  le  système  A. 

Les  coordonnées  a',  b',  t', .  .  .  qui  enlient  dans  ce  nou- 
veau système  sont  reliées  par  une  identité  de  la  forme 

a's'  _  /^O'fV  +  6c' Y  —  4^^'  !3'  -^  e'x'  —  o, 

et  je  me  propose  d'abord  de  déterminer  la  valeui'  des 
constantes  qui  entrent  dans  cette  relation,  ou  encore  le 
système  A'  que  l'on  peut  former  avec  elles  et  qui  est 
analogue  à  A. 

A  cet  effet,  je  remarque  que  l'on  a,  d'après  l'équa- 
tion (5), 

A  (  A/^  —  2  )  =  —  z-  -\-  kz  -\-  ^jjti , 

et  que,  si  le  second  membre  de  cette  relation  ne  contient 
pas  de  terme  en  z",  c'est  précisément  en  vertu  de 
l'identité  (i). 

Pour  trouver  A' ^  il  faut  donc  le  déterminer  par  la  con 
dition  que  le  développement  de  l'expression 

A  (A'./  —  z) 

manque  du  terme  en  z'. 
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Il  suffit  pour  cela  de  déterminer  deux  ([uantités  X  et  fx, 
de  telle  sorte  que  l'expression 

^'  =  H„(/.^-f-pI)Ho, 

ait  la  même  forme  que  A  (c'est-à-dire  que  le  terme  du 
milieu  soit  le  quadruple  de  chacun  des  termes  de  la  dia- 
gonale secondaire  du  système). 

En  effet,  en  remplaçant  respectivement  A'  et  yd'  par 
leurs  valeurs,  on  a  identiquement 

expression  dont  la  valeur,  en  vertu  de  la  formule  (5), 
manque  bien  du  terme  en  z". 

7.  Les  nombres  p,  6,  1  et  u.  ayant  été  déterminés 
comme  je  l'ai  dit  ci-dessus,  en  désignant  par  i',  h\  A',. . . 
les  quantités  analogues  à  î,  /?,  /",..._,  mais  relatives  aux 
systèmes  A'  et  A\  la  formule  (5)  donne  la  relation 

(  \[M[A'x-\-lr)  —  z\=z  —  z'-^z[i'y''+ih'xY^k'x'') 

le  déterminant  qui  précède  devient,  si  l'on  remplace 
dans  son  expression  A'  et  yf  par  leurs  valeurs 

A|H,AH[Ho().^-r-o.I)Ho,.r-hIj]—  cj, 

ou,  en  effectuant  les  calculs. 

^(/xH.A^H,,  -f-  t/j7H,  AIH„  -t-;,  U,  AHI—  z\ 

ou  encore,  en  multipliant  ;"i  droite  par  H,  le  système 
compris  sous  le  signe  A  et  en  le  divisant  ensuite  à  gau- 
che par  Hj, 

A  (>. x  A  A  -1-  i).xAl  -4- j- AHIH,  —  s  ), 

ou  encore,  en  vertu  de  la  formule  (4). 

A  )  A  (  •  Ax  -^  oy  )  ^/  -I-  (  uu:  -r-  9  r)  I]  —  c  j . 
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Si  l'on  développe  ce  déterminant  au  moyen  de  la  for- 
mule (5),  on  obtient  l'expression 

\  —  ^■'+^[/■(p.^-^97  '-J-2A(Â.r-hoj)(p..7--i-9j)-j-^-'A.r-f-oj-)' 

8.  Les  polynômes  (7)  et  (6)  doivent  être  identiques, 
quelles  que  soient  les  variables  x^  y,  z  \  en  identifiant  ces 
deux  expressions,  on  obtient  les  relations  contenues  dans 
le  tableau  suivant  : 


Tablinu  A. 
/   2  /„  o-*  —  /.  0 


2yop'—  '..p'ô  -T-  93=  1, 

6y„).û- —  'op'p-  —  2/u).p9  -f-  3,Lt6^=  o; 

27  0  =  2y.,A'  —  'oA'k-  h-  p-S 


(2)  , 
(      /'„  =r  /„À^9  -h  lio'ifu.  —  6/"oA\r>  —  3pi-ô; 

i  i'  z=z  Q-i  -i-  2p9//  H-  p'"/-, 

(3)  •,  /i'  =  fA9/  -4-  (X9  -f-  pit)h  -h  ApX, 
(  y!'  =  p.V  +  2)-fx/i  -1-  a'/-. 

Je  laisse  niomentanéinent  de  côté  ces  relations,  sur 
lesquelles  j'aurai  à  revenir  plus  tard;  je  me  contenterai 
de  faire  observer  que  la  première  des  équations  (3)  du 
tableau  précédent  doaine  la  solution  de  la  question  prin- 
cipale que  je  m'étais  proposée. 

Toutes  les  quadriques  fournies  par  l'équation 

/'  =  G-'/  -f-   2p9//  -f-  p/-  r=  O, 

où  le  rapport  -  peut  varier  d'une  façon  arbitraire,  cou- 
pent &C  suivant  une  de  ses  lignes  asymploliques  ;  ei 
comme  par  chacun  des  points  de  cette  surface  passent 
deux  de  ces  quadriques,  on  obtient  ainsi  le  système  com- 
plet des  asvniptotiques  cherchées. 

(  /.a  siiilr  prnchnirirmrnt.  ] 
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CONCOlllS  D  ADMISSION  A  L  ÉCOLE  MILITAIRE 

(ANNÉE  1872). 


Epure  (3   heures). 

Lue  pyramide  triangulaire  SABC  a  sa  base  ABC  ap- 
pliquée sur  la  partie  antérieure  du  plan  horizontal. 
L'arête  AB  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre  et  le  som- 
juet  C  eu  avant  de  l'arête  AB.  On  donne  en  millimètres 
AB  =  AC  =  ii6,  BC:=i47,  SA  =  SB=3SC  =  io4.  Cela 
posé,  on  demande  de  construire  :  i°  les  projections  de  la 
pyramide;  i°  les  projections  de  la  section  faite  par  un 
plan  perpendiculaire  à  Tarête  SA,  mené  par  le  point  de 
cette  arête  situé  au  quart  de  sa  longueur,  à  partir  du 
sommet  S;  3°  les  projections  des  points  situés  sur  l'a- 
rête SA,  d'où  Ton  voit  l'arête  BC  sous  un  aiigle  droit. 

Composition  rie  tiiathémalitjues   (4   heures). 

1°  Démontrer  que  les  surfaces  de  deux  triangles  sem- 
blables sont  entre  elles  comme  les  carrés  des  côtés  homo- 
logues. Les  surfaces  de  deux  triangles  semblables  étant 
dans  le  rapport  de  5  à  i4,  calculer,  à  -|-^  près,  le  rapport 
de  deux  côtés  homologues,  sans  employer  les  logarithmes. 

2**  Dans  le  triangle  ABC,  on  donne  le  côté  a,  les 
angles  adjacents  B  et  C,  et  l'on  demande  de  calculer 
la  surface.  Données  :  «  =  54^"',  27,  ^  =  6']^  1%' ^'j" ^ 
C=:64°42'55^ 

3°  On  donne  sui-  un  même  plan  deux  parallèles,  un 
point  extérieur  P  à  ces  droites,  et  l'on  demande  de  placer 
la  plus  courte  distance  de  ces  parallèles,  de  manière 
qu'elle  soit  vue  de  P  sous  l'angle  maximum. 

yotn.  —  On  devra  mettre  sur  la  copie  tous  les  calculs 
iju'on  aura  laits. 
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SOLUTIONS  m  QUESTIONS 
PHOI'OSEES  DA^S  LES  KOllVELLES  AKXALES. 

Question  385 

;  Yoir  i"  série,  I.  XVI,  p.  i83  i  ; 

Par   m.   h.  BROCARD. 

Trouver  Vé.qiialioti  de  Venvelojype  de  la  droite  (jui 
joint  les  extrémités  des  deux  aiguilles  d'une  montre  or- 
dinaire. 

La  queslion  proposée  revient  évidemment  à  la  sui- 
vante :  Deux  mobiles  B,  C,  partant  d'un  point  A  d'une 
circonférence  OA  de  rayon  «,  parcourent  cette  circonfé- 
rence dans  le  me;me  sens.  L'un  d'eux  se  meut  douze  fois 
plus  vite  que  l'autre.  Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  BC 
qui  les  joint. 

Les  coordonnées  des  deux  points  B  et  C ,  rapportés  à 
un  système  d'axes  rectangulaires  lOA,  ont  pour  valeurs 

j:  =  cnsw,  j-=zisinw, 

X  =1  a  CCS  1 2  &j,     y  z=z  a  sin  1 2  w, 

ot)  désignant  l'angle  BOA. 

L'équation  de  la  droite  BC  est  alors 

i3  .     i3  II 

(  I  )  X  ces  —  w  -h  Y  sin  - —  w  =  «  ces  -    OJ. 

^     '  2  2  2 

L'élimination  de  w  entre  celte  équation  et  sa  dérivée  pai 
rapport  à  w, 

,     .  ^       .     i3  ^  i3  .II 

(  2  )  r  D  .r-  sni  —  w  —  I  o  r  cos  —  w  =  i  i  «  sin  —  w, 

'  2  2  2 

conduira,  comnie  ou   sait,   à  l'écpiation  de  renveloppe 
cherchée. 
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Or  les  valeurs  de  x  et  de  )  que  roii  eu  lire  ont  pour 

expressions 

1 2  a 

X  =  —-  a  cosfci  H CCS  i2  6j, 

i3  i3 

12.  a     . 

y  z=  — -  rt  sin  w  H ~  sin  I2&i 

i3  i3 

Ce  sont  précisément  les  coordonnées  du  point  A  de  la 

circonférence  de  rayon  —^  roulant  extérieurement  sur  la 
i3 

circonférence  ayant  O  pour  centre  et  — ^  a  pour  rayon. 

L'enveloppe  cherchée  est  donc  répicycloïde  ou  épilro- 
choïde  engendrée  de  cette  manière. 

D'ailleurs,  des  équations  (i)  et  (2)  on  tire 

I  I  i3^  (x-  -h  Y')  —  I  i-a- 

cos 


sm' 


2  4^"^ 

II  l3'  i  (7^  —  .T-  —  j- 


ce  qui  tuontre  bien  (jue  la  courbe  est  renfeimée  entre  les 
deux  circonférences  concentriques 


-'^^r=['-^) 


et 

j.!   _|_   ^2  _—   ^3^ 

L'enveloppe  se  compose  de  onze  arcs  égaux  tangents, 
en  leurs  milieux,  à  la  circonférence  X' -h  >  "=  «'•  Ce  sont 
les  sommets  de  la  courbe.  Ils  ont  pour  coordonnées  po- 
laires 

2  /-TT 

I  I 

Le.s   points  ue   rebrousscnienl    si»iit    situés  sur   1  autre 
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circonférence,  et  oiU  pour  coordonnées  polaires 

Il  (2-?—  I) 

p  =  ~-a ,       w  = TV. 

13  II 

En  ces  points,  la  tangente  passe  par  l'origine. 

Nota.  —  On  aurait  pu  supposer  les  points  B  et  C,  à 
l'origine  du  mouvement,  sur  la  ligne  OA  et  sur  deux  cir- 
conférences concentriques  de  rayons  a  et  b.  Ce  cas  gé- 
néral n'oflVe  aucun  intérêt,  à  cause  de  la  complication 
des  calculs. 

Question  8o7 

(  voir  :<"  série,  t.  VU,  p.  1S9  ); 

Par  m.   Éd.  WEYR, 

Étudiant  à  Prague. 

D^uîi  point  M  situé  dans  le  plan  cVune  courbe  algé- 
brique, on  mène  toutes  les  tangentes  à  cette  courbe  et 
une  droite  quelconque  MA.  ^ux  points  de  contact  des 
tangentes  issues  de  M,  oji  construit  les  coniques  ayant 
quatre  points  conjondus  sur  la  courbe  et  tangentes  à  MA. 
Si  t  désigne  la  distance  comptée  sur  MA  du  point  M 
au  point  de  contact  de  Vune  de  ces  coniques.,  et  R  le 
rayon  de  courbure  de  cette  conique  en  ce  point  de  con- 

tacty  on  ^^~  =  t)?  f^f-  somme  s^ étendant  à  toutes  les 

coniques.  (A.  Ribaucour.) 

Soient  C,  C,  C", .  ..  les  points  de  contact  des  tan- 
gentes issues  du  point  M,  et  soient  ;•,  r\  ;",. . .  les  rayons 
de  courbure  de  la  courbe  algébrique  en  ces  points. 
D'après  un  théorème  de  M.  Mannlieim  [voir  a*"  série, 
Question  1-i^,  t.  \IÏ,  p.  i8i),  on  a 

Mc; 
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Soient  C,  I,  3,  3  quatre  points  consécutifs  de  notre 
courbe  et  imaginons  toutes  les  coniques  qui  passent  par 
eux;  on  sait  qu'il  y  en  aura  deux  qui  coupent  une  droite 
Mi\  en  deux  points  confondus.  Mais  le  système  des 
droites  Ci  et  23,  ou  bien  la  tangente  MC  comptée  deux 
fois,  constitue  évidemment  une  de  ces  deux  coniques, 
en  sorte  qu'il  n'y  aura  qu'une  seule  conique  proprement 
dite  S  qui  passe  par  C,  i,  2,  3  et  qui  toucbe  MA.  Dési- 
gnons par  D  le  point  de  contact. 

Ayant  égard  aux  points  C,  C", . . . ,  on  construira  de  la 
même  manière  les  coniques  S',  S",.  .  .  qui  touchent  MA 
en  certains  points  D',  D", .  .  . ,  ayant  en  C,  C", .  .  .  avec  la 
courbe  proposée  un  contact  du  troisième  ordre. 

Si  l'on  désigne  par  R,  R.',  R", .  .  .  les  rayons  de  cour- 
bure des  coniques  S,  S',  S", .  .  .  aux  points  respectifs  D, 
D',  D", .  .  . ,  on  a  à  démontrer  l'équation  suivante 

R 

r=:  O. 

Le  théorème  de  jM.  Mannheim  donne  pour  les  coni- 
ques S,  S',  S", ...  les  relations 

r  R  /'  R' 


MC  MD  MC  MD' 

d'où  l'on  tire 

MC  MD 

ou  bien,  en  vertu  de  l'équation  (i), 

MD 

Passons  alors  sur  la  droite  MA  du  point  M  à  un  point 
infiniment  rapproché  M',  dont  la  distance  à  M  soit  o.  Si 
l'on  mène  du  point  M'  à  la  courbe  algébrique  toutes  les 


{  333  ) 
langenles,  leurs  points  de  contact  F,  F',  F",.  .  .  scioni 
voisins  des  points  C,  C,  C", .  .  . ,  et  puisque  les  coni- 
ques S,  S',  S", .  .  .  passent  par  quatre  points  consécutifs 
de  la  courbe,  ces  coniques  auront  aux  points  F,  F',  F" 
avec  la  courbe  encore  uii  contact  dn  second  ordre.  On 
voit  par  là  que  notre  courbe  algébrique  aura  aux  points 
F,  F',  F", .  .  .  les  mêmes  rayons  de  courbure  p,  p',  p",. . . 
que  les  coniques  S,  S',  S'', ....  On  aura  donc,  en  appli- 
quant de  nouveau  le  théorème  de  M.  Mannheim  à  ces 
coniques, 

MT  M'D 


o; 


en  appliquant  ce  théorème  à  la  courbe  proposée  seule,  il 
vient 


ce  qui  donne 


Mais  on  a 


=  0, 

MT 


^é 


M'D 


M' D  =  M' M  +  MD  =  (?-!-  MD, 
5  désignant  une  quantité  infiniment  petite;  on  aura  donc 

M'D  MD  t/MDLmdJ        MD  MD 

d'où  il  suit 

M'D  MD  MD 

Ayant  recours  à  Téqualion  (2),  on  trouve 

V     ï^    _ 
MD 

c.    o.    F.  D. 
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QufSfion    1003 

Toir  ?•  série,  t.  IX,  j».  i3j;; 

P,va  M.   MORET-BLANC, 

Professeur  au  lycée  du  Havre. 


Les  équations  tangentielles  d'un  cône  droit  tou- 
chant trois  plajjs  donnés  (;/,,  v^,  Wj),  (z/g,  p',,  ivg), 
(jis,  i^3,  ^Va)  sont,  dans  le  cas  des  axes  rectangulaires , 


1      M 

(' 

»' 

1      «, 

"i 

U' 

"; 

Cj 

«' 

«, 

".1 

ce 

M 

"2 

M', 

y  ?<-  -h  c-  H-  w^ 

«1 

=  o; 


'  «3         ''3         "'.l         V/",  -T-  ''?  4-  (V;      1 

les  signes  des  radicaux  sont  indépendants  ;  il  y  a  quatre 
solutions.  (L.  Painvin.) 

Soit 

(i)  iix  -{-  vy  -\-  wz  -I-  I  m  o 

l'équation  du  plan  variable  dont  le  cône  est  l'enveloppe; 
pour  que  cette  enveloppe  soit  déterminée,  il  faut  qu'il 
existe  entre  ses  trois  paramètres  deux  relations  en  vertu 
desquelles  deux  paramètres  soient  fonctions  du  troisième, 
seule  variable  indépendante.  Or  le  plan  devant  coïncider 
successivement  avec  chacun  des  plans  donnés,  on  a  les 
trois  équations 

(2)  u^  X  -T-  f'i  y  -f-  M'i  z  -f- 1  z=  o , 

(3)  //,.r -f- i'j  j -+- (c'jr; -t- I  =  G, 
(4.)  W3  •''•  -V-  c?.X  -+-  «'3  z  -I-  I  =  0 . 

Eliminant  x^  y,  z  entre  ces  quatre  équations,  on  aura  la 


piomieri.'  rclalion 


(  X\:>  ) 


I  =  o. 


Soient  ^,  y;,  ^  les  coordonnées  d'un  point  de  Taxe.  Ce 
point  devant  être  équidistant  de  tous  les  plans  tangents, 
on  aura  les  équations 


MÇ 


w'C 


c,rt 


«',  ç  -+- 1 


«^  î; 


v/wo- 


^/«^ 


Ou  obtiendra  une  seconde  relation  en  éliminant  ^i 
y;,  <^  entre  ces  quatre  équations;  en  suppiimant  le  fac- 
teur commun,  il  vient 


y/»' 

-f-  f''-4-    (!■' 

V/w 

-f-c^î+ff; 

v/« 

H-  r;4-  «'^ 

'3         »'3  "'3  V«^-)-   ''3-+-    »'.• 

Chaque  radical  est  susceptible  du  double  signe:  mais  si, 
pour  une  valeur  donnée  1,  on  détermine  les  signes  des 
trois  derniers  radicaux,  on  en  conclura  ^,  y,,  <^,  et  par  suite 
le  signe  du  premier  radical.  H  y  a  donc  huit  combinai- 
sons de  signes  correspondant  aux  huit  angles  dièdres 
que  forment  les  trois  plans  donnés.  Ces  huit  combinai- 
sons ne  donnent  que  quatre  solutions,  parce  qu'en  chan- 
geant tous  les  signes  d'une  colonne  on  ne  change  pas 
l'équation. 

En  vertu  des  deux  relations  trouvées,  deux  paramètres, 
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t'  et  IV  par  exemple,  seront  fonctions  Je  ^/,  et  1  on  ob- 
tiendra en  coordonnées  ponctuelles  l'équalion  du  cône, 
en  éliminant  n  entre  l'équalion  du  plan  variable  et  sa 
dérivée  par  l'appoit  à  u,  qui  sera 

de  dw 

X  -r-  y  — 'v  Z  -—  :=  O . 

"    du  du 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  O.  Callandreau,  can- 
didat à  l'École  Polytechnique. 


QIESTIOIVS. 


1088.  Trouver  Taire  de  Tenveloppe  de  la  corde  com- 
mune à  une  ellipse  et  à  son  cercle  osculateur. 

(L.  Desmo^s.) 

1089.  Trouver  le  lieu  des  pôles  des  cordes  communes 
et  la  podaire  du  centre  relative  à  l'enveloppe  des  cordes 
communes.  (L.  Desmons.) 

1090.  Le  triangle  qui  a  pour  sommet  le  centre  de  l'el- 
lipse et  pour  base  la  corde  du  cercle  osculateur  en  un 
point  de  l'ellipse  est  équivalent  au  triangle  qui  a  pour 
sommet  le  centre  de  l'ellipse  et  pour  base  la  corde  de 
Tellipse  perpendiculaire  au  grand  axe,  menée  au  point 
dont  le  paramètre  angulaire  est  double  de  celui  du  point 
de  contact.  Maximum  de  l'aire  de  ce  triangle.  Maximum 
de  la  longueur  de  la  corde  commune.        (L.  Desmons.) 

1091.  Les  faces  d'un  dièdre  droit  doivent  rester  tan- 
gentes à  un  ellipsoïde  donné  et  l'arête  de  ce  dièdre  doit 
rencontrer  deux  droites  fixes  quelconques.  On  demande 
le  Heu  de  cette  arête?  (Mannheim.) 
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RECHERCBES  AMLYTIQliES 

sor  la  surface  du  troisième  ordre  qui  est  la  réciproque  de  la  surface 
de  Steiner 

(  «oiio,  TOir  même  tome,  p.  319); 
Par  m.  LAGUERRE. 


II.  —  Propriétés  des  lignes  asjmptotiqaes. 

9.  Considérons  une  ligne  asyraptotique  quelconque  Z 
de  la  surface  JK;  cette  ligne  est  l'arête  de  rebroussement 
de  la  surface  enveloppée  par  le  plan  dont  l'équation  est 

u  zrzaV  -\-  ^bt^i  -h6ct''r'+  ^dlr^  A-  ct^  =  o, 

^.  :t  désignant  un  paramètre  variable. 

Lorsqu'on  donne  à  ce  paramètre  une  valeur  détermi- 
née, l'équation  précédente  représente  un  plan  oscula- 
teur  de  Z  et  tangent  à  DC,  que  j'appellerai  simplement 
plan  [t.).  J'appellerai  tangente  (/)  la  tangente  à  Z  au 
point  où  le  plan  (/)  lui  est  osculateur;  ses  équations 
sont 

rlit.  du 

-—  =0      et      — -  =0. 

dt  d-u 

Enfin  j'appellerai  point  [t)  le  point  de  contact  de  celte 
tangente  5  ses  équations  sont 

at'  -l'  2  btr  -h-  cr'  :—  o  , 
bf'  -l'  ictz  -^  dz"-  =-—  o, 
cf-  +  idtr  +  er^  ;=  o. 

Je  dirai  indilléremment  que  t:r  (ou  l)  est  le  paramètre 
de  ce  point,  de  la  tangente  en  ce  point  à  l'asymptolique 

Ann.  de  Muthcma:.,  2«  série,  t.  XI.  (Août  1872.)  22 
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et  du  plan  osculaieur  dont  cette  tangente  est  la  caracté- 
ristique. 

Les  relations  précédentes  et  l'équation  (i)  permettent 
d'exprimer  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  Z 
en  fonction  de  son  paramétre  :  on  obtient  ainsi  le  tableau 
suivant  : 

Tableau  B. 

a  r=—  4a?^T=—  ii^f-:''—  i7.-/t  r'  —  4°"'» 
c  =—  2.it'z  —   4P^^t'+    ^St-T*  ~  2itr', 

e=       4P'*     -h  l-iyt^r  ^llot*r--i- /^st^T\ 

10.  Etant  donné  un  point  jM,  dont  les  coordonnées 
soient  a',  b',  c',  d'  et  e',  posons  pour  un  instant 

a  —  la'     b  ~-  'hb'      c  ---  ),  c'    \ 

b  -^\b'     c  '-  \c'       d  -T-  Id'       =y  -f  Ayo  —  aV  -r  X'y'  l*)  ; 

c  -f-  Xc'      d  +  Id'     e  -f  ).  e'     i 

d'après  la  méthode  donnée  par  Joachimsthal,  on  obtient 
l'équation  du  cône  circonscrit  à  DC,  et  ayant  pour  sommet 
le  point  jNI,  en  égalant  à  zéro  le  discriminant  de  la  forme 
cubique  contenue  dans  le  second  membre  de  l'égalité  pré- 
cédente. Si  le  point  M  est  sur  Z,  on  a 

j'  =  o, 

et  l'équation  du  cône  circonscrit  devient 

On  peut  dans  cette  équation  exprimer,  en  employant  les 
formules  du  tableau  B,  les  coordonnées  du  point  M  en 

(*)  Pour  éviter  toute  confusion,  je  ferai  remarquer  qu'ici  y,,  y',,  y 
n'ont  pas  le  même  sens  que  dans  le  paragraphe  précédent. 
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fonction  de  son  paramètre  i,  et  je  ferai  remarquer  qu'a- 
près  la  substitution  les  invariants  /(,,  /,  j\  deviendront 
des  covariants  des  formes  u  et  (ù. 

Comme  un  covariant  est  déterminé  par  son  terme  du 
degré  le  plus  élevé  en  t,  il  me  suffira,  pour  calculer  cha- 
cun des  covariants  dont  je  viens  de  parler,  de  supposer 
a',  b'  et  c'  égaux  à  zéro,  et  de  remplacer  respectivement 
d'  et  e'  par  at^  et  4(3^*-  H  viendra  ainsi 

jo^=[/\^{ac  —  b')  —  la.{ad—  bc)]t^  -V- .     .  ; 

d'où  l'on  voit  que  y'o  est  égal  à  —  2J0,  Jq  désignant  le 
/  jacobien  de  œ  et  du  hessien  de  u,  en  sorte  que 

J.=  [y.{nd--  bc)  —  2fl(«c-   b-)]V' -\-  .  .  .  . 

On  obtient  de  même 

d'où 

/o  — —  «'«; 

par  suite,  l'équation  du  cône  circonscrit  à  DC  et  ayant 
pour  sommet  le  point  [t.]  est 

11.  Le  coefficient  du  terme  le  plus  élevé  dans  le  cova- 
riant  J^  H-  oryu  est 

t^\[oL{ad~bc]~-i<^[ac-—b'')Y-^aoL-{acc-\-'xbcd~acl-~eb--~c^)\y 
OU,  en  effectuant  les  calculs, 

t'^{ac—  b^][x'{ae  -  c')  —  ^x^{ad  ^^  6c) -i- 4p»(flc -- A')]. 

Si  l'on  désigne  par  H  le  hessien  de  u  et  par  G  le  cova- 
riant 

[oL'{bd  -^-  c')  —  ^4{ad—  bc)-hp'{y.y  —  p^)]/^-;-.  .  ., 

22. 
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on  voit  que  l'on  a  identiquement 

d'où  il  suit  que  le  cône  circonscrit  se  décompose  en  deux 
cônes  du  second  ordre,  propiiélé  caractéristique  de  la 
surface  réciproque  de  la  surface  de  Steiner  (*). 

Remarque.  —  Les  deux  cônes  ainsi  obtenus  se  distin- 
guent très-nettement  par  la  forme  de  leur  équation  j  je 
dirai  que  le  cône  dont  l'équation  est 

H  =  o 

appartient  à  l'asymptotique  Z,  et  je  le  désignerai  par  la 
notation  ^t  5  il  est  clair  que  le  second  cône  appartient 
à  la  deuxième  ligne  asymplotique  qui  passe  par  le 
point  [t). 

\2.  Soient  [t)  et  [t')  deux  points  de  l'asj^mptotique  Z-, 
considérons  le  premier  émanant  de  u^ 

L'équation  £=10  représente  un  plan  passant  évidemment 
par  la  tangente  (t')^  si,  laissant  le  point  [t)  fixe,  on  fait 
varier  le  point  (?'),  ce  plan  enveloppe  une  surface  du 
c[uairième  ordre  a\ant  pour  arête  de  rebroussement  une 
cubique  gauche. 

L'équation  de  cette  surface  s'obtient  en  égalant  à  zéro 
le  discriminant  de  C  (par  rapport  à  t'  et  t')  5  comme  ce 
discriminant  est  un  covariant  de  u  et  de  w,  il  suffit  de  cal- 


(")  Sur  la  surface  de  Steiner,  voii-  Borchardt,  t,  LXIII  :  Cremoxa,  Sur 
la  surface  du  quatrième  ordre,  etc.,  p.  3i5  et  suiv.  —  Borchakdt,  t.  LXIV  : 
KuMMEtt,  Ueber  die  Flàchen  des  vierten  Grades;  Weierstrass,  Note  zur 
vorstehenden  Abhandlung;  SchrÔter,  Ueber  die  Steiner'sche  Flàche. 
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culer  son  terme  du  degré  le  plus  élevé  qui  est 

[4(r7c-  —  b')  [hd^c-]  —  (ad—  bcY]l\ 

ou  encore 

[nj  —  (ac  —  h^)iy. 

L'équation  de  la  surface  développable,  que  j'appel- 
lerai 2(,  est  donc 

fil  —  /H  =  G. 

13.  Pour  tous  les  points  de  l'arête  de  rebroussemeut 
de  Sj,  on  doit  avoir 

ot  -h  br         ht  -+-  cr        et  -f-  </t 
ht  -\-  cz        et  -r-  ftz        (Il  -!-  cr 

ou  encore 

[   [ac—  b-')t^-]-  [ad  —  bc)tT  ^[bd—  c^)t'  -no, 

(9)       <    [ad—bc]t--'V'{ac  —  c'')tr-V-{he  —  dc)T'^r7rr.o, 

\  {bd-~c^-)t'[-{be  -^  cd)tr  -'r-  [ce  —d')z':^o. 

Le  déterminant  de  ces  trois  équations  est  égal  h  /*, 
ainsi  qu'il  est  facile  de  le  vérifier-,  comme  il  est  nul  par 
les  points  de  la  courbe,  il  en  résulte  qu'elle  est  située  sur 
la  surface  9C. 

Elle  est  également  située  sur  le  cône  ^^^  l'équation  de 
ce  cône  peut  en  effet  se  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

t'[{ar  —  b')t'-'-  {ad—  bc)f7    h  {bd  —  c')r'J 

-!-  fr[{ad—  bc)t^+  {ae  —  c-)tT  +  [be  —  «/)t'] 

-1-  T''[{bd  —  c^)t^--h{b(;  —  cd)tT  +  [ce  —  rf'jr']  =  0. 

D'où  cette  conclusion  : 

U arête  de  rebroussenient  de  la  développable  S^  est 
la  cubique  gauche,  suà'ant  laquelle  la  surface  tK.  est 
touchée  par  le  cône  circonscrit  à  la  surface,  apparte- 
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nant  à  V asymptotique  Z,   et  ayant  pour   sommet   le 
point  (f). 

De  là  on  déduira  facilement  les  propositions  sui- 
vantes : 

Théorème  I.  — ■  Les  cônes  du  second  degré  circonscrits 
à  3C,  ayant  leur  sommet  sur  une  ligne  asymplotique  Z 
de  cette  surface  et  appartenant  à  cette  ligne  asjmpto- 
tique ,  touchent  Tii.  suivant  des  cubiques  gauches.  Les 
surfaces  développables,  dont  ces  cubiques  sont  les  arêtes 
de  rebroussement,  coupent  9C  suivant  la  ligne  Z. 

Théorème  II.  —  Etant  pris  un  point  M  sur  la  sur- 
face Dt,  le  cône,  circonscrit  à  la  surface  et  dont  ce 
point  est  le  sommet ^  se  compose  de  deux  cônes  du 
second  ordre.  Chacun  d'eux  touche  DC  suiuajit  une 
cubique  gauche;  les  surfaces  développables,  dont  ces 
cubiques  sont  les  arêtes  de  rebrous  sèment,  coupent  3C 
suivant  les  deux  lignes  asjmptotiques  qui  se  croisent  au 
point  M. 

14.  Les  cônes  du  second  degré  circonscrits  à  St  et  qui 
appartiennent  à  l'asyniptolique  Z  touchent  cette  surface 
suivant  des  cubiques  gauches  que  je  dirai  aussi  apparte- 
nir à  l' asymplotique. 

Toutes  les  cubiques  appartenant  à  cette  asymptotique 
passent  par  les  quatre  points  satisfaisant  aux  équations 

a        b       f.        d 

ces  points  sont  d'ailleurs  les  points  de  rebroussement  de 
l'asymptoiique  et  les  points  coniques  de  OC;  leurs  para- 
mètres sont  les  racines  de  Téquation  a>  =  o. 

Indépendamment  de  ces  quatre  points,  deux  cubiques 
appartenant  a  l 'asymplotique  Z  se  coupent  en  un  cin- 
quième point. 
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^      Ce  point  est  le  sommet  d^iin  cône  du  second  degré 
qui  contient  les  deux  cubiques. 

Pour  démontrer  celte  proposition,  je  m'appuierai  sur 
le  lemme  suivant  que  l'on  établira  facilement  : 

Une  surface  développable  du  quatrième  ordre  (ayant 
pour  arête  de  rebroussement  une  cubique  gauche)  étant 
considérée  comme  l'enveloppe  d'un  plan  mobile 

/(>)  =  o, 

/^(X)  désignant  un  polynôme  du  troisième  degré  en  A,  les 
différents  cônes  du  second  ordre  qui  passent  par  l'arête 
de  rebroussement  sont  donnés  par  l'équation  que  l'on 
obtient  en   égalant  à  zéro  le  covariant  quadratique  de 

Cela  posé,  la  cubique  gaucbe,  suivant  laquelle  la  sur- 
face ÏK  est  touchée  par  le  cône  du  second  ordre  ayant  le 
point  [t)  pour  sommet  et  appartenant  à  l'asymptotiqueZ, 
est  l'enveloppe  du  plan  mobile  défini  par  l'équation  (8) 
[t!  étant  considérée  comme  la  variable).  L'équation  gé- 
nérale des  cônes  du  second  ordre  passant  par  cette  cu- 
bique sera  donc,  en  vertu  du  lemme  précédent, 


at  -i-  bT 

bt 

-î-  CT 

et  -L-  dr 

bt  -}-  rz 

cl 

-dr 

■  It  -\-  e-z 

f'2 

— 

t'z' 

/" 

OU,  en  effectuant  les  calculs, 

/  t.''.[(^ac  —  b-)C-'^r-[ad—  bc)tr  -^  [bd  —  c'-)r^] 
(lo)  i        -:-  t' r'  [ad  —  bc)t-  -1-  [ae  —  c')/t  -i-  [be  —  cd]T^\ 

'        -f-  t'-'[[bd-^  c'^)f--  [be—  cd)tT-^-  [ce-  d')r^]^o. 

Je  remarque  maintenant  que  cette  équation  est  symé- 
trique par  rapport  à  t  et  f'^  d'où  les  propositions  sui- 
vantes : 
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Théorème  III.  —  Si  de  deux  points  [t)  et  [t')  situés 
sur  r asjmptotique  Z,  on  mène  les  cônes  du  second  ordre 
circonscrits  à  di.  et  appartenant  à  cette  asjmptotique, 
les  deux  cubiques  gauches  de  contact  sont  situées  sur  un 
même  cône  du  second  ordre,  dont  le  sommet  est  le  point 
d^ intersection  des  deux  cubiques  distinct  des  quatre 
points  nodaux  de  ^. 

Remarque.  —  Ce  cône  est  défini  par  Téquation  (lo). 

Théorème  IV.  —  Etant  donnée  une  cubique  quelcon- 
que passant  par  les  quatre  points  coniques  de  OC,  la 
surface  développable^  dont  cette  cubique  est  l'arête  de 
rebroussement,  coupe  OC  suivant  une  de  ses  lignes  asjm- 
ptotiques  Z. 

Si  r on  considère  les  divers  cônes  du  second  degré  qui 
contiennent  cette  cubique,  ils  coupent  OC  suivant  les  di- 
verses cubiques  appartenant  à  7j^  en  soHe  que  les  déve- 
loppables  dont  elles  sont  les  arêtes  de  rebroussement 
contiennent  toutes  Z,  et  que  les  développables  circon- 
scrites «  OC  /e  long  de  ces  cubiques  sont  des  cônes  du 
second  ordre  dont  les  sommets  sont  situés  sur  Z. 

15.  Il  est  facile  d'étendre  les  résultats  précédents  à  une 
asvmptotique  quelconque  Zj  résultant  de  l'interseciion 
de  OC  avec  la  quadrique 

0"/  -f-   2pO/i  -r-  f-k  =  O. 

A  cet  effet,  j'établirai  d'abord  une  formule  très-simple  et 
que  j'aurai  souvent  occasion  d'employer. 

Soit,  en  conservant  les  notations  du  §  I,  le  système 
linéaire  gauche 

o  f^        tr 

U  =    —  /'  o         T% 

—  ^T      —  r'      o 
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d'où 

t'         o      o  z"^      —  tr     f 

Uo  "    —  ^r     o     o    X   o         o         o  ; 
C-         o     o  o         o         o 

le  produit  HUHi  est  aussi  un  système  gauche  que  je  ferai 

égal  à  (*) 

o  X       y 

y  =:     —  X  O  Z, 


— 

-y    —  ^ 

o 

en  sorte  que  l'on  aura 

z         o 

o          z 

—  y 

X 

V,=   -y     o 

o   X   o 

o 

o. 

X       o 

o          o 

o 

o 

et  par  suite 

t' 

z 

Ho,  X   - 

—  /T     =     - 

-y- 

e- 

X 

De  l'équation  (4)  on  déduit 

H(I-l   U)H,       pA   i~  Ql-f  V, 

d'où 

A(I-;-U)^:A(pA  ^Gl-f- V). 

Représentons,   pour  abréger,  par  ^(x,  j',  z)   la   forme 
quadratique 

ax'  -f-  477' "t"  sz'-;-  4^^J  "^  4PJ-^  "''  -7  -^^î 

en  développant  la  relation  précédente,  on  obtiendra  l'é- 
quation 

(il)  pcp(.r,j,  z)-f-9.9(xz  — j')=--o, 

en  sorte  que,  quand  le  rapport  t  :  t  prend  toutes  les  va- 


(  *  )  Il  est  important  de  ne  pas  confondre  ici  le  système  linéaire  H  avec 
le  hessiea  de  ;/  que  j'ai  désigné  par  la  même  lettre. 
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leurs  possibles,  les  variables  x^j,  z  restent  constamment 
liées  par  la  relation  (ii). 

i6.  Cela  posé,  d'après  ce  que  j'ai  démontré  plus  haut, 
l'équation  générale  des  cônes  circonscrits  appartenant  à 
l'asymptotique  Z  s'obtient  en  égalant  <à  zéro  le  liessien 
de  zi-,  on  peut  donc  l'écrire  de  la  façon  suivante  : 

abc  T^        —  x^t      T^t^ 

c      d     e  r^t-        ~  rt^         t*        j 

ou  simplement 

A(A  +  Uo)  =  o. 

Les  cônes  circonscrits  appartenant  à  l'asymptotique  Z, 
auront  par  suite  pour  équation 

A(A'-^U„)  =  A(H.AH-f-Uo)  =  A{A  4- H,„U„  Ho)=  o, 

ou  encore 

A(A-u  V„>:^  O, 

OU  enfin  en  développant 

/r^  [ac  —  b'^)x^-^\ae  —  c*)  j'-l-  [ce  —  d^) 

-h  2{be  —  cd)yz  -h  tiÇbd  —  c-)zx  -+-  ^.[ad  —  bc).Tj  =  o. 

Telle  est  V équation  générale  des  cônes  du  second 
ordre  circonscrits  à  ^  et  appartenant  à  Vasjmpto- 
tique  Z, ,  les  i^aiiables  x,  j.,  z  étant  assujetties  à  satis- 
faire  à  V équation  (ii). 

17.  L'équation  générale  des  cônes  du  second  ordre  qui 
contiennent  les  cubiques  gauches  appartenant  à  l'asym- 
ptotique Z  (Cf,  n°  14)  peut  se  mettre  sous  la  forme 


t''' 

o 

o 

,/; 

—  rV 

t' 

A-f- 

—  -zt 

o 

o 

X   o 

o 

o 

f 

o 

o 

o 

o 

o 
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L'équation   analogue  pour  les  cubiques  appartenant   à 
l'asymptotique  Z^,  sera 

[t'        o     o         t'2     —x't'  t"  ~| 

H,  AH -L-      — rt     o     o  o  o  o       J 

t-         o     o  o  o  o     J 


( 


t'        o      o  t'2      —  t'?'      f"  \ 

-(- Ho,      — T?     o     o   X   o  o  o     X    Hj  >, 

^-         o     o  o  o  o  ; 

OU  encore,  en  vertu  des  relations  que  j'ai  établies  plus 
haut. 


z 

o 

o 

2 

—  J 

X 

A-f 

—  y 

o 

o   > 

<   o 

o 

o 

X 

o 

o 

o 

o 

o 

D'où  la  conclusion  suivante  :   ' 

Si  Ion  désigne  ])ar  x,  )  ,  z  et  x'  ^  j' ^  z'  deux  sys- 
tèmes de  'vaiiahles  satisfaisant  respectivement  à  V équa- 
tion (il),  V équatio?!  générale  des  cônes  du  second  ordre 
qui  contiennent  les  cubiques  appartenant  à  V asjmpto- 

tique  Zp  est 

,df         ,df        ,df 

x'  ^  -\ry'  ^  4-  z'  —  =o. 
dx  dy  dz 

Je  désigne  ici  par  y  la  même  forme  quadratique  que  dans 
le  numéro  précédent. 

Les  équations  des  cubiques  gauches  elles-mêmes  sont 

{ac  —  h"-  ).r  -i-  (rtrf  —  l>c)y  +  [hd  —  c')2  ^r  o, 
[ad —  hc).T.  -\-  [ae  —  <^'^)  y  +  (^t'  —  cd)zz=^  q^ 
{bd  —  c^)  X  -•-  (  be  —  cd)y  -f    {ce  —  c^^)  z  =r  o. 

[La  suite  prochainement.  ) 
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METHODE  DIRECTE 


ponr  déterminer  l'inOnence  de  la  rotation  de  la  Terre  sur  la  clinle 
des  grayes; 


Par  m.   h.  RESAL. 


A  Tépoque  où  les  expériences  de  Foucault  sur  le  pen- 
dule et  le  gyroscope  fixèrent  d'une  manière  spéciale  l'at- 
tention des  géomètres  sur  la  dynamique  des  mouvements 
relatifs,  Poncelet  me  proposa  de  prouver  géométrique- 
ment, sans  passer  par  le  théorème  de  Coriolis,  les  for- 
mules se  rapportant  à  la  déviation  des  graves,  tombant 
sans  vitesse  initiale  d'une  certaine  hauteur,  due  à  la  ro- 
tation de  la  Terre.  Je  lui  adressai,  à  ce  sujet,  un  travail 
que  j'avais  complètement  perdu  de  vue,  lorsque,  retiouvé 
dans  ses  papiers,  il  me  fut  remis  chargé  de  notes  de  sa 
main.  C'est  la  substance  de  ce  travail  que  je  vais  repro- 
duire dans  ce  qui  suit. 

Soient  [fig.  i)  : 

PP'  l'axe  de  rotation  de  la  Terre  supposée  sphérique, 
P  étant  censé  le  pôle  nord  5 

C  son  centre  5 

Il  sa  vitesse  angulaire  de  rotation,  dirigée  de  la  gau- 
che vers  la  droite  pour  l'observateur  couché  suivant  PC 
et  ayant  les  pieds  en  C-, 

R  =  PC  son  rayon^ 

B  la  position  initiale  du  mobile  /«,  dont  la  verticale  BC 
rencontre  le  méridien  terrestre  correspondant  en  A; 

BA  =  7i  la  hauteur  de  la  chute  ; 

X  ^=90" —  PC  A  la  latitude  du  lieu: 


(  M9  ) 
AD  =  R  cosX  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  A 
sur  PP',  ou  le  rayon  du  parallèle  passant  par  ce  point  5 
BE::^.  (R4- A)cos).  la  distance  de  B  à  PP'. 


Au  bout  du  temps  t  compté  à  partir  de  l'instant  de  la 

chute,  le  point  A    a    parcouru  sur  son  parallèle   l'arc 

AA'=-  AD.7zt  =:  «RcosX.f,  et  le  point  B  est  venu  en  B'; 

mais,  en  appelant  0  l'angle  BCB',  ou  a  aussi  AA':^  Rô, 

d'où 

0  =  «cosX.  t. 

Soient,  au  bout  du  temps  ^,  m^  la  projection  du  mo- 
bile sur  le  plan  BCB'^  Z?',  Z>  les  intersections  avec  CB',  CB 
du  cercle  décrit  du  point  C  comme  centre  avec  le  rayon 
Cinx\  F  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  mj 
sur  PP'. 

Les  distances  telles  que  A,  que  nous  pouvons  atteindre 
en  bailleur  ou  en  profondeur,  étant  très-petites  par  rap- 
port à  R,  l'angle  décrit  par  le  rayon  CA  pendant  le 
temps  f  est  lui-même  très-petit  5  on  peut  donc,  sans  in- 
convénient, supposer  cos0=i,  sin0=0,  et  considérer 
b'  ei  b  comme  les  projections  de  /^/i  sur  CB'  et  CB,  et  de 
même  7?/i  //,  hb'  comme  des  arcs  de  cercle  appartenant  au 
parallèle  du  point  m^  de  rayon  Fmj  =  C/Wj  cosA. 
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II  est  clair  que  l'écartement  uiy  b\  par  rapport  à  CB', 
est  dû  à  ce  que  la  vitesse  de  B,  qui  est  la  vitesse  initiale 
absolue  du  mobile,  est  supérieure  à  celles  des  autres 
points  de  ce  rayon-,  de  sorte  que  l'écart  ci-dessus  est  de 
même  ordre  de  grandeur  que  la  différence  des  chemins 
parcourus  en  vertu  des  vitesses  de  B'  et  A',  c'est-à-dire  de 
n  (BE  —  AD)  f  = /i/j  cosX.i,   L'angle  B'Cmj  étant,  par 

rapport  à  BCB  =  6,  de  l'ordre  -■>  peut  être  négligé  rela- 
tivement à  ce  dernier,  et  Ton  peut,  par  conséquent,  sup- 
poser que  la  direction  de  la  pesanteur  en  m  ou  m^  est  pa- 
rallèle à  CB'. 

La  distance  niib,  dont  le  mobile  s'est  éloigné  dans  le 
temps  t  de  la  droite  CB  considérée  comme  fixe  dans  l'es- 
pace, est  due  à  la  vitesse  initiale  /z.BE  =  n.BC  cosX  de  ce 
mobile,  et  à  une  accélération  variable  d'une  direction 
opposée  due  à  la  pesanteur,  et  qui  est,  pour  m^, 

g"  sin  9  =  g'  6  =  ng  ces >  .  t. 
La  vitesse  due  à  cette  accélération  au  bout  du  temps  t 

c         .  ^  t- 

étant  I     «"■cos/.ir/^  =  «^co5X  .->  et  le  chemin  parcouru 

f"^  .   t-  t^ 

correspondant   1     n^cosÀ.- r/f  =  «^cos^  .^5  on  a 

triy  b  =■  n.'BC  cosa   -  ng  cosX.  ^» 

D'un  autre  côté, 

bb'  -^  II.  bC  cos'k.t. 

Si  donc  on  pose  y  =  niy  b\  il  vient 

(i)  y  ^=  rrixb  —  b'  b  =^  n  cos)..Bè.  t  —  ng  cosX.  —  • 

Or  l'espace  B^  =  B'è'.  que  nous  lepréseuterons  par  x.. 
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parcouru  par  le  mobile  parallèlement  à  AB,  étant  dii  à 
la  composante  gcos9  ou  g,  on  a 

(.)  .=e:. 

Les  longueurs  x,  y  représentent  les  coordonnées  de  la 
trajectoire  apparente  du  point  m^  rapportée  à  la  verticale 
mobile  B'C  et  à  la  tangente  au  parallèle  de  B.  L'élimina- 
tion de  t  entre  les  équations  (i)  et  (2)  conduit  à  la  sui- 
vante 

/o>  1,^2  ^         /2.r 

(3)  X  =^nt^cosk=^~  nxco^l.k/ 

3  3  \    g 

Quant  à  la  déviation  du  mobile  vers  le  nord,  ou  perpen- 
diculairement au  plan  BCB',  elle  est  du  second  ordre 
comme  la  composante  correspondante  de  g,  et  doit  par 
cela  même  être  négligée  dans  le  mode  d'approximation 
adopté. 

Pour  obtenir  l'écartement  total  e,  vers  l'est,  du  mobile 
arrivé  au  bas  de  sa  chute,  il  suffit  de  supposer  j  =  ej, 
X  =  h  dans  l'équalion  (3),  et  l'on  obtient  ainsi  la  for- 
mule connue 

e  =  ^  nt^  ces  A  =  -  nh  cos)i .  4  / 

3  3  y    g 

On  a 

27r 


> 


b64oo 

et,  en  supposant  /i=  i58,5,  1  =  5i°,  on  trouve 

e  =  o"',o276, 

chiffre  qui  diffère  peu  de  la  moyenne  0,0288  des  résul- 
tats des  expériences  de  Reecli,  dans  les  mines  de  Fx^ey- 
berg. 
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SIR  L  HYPERBOLOiDE  DE  RÉYOLITION^ 

Par  m.  J.   MISTER, 
Répétiteur  d'Analyse  à  l'École  du  Génie  civil  de  Belgique. 


Démontrer  géométriquement  quêtant  données  deux 
droites  non  situées  dans  un  même  plan,  si  Vune  d^ elles 
tourne  autour  de  Vautre,  elle  engendre  un  hjperboloïde 
de  révolution^  c  est-à-dire  une  surface  dont  la  courbe 
méridienne  est  une  hyperbole. 

M.  Morel  [voir  2*^  série,  t.  VIII,  p.  2^3)  s'est  déjà  oc- 
cupé de  cette  question;  mais  la  démonstration  qu'il  en  a 
donnée  suppose  connues  les  principales  propriétés  de 
cette  surface;  elle  s'appuie  en  outre  sur  un  théorème  qui 
n'a  été  établi  que  par  le  secours  du  calcul  intégral.  Sa 
démonstration  est  donc  loin  d'être  élémentaire  et  géo- 
métrique. Nous  croyons  qu'on  peut  lui  substituer  avanta- 
geusement la  suivante,  qui  ne  suppose  connue  aucune 
des  propriétés  de  l'hyperbole  ou  de  l'hyperboloïde,  et  qui 
se  fonde  simplement  sur  la  définition  géométrique  de 
cette  courbe. 

Soit  OA  (*)  la  plus  courte  distance  entre  les  deux 
droites.  Pendant  la  rotation,  cette  droite  décrira  le  cercle 
de  gorge  dont  nous  représenterons  le  rayon  par  /'.  Con- 
sidérons la  droite  AM  dans  une  position  quelconque; 
soit  ZOX  le  plan  du  méridien  et  M  l'intersection  de  la 
droite  avec  ce  méridien;  abaissons  MP  perpendiculaire 
sur  OX,  la  droite  AM  se  projettera  sur  le  plan  de  cercle 
de  gorge,  suivant  la  droite  AP  tangente  au  cercle.  Soit 

C)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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a  l'inclinaison  constante  de  la  droite  AM  sur  le  plan 
du  cercle  dégorge;  lirons  la  droite  OC  faisant  avec  OX 
l'angle  a,  et  menons  CF,  C'F'  tangentes  au  cercle.  Joi- 
gnons ensuite  le  point  M  aux  deux  points  F  et  F'  ainsi 
obtenus.  Les  propriétés  élémentaires  des  triangles  rec- 
tangles OAP,  OCF,  MAP  donneront 

(i)  mf'  =  mp'-i-fp', 

MP  =  AP  tanga  =  y  Op'  —  /•'  tanga, 


cosa 


2  0P.r 


OF  —  —     et      FP  =^  OP  —  OF  =  OP 
cosa 

Substituons  dans  l'égalité  (i),  elle  devient 
Mf'  =  (Ôp'  —  r')  tang'a  +  OP'  -f-  -^—-  - 

COS^a  COS'/. 

ou 

-—2         OP'  ,        20P.r       /  OP  \  = 

MF   =  — —  H-  r^ =[ r]  , 

CCS'' a  cosa  \cosa  / 

et,  par  suite, 

cosa 
On  aurait  de  même 

MF'  =  —  +  r. 
cosa 

On  en  déduit 

MF'— MF  =  2/-. 

Le  lieu  des  points  M  est  donc  une  hyperbole  dont  F 
et  F'  sont  les  foyers,  et  dont  l'axe  transverse  est  égal 
à  nr. 


Ànn,  de  Mathcnial.,  2^  série,  t.  XI.  (Août  1872.)  2.3 
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NOIYELLE  DÉMONSTRATION  DE  L4  LOI  DE  RÉCIPROCITÉ 
DE  LEGE^D}1E  ; 

Par  m.  ZOLOTAREFF, 

Privatdocent  k  l'Université  de  Saint-Pétersbourg. 


Soit  p  un  nombre  premier  impair.  Étant  donnée  une 
suite  de  nombres 

(1)  I,      2,      3,...,     p—i, 

si  l'on  y  permute  d'une  manière  quelconque  les  élé- 
ments, on  aura  une  autre  disposition 

(2)  p,       {x',       fx", 

On    sait  que    toutes   les   i.2.3...(p — i)   dispositions 

possibles  se  partagent  en  deux  classes,  contenant  clia- 

I  .2.3.  .  .(p  —  i)     j-  •  .  r         T 

cune  ^ dispositions.  Les  dispositions  qui 

forment  la  première  classe  se  déduisent  de  (i)  au  moyen 
d'un  nombre  pair  de  transpositions,  et  celles  qui  forment 
la  seconde  classe  se  déduisent  de  (i)  au  moyen  d'un 
nombre  impair  de  transpositions.  Nous  dirons,  pour 
abréger,  que  le  caractère  de  la  disposition  est  égal  à 
-1-  I  ou  à  — -i,  suivant  que  cette  disposition  appartien- 
dra à  la  première  ou  à  la  seconde  classe. 

Cela  posé,  nous  allons  démontrer  la  proposition  sui- 
vante : 

Théorème  I.  — Soitk  un  nombre  entier  quelconque 
non  dwisible  par  p.  Le  caractère  de  la  suite 

3)  k,      ik,      3-i-,.  .  .,      [p  —  \)h, 

si  l'on  y  remplace  les  éléments  par  leurs  résidus  par 
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rapport  au  module  p  qui  se  trouvent  dans  la  série  (i), 

est  égal  à  {-y 

Démonstration.  —  Soit  a  l'une  des  racines  primitives 
du  nombre  p.  La  suite  des  nombres 

(4)  ''   ^'   «%••  ,  «''"S 

si  l'on  y  remplace  chaque  nombre  par  son  résidu  positif 

moindre  que  /?,  aura  les  mêmes  éléments  que  la  suite  (i). 

Posons 

k^^^ai     (mod./?), 

et  considérons  la  suite  des  nombres 

(5)  «>,     «-'+',      «/-*-%...,     a)+P-', 

à  laquelle  s'applique  aussi  la  remarque  qu'on  vient  de 
faire  par  rapport  à  la  suite  (4)- 

On  peut  évidemment  passer  de  la  disposition  (4)  à 
celle-ci  (5),  au  moyen  de  f  substitutions  cii^culaires 
d'ordre  p  —  i .  En  remarquant  que  toute  substitution  cir- 
culaire d'ordre/^ —  1  est  équivalente  k  p  —  2  transposi- 
tions, on  voit  qu'on  passe  de  la  suite  (4)  à  la  suite  (5  )  au 
moyen  de  [p  —  :i)y"transpositionS-Il  s'ensuit  qu'en  faisant 
les  mêmeslranspositionsdansla  disposition  (i)jc'est-à-dire 
en  permutant  circulairementy^  (ois  les  nombres  de  cette 
suite  congrus  à  1,  «,  rt^, .  .  . ,  rt^"^,  on  arrivera  à  la  dis- 
position (3).  En  effet,  après  ces  permutations,  chaque 
nombre  sera  remplacé  par  un  autre  égal  au  premier  mul- 
tiplié par  a-^B^k  (mod.  p),  c'est-à-dire  que  la  disposi- 
tion (i)  sera  remplacée  parla  disposition  (3).  En  remar- 
quant que/;  —  2  est  un  nombre  impair,  on  conclut  que  le 
nombre  [p  —  2)^ sera  pair  ou  impair,  suivant  que/" sera 
pair  ou  impair,  c'est-à-dire  suivant  que  A  sera  résidu  ou 
non  résidu  quadratique  de  p.  c.  q.   F.   n. 

23. 
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Laissant  de  côté  les  conséquences  qui  se  déduisent  du 
théorème  précédent,  relatives  au  caractère  quadratique 
des  nombres  —  i  et  2,  passons  à  la  loi  de  réciprocité. 

Soit  q  un  autre  nombre  premier  impair.  Concevons 
qu'on  déduise  de  la  disposition 

(6)  I,     2,     3,...,     p,     p-\-i,...,     7/3—1 

une  nouvelle  disposition 

(>,/pH-i,     \.p  +  1,    >.3/?  +  3,...,    p,     (X,+i)/7H-i, 

{ 7  /  i 

(  ()., +  i)/j -f- 2,..  .,    2/;,..., 


par  le  procédé  suivant. 

On  ajoute  aux  éléments  de  la  série  (6),  qui  sont  con- 
grus à  I  par  rapport  au  module/?,  le  nombre  ^xp^  aux  élé- 
ments congrus  à  2,  on  ajoute  ^^p  et  ainsi  de  suite.  ?.i, 
^25.  ••  sont  des  nombres  entiers  quelconques;  enfin  les 
éléments  delà  suite  (6),  qui  sont  multiples  àep,  n'é- 
prouvent aucun  changement.  Après  cela,  on  remplace  les 
éléments  de  la  suite  {^)  par  leurs  résidus  positifs  par 
rapport  au  module  pq^  moindres  que  pq.  Ce  remplace- 
ment étant  fait,  il  est  facile  de  voir  que  la  série  (7)  aura 
les  mêmes  éléments  que  la  série  (6),  mais  disposés  dans 
un  ordre  différent. 

Relativement  à  cette  disposition  on  a  : 

Théorème  II.  —  La  série  (7)  se  déduit  de  la  suite  (6) 
au  mojen  dhiii  nombre  pair  de  transpositions. 

En  effet,  ne  considérant  d'abord  que  les  nombres  de  la 
série  {7)  congrus  à  i  par  rapport  au  module/?, 

on  voit  qu'au  moyen  de  substitutions  circulaires  d'ordre 
</,  on  peut  ramener  cette  disposition  à  celle-ci 

I,    /?-f-i,     273  +  1,...,     (7  —  il/j  +  i. 
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Toute  siibslilulîon  circulaire  d'ordre  q  clanl  équiva- 
lente à  ^  —  i  Iransposilions,  c'est-à-dire  à  un  nombre  pair 
de  transpositions,  il  s'ensuit  que  le  nombre  de  toutes 
les  transpositions  relatives  aux  éléments  congrus  à  i  sera 
pair.  La  même  conclusion  aura  lieu  pour  les  éléments 
congrus  à  2,  3,...,  et  par  conséquent  le  nombre  des 
traiisposi lions  au  moyen  desquelles  on  passe  de  la  dispo- 
sition (6)  à  la  disposition  (7)  sera  pair. 

Théorème  III.  ~  Le  caractère  de  la  suite 


(8) 


27,...,        {p  —  l)q,        I,        l-r-g, 
l-h(p  —  1)7,        2,        2  +  (7,. 


qui  se  distingue  de  la  suite  (6)  par  la  disposition  de  ses 
éléments,  en  ce  quon  y  trousse  d^ abord  p  —  i  nombres 
congrus  à  o   (mod.  q),  ensuite  p  —  i  nombres  congrus 

à  i,  et  ainsi  de  suite,  est  égal  à  ( — i)   '       ^    . 

Pour  démontrer  ce  théorème,  il  faul  compter  le  nom- 
bre de  transpositions  au  moyen  desquelles  on  passe  de 
la  disposition  (8)  à  la  disposition  (6). 

Pour  cela,  dans  la  disposition  (8),  on  fait  arriver  i  à 
la  première  place  au  moyen  de  p  —  i  transpositions, 
ensuite  2  à  la  seconde  place  au  moyen  de  2  [p  —  i)  trans- 
positions, et  ainsi  de  suite,  enfin  q  —  i  à  la  [q  —  lyème 
place  au  moyen  de  [q  —  i)(/>  — 1)  Iransposilions.  Ainsi, 
en  faisant 

transpositions,  on  passe  de  la  suite  (8)  à  celle-ci 

I,     2,     3,...,     <7  — I,     <7,     27,...,     {p  —  i)q, 

14-7,       1   -h  2.q,.  .  .  . 
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Après  cela,  en  faisant  encore  f—^ {jy  —  2)  trans- 
positions, on  arrivera  à  la  disposition 

I,     2,     3,...,     7  —  1,     7,     1-^7,     2-^(7,..., 
2<7  — I,     2<7,     37,...,     {p~i)q-, 

Donc,  en  continuant  la  même  marche,  on  verra  qu'a- 
près avoir  fait 


transpositions,  on  arrivera  à  la  disposition  (6). 
Le  nombre 

7(7  —  1)  p{p—  i) 


q  —  \    p  —  I 

sera  pair  ou  impair,  suivant  que — sera    pair 

ou  impair;  par  conséquent  le  théorème  est  démontré. 

Considérons  maintenant  une  suite  de  nombres 

.  j   7'      27,...,      (/>— 1:7,     p,     p  +  q,..., 

{  P  +  {p  —  'i)q^       2/?,       ip-{-q,..., 

contenant  d'abord  p  —  i  nombres  divisibles  par  q,  en- 
suite ^  nombres  congrus  à  p  (mod.  q)^  p  nombres  con- 
grus à  "ip,  et  ainsi  de  suite,  enfin  p  nombres  congrus  à 
[q  —  \)p.  Si,  au  lieu  de  ces  nombres,  on  prend  leurs  rési- 
dus positifs  par  rapport  au  module  pq,  moindres  que  pq^ 
on  aura  tous  les  éléments  de  la  suite  (6). 

Cela  posé,  nous  allons  démontrer  que  le  caractère  de 


la  disposition  (9)  est  égal  à  (  -  j 
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En  effet,  les  nombres 

peuvent  être  représentés  comme  il  suit 

«7  =  )>,/)  +  a, 
nq  =  \p  -\~  V.2, 


ip  —  l)q  zzz  1^_|  p  +  a^_,, 

OÙ  ?^i,  ?^25  '  •  •  ■>  ^p_i  sont  des  nombres  entiers,  et  où  la  suite 
des  nombres  a,,  «a,  •  •  • ,  «^-i  est  la  même  que  la  suite 

I,     2,     3,...,     p  —  i\ 

on  y  trouve  seulement  les  éléments  dans  une  autre  dispo- 
sition. Le  caractère  de  cette  disposition,  en  vertu  du  théo- 
rème I,  est  égal  à  (  -  J  ' 

Désignons  par  u  le  nombre  des  transpositions  par  les- 
quelles on  passe  de  la  disposition 

q,     2<7,...,     {p  —  \)q 
à  celle-ci 

f*i/>  H-  I ,      uj/^  +  2, .  •  • ,      Y-p-\P  -^  P  —  ^> 

où  fXi  =  ^,-,  si  a,-  =  i,  où  U2  =  ^'iî  si  a'i=  2,....  Il  résulte 
de  ce  qui  précède  que  a  sera  un  nombre  pair  ou  impair, 

suivant  que  (  -  j  =  i  ou  que  f  -  j  =  —  i . 

En  faisant  de  nouveau  les  mêmes  transpositions  dans 
la  suite 

p-^q,     /7H-27,...,      p  +  {p—\)qy 

nous  arriverons  à  la  suite 

(fx, -i-l  );?-:- I,      (p,  ^  i)^  + 2,.  ..,      {^p_,-h\)p-\-p  —  \. 
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Le  même  chose  s'applique  à  la  disposilion 

et  aux  autres  suites. 

Nous  avons  donc  à  faire  aq  transpositions  pour  passer  à 
la  disposition  (7),  qui  nous  ramènera  à  la  disposilion  (6) 
au  moyen  d'un  nombre  pair  de  transpositions  (th.  II). 
Il  en  résulte  que  le  caractère  de  la  suite  (9)  dépend  de 

la  parité  du  nombre  a.  Il  est  donc  égal  à  (  -  )  • 

On  peut  trouver  une  autre  expression  pour  le  carac- 
tère de  la  suite  (9).  Soient 


(10) 

La  série  de  nombres 

*• î 

contient  les  mêmes  éléments  que  la  série 

1,     2,     3,. .  .,     «7  —  1, 

mais  dans  un  ordre  différent. 

D'après  ce  qui  précède,  on  voit  que  le  caractère  de  cet 

ordre  est  égal  à  (  -  )•  Remarquons  que,  sans  changer  le 

caractère  delà  suite,  il  est  permis  de  faire  des  transposi- 
tions entre  ses  éléments,  pourvu  que  le  nombre  de  ces 
transpositions  soit  pair.  Ainsi  on  peut  faire  des  substi- 
tutions circulaires  d'ordre  ^,  puisque  ces  substitutions 
sont  équivalentes  kq  —  i  transpositions. 

D'après  cela,  en  considérant  d'abord  les  nombres  de  la 
suite  (9)   congrus  à  p  par  rapport  au  module  q,  et  en 
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remplaçant  p  par    son   expression   (lo),  on    voit  qu'ils 
peuvent  être  rangés,  au  moyen  de  quelques  substitutions 
circulaires,  comme  il  suit  : 

sans  changer  le  caractère  de  la  suite  (9).  De  même  les 
nombres  congrus  à  1  p  peuvent  être  écrits  ainsi 

p2,       P2+75       ^2  +  27,     ..,       ^^+{p  —  l)q. 

De  sorte  qu'au  lieu  de  la  disposition  (9),  on  peut  consi- 
dérer la  disposition 

j   q,   27,...,   {p—\)q,    p,,    p,  4-7,...,    [i, -t-(/^  — 0?' 

Afin  de  déterminer  le  caractère  de  cette  dernière  suite, 
permutons  les  nombres 

en   laissant  les  autres  à  leurs  places.  Supposons  qu'au 
moyen  de  0  transpositions,  cette  disposition  devienne 

1 ,     2     3, . .  . ,     q  —  i. 

En  faisant  les  transpositions  correspondantes  entre  les 
nombres 

p.    +    7,  p.    -4-7,...,  Py-,    +    7^ 

nous  arriverons  à  la  disposition 

1+7,     2  +  7,. .  . .     9  —  1  +  7' 

et  ainsi  de  suite.  En  sorte  que,  après  les  dp  transposi- 
tions, on  aura,  au  lieu  de  la  suite  (i  i),  celle-ci 

q,    iq,...,    {p~l)q,    I-^7>    2  +  7,...,    1+27,    2  +  27,.   .. 


(  362  ) 
Nous  avons  vu  plus  haut  que  le  caractère  de  cette  série 

est  égal  à  (—1)    "    '  ^     (th.  III). 

En  remarquant  que  d  est  pair  ou  impair,  suivant  que 

(  -  1  =  I  ou  que  (  -  1  =  —  I,  on  en  conclura  que  le  ca- 
ractère de  la  série  (11)  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de 

fp\  p^qs:2. 

la  série  (9)  est  égal  à  ( -)  ( — i)  '  ^  .  Or  on  a  dé- 
montré plus  haut  que  le  caractère  de  la  même  série  est 
on  aura  donc 


égal  à  (i)-, 


œ-(f)^-^ 


/)  -  I  <7  - 1 


Sl'RFACES  DE  UEYOLIJTION  DU  SECOND  DEGRE; 

Par  m.    Georges  DOSTOR. 


1.  Conditions  nécessaires  pour  quune  surface  du  se- 
cond degré  soit  de  révolution^  —  Supposons  que  l'équa- 
tion générale 

(  /(■^,  J,  2)  =  Ax=+  Ay-  AV 
(l)        ]  4-2Bjr;4-2B'2J7-4- 2B".rj 

(  -H  2C.r  -+-  aC'j  +  ^^"z  +  D  =  o 

représente  une  surface  de  révolution. 

Admettons  d'abord  que  les  coefficients  B,  B',  B"  des 
rectangles  des  trois  variables  soient  tous  différents  de 
zéro. 

Tous  les  plans  conduits  par  l'axe  de  révolution  sont 
des  plans  principaux,  de  sorte  que,  si  a,  |3,  y  désignent 
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les  cosinus  des  angles  de  direction  d'une  droite  quel- 
conque perpendiculaire  à  l'axe,  l'équation 

ou  celle  développée 

^^^    i        -i-(B'a  +  Bp -i-A"7)z  +  Ca4-C'p  +  C"7=:0 

représentera  le  plan  méridien  perpendiculaire  à  cette 
droite. 

La  perpendicularité  de  la  droite  (a,  (3,  y)  et  du  plan  (2) 
est  d'ailleurs  exprimée  par  l'égalité  de  rapports 

Aa  +  B"|3-f-  B'v  _  B"a  +  A'p-i-B7  _  B^a  -I-  Bp  +  A^^7  _ 
-  -  -  p  -  .^  -^' 

S  désignant  la  valeur  commune  de  ces  rapports. 
Ces  équations,  qui  reviennent  à 

(A  —  ^)  a  -f-  B"p  -t-  B'7  =  o, 
B"a  +  (A'— ^)P  -f  B7  =0, 
B'aH-Bp  +  (A"—  5)7  =0, 

peuvent  se  transformer.  Pour  cela;,  multiplions  la  pre- 
mière par  B,  la  seconde  par  B',  la  troisième  par  B",  et 
ajoutons  aux  deux  membres  des  égalités  résultantes  les 
quantités  respectives  B'B"a,  B"B{3,  BB'y,  nous  trou- 
vons ainsi  les  relations 

B'B"a4-  B"Bp4-  BB'7 

=  [(^—  A)B  +B'B"]a 
=  [(^  — A')B'  +  B"B]p 
=:[(^  — A")B"-i-BB']7. 

Cela  obtenu,  nous  ferons  observer  que  toute  droite 
perpendiculaire  à  l'axe  est  normale  à  l'un  des  plans  mé- 
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ridiens,  lesquels  existent  eu  nombre  infini;  par  consé- 
quent, les  relations  précédenles  doivent  exister  pour  une 
infinité  de  valeurs  de  a,  /3,  y.  Il  faudra  donc  que  Ton  ail 
séparément 

f  B'B"a4-B"BS-f-BB'7  =  o, 

'       i(f  — A)B  +  B'B"=(^  — A')B'  +  B"B=r(.v-A")B"+BB'=o, 

d  où  l'on  tire 

il)  .-A-?^-A'-^-A"-^. 

li)  ^-A  B     -A  B'    "  B" 

Telles  sont  les  condilions  nécessaires  pour  que  l'équa- 
tion (i)  du  second  degré  représente  une  surface  de  révo- 
lution. 

2.  Autre  expression  de  ces  conditions.  —  Posons 

(4)  s -i- 25  =  A-T-A'-f- A". 

Si  nous  ajoutons  les  deux  dernières  valeurs  (I)  de  s, 

nous  avons 

B"B        BE' 
2.  =  A+A   --j^--^, 

qui,  étant  retranché  de  (4),  donne 

B"B        BB' 

S  =  ^-^-F-+   B^- 

Les  conditions  (I)  peuvent  donc  aussi  se  mettre  sous 
la  forme 


B"B        BB'  ,       BB'        B'B" 

S  =  A  +  -— -  -;-  — -  =  A' 


B'  B"  B"  B 

^         '  ,       B'B"        B"B 

^+-B----B- 

dont  l'emploi  se  présentera  plus  loin  au  n°  6. 
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3.  Les  conditions  (I)  sont  sujfisanfes.  —  En  d'autres 
termes,  si  elles  sont  remplies,  on  pourra  trouver  une 
droite  telle  que  chacun  de  ses  points  [xi^jx^  Zi)  soit  le 
centre  d'une  sphère  dont  les  intersections  avec  la  sur- 
face (i)  soient  situées  dans  deux  plans  parallèles,  et  si 

est  l'équation  d'une  de  ces  sphères,  l'équatioji  des  deux 
plans  parallèles  d'intersection  sera 

[  A.r'-i-  A'j^+  A'V4-  2Bjz  +  iWzx  -h  2B"xj- 
(5)    !       -h  f^Cx  +  iCy  ^iC'z  -}-  D 

(        _  s[{x-x,Y-^[y-j,Y  +  [z  -  z,Y-  R=]==  G. 

En  effet,  la  surface  que  représente  l'équation  (5)  se 
réduira  à  deux  plans  parallèles,  si  elle  admet  une  infi- 
nité de  centres  situés  dans  un  même  plan,  c'est-à-dire  si 
les  trois  équations 


kx  ^  Wy  H-  B'  3  +  C  —  J  (.r  — 

•r,; 

)  =  o^ 

B".T  +  A'j  -t-  B  3  H-  c  —  ^(r  — 

J.) 

=  o. 

B'.r  4-  B j  +  K"z  -\-C'—  s[z  — 

^.) 

=  o 

qui  déterminent  les  coordonnées  du  centre,  se  réduisent 
à  une  seule.  Or,  si  nous  remplaçons  dans  ces  équations 

A  A/  A//  1  1  B'B"     ^"^    ^^' 

A  —  5,  A  —  s,  A  —  s  par  leurs  valeurs  ?  ~ï77~'  ~znr 

B  xS  1> 

tirées  des  relations  (I),  elles  deviennent 

B'B" 

X  -\-  B"j  +  B'z  H-  j-^,  4-  C  =  o, 

B"B 
^"x-\-  -—y  -t-Bz  +  j/,  +  C'=o, 
a 

BB' 
B'.r  -h  B/  +  -— -  z  -h  J2,  -+-  0"=  o, 
B 
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ou  bien 

B'B'.r4-B"Bj  -r-BB'z+  B  (*.r,  h-  C)=:o, 
B'  B"x  ^  B"Bj  +  BB'z  +  B'  [sy,  +  C)  =  o, 
B'B".r  +  B"Br  4-  BB'z  +B"(^s,  +  G")=  o; 

et  celles-ci  seiout  identiques,  si  l'on  a 

B(^^.  -h  C)=B'{sy,  -h  C')  =  B"(^3,  +  C"), 

c'est-à-dire  si  le  centre  (j?i,  j^i,  Zi)  de  la  splière  d'inter- 
section appartient  à  la  droite 

(III)         B{sx  -h  C)  =^B' [sj-  -^  C)  =  B"{sz  -^  C"). 

Donc,  si  les  cojiditions  ^I)  so/il  remplies,  V équation  (i) 
représentera  une  surface  de  révolution  autour  de  la 
droite  (III). 

4?.  Équation  de  V axe  de  révolution.  —  Les  équa- 
lions  f  III)  sont  celles  de  l'axe  de  révolution.  On  peut 
leur  donner  une  autre  forme.  Meltons-y,  en  effet,  à  la 
place  de  5,  les  trois  valeurs  respectives  (I),  elles  devien- 
dront 


(IV) 


(AB  —  B'B")^  +  BC  =(A'B'  — B"B)j  —  B'C 
=  (A"B"— BB')s  4-B"G". 


Si  nous  ajoutons  à  tous  les  membres  de  ces  égalités  la 
même  quantité  B'B^a: -h  B'^Bj -j- BB'^,  elles  pourront 
s'écrire 

B(Aa:-f-B"7  +  B'z  +  C)  =  B'(B"jr  +  A'j+  Bz  —  C) 

=  B"(B'^4-  Bj-hA"2-f-C"), 
ou  bien 

(V)  B/j  =  B'/;  =  B"f[  . 

Telle  est  la  Jorme  implicite  des  équations  de  l 'axe 
dans  les  surfaces  de  révolution  du  second  degré. 
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5.  Equation  du  plan  rie  l^éqiiateur.  —  Soient  ).,  ^,  v 
les  cosinus  des  angles  d'inclinaison  de  l'axe  de  révolu- 
tion sur  les  axes  de  coordonnées  5  le  plan  principal  per- 
pendiculaire à  l'axe  sera  représenté  par 

Or,  en  vertu  de  (III),  ces  cosinus  sont  proportionnels 
aux  inverses  -?  —•,  — , ;  par  conséquent,  1  équation  du 
plan  de  l'équateur  sera 

6.  Equation  développée  du  plan  de  Véquateur,  — 
Remplaçons  dans  (VI)  les  dérivées  par  leurs  développe- 
ments, et  ordonnons  par  rapport  à  x^  y^  z\  nous  aurons 

X  f  ^         B"B         BB'\         y  (    ,        BB'         B'B' 

^    A  H-  —-  -f-  --r     -h  ^,     A'  -r  — -  + 


E  V  B'  B"  y    '    B'  \  B"  B 

„       B'B"        B"B\        /C        a        C"\ 

A"+  -^  +  ^T7-  M-  U;  +  .-T7  -i-  ;^     =0, 


B"  V        ■       B  B'   /        \B        B'        B" 

et,  par  suite  des  relations  (II) , 

Telle  est  l'équation  du  plan  équatorial.   Elle  peut 
encore  se  mettre  sous  la  forme 

,v„.)    5f+i;+ii±ii^5i±^.=„, 

qui  présente  une  certaine  analogie  avec  les  équations  (III) 
de  l'axe  de  révolution. 

7.   Équation  générale    des  plans  méridiens.  —  Ces 
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plans,  passant  par  l'axe,  sont  représentés  par  l'équation 

(IX)  B/,  4-  m  B'/;.  -  (1  4-  /70  B"/^  =  o, 
ou  encore  par 

(X)  B  [sx-hC)-ï-t7iB'{sy-hC')  —  (i  -h  m)B"  {sz-{-C")  =  o. 

8.  Séparaiion  des  surfaces  de  révolution  du  second 
degré.  —  La  sut  face  de  révolution  que  représente  l'équa- 
tion (i)  sera  un  ellipsoïde  ou  un  hyperboloïde,  un  parabo- 
loïde  ou  un  cylindre,  suivant  qu'elle  admettra  un  seul  plan 
équatorial  situé  à  une  distance  finie,  un  seul  plan  équa- 
torial  rejeté  à  l'infini,  ou  une  infinité  de  plans  équato- 
riaux  parallèles.  Donc 

Lorsque  la  su? face  du  second  degré  (i)  est  de  révo- 
lution^ son  équation  représentera 

1°   Un  ellipsoïde  ou  un  hyperboloïde,  si  les  quantités 

égales 

B"B        BB'  ,        BB'         B'B'' 

„       B'B"        B"B 

sont  différentes  de  zéro  ; 

2°   Un  paraholoïde,    si    ces    mêmes  quantités   sont 

.      7        .        .  y  I  .    ,  C         C         C" 

égales  a  zéro,  pendant  que   La  quantité  5  +  ^  +  "^ 

est  différente  de  zéro  ; 

ce       C" 
3°   Un  cylindre,  si  les  quantités  S  et   ^  ~^~  ^  "t~  ^ 

sont  toutes  égales  à  zéro. 

PREMIER    CAS    PARTICULIER. 

Vun  des  trois  coefficients  B,  B',  B"  est  nul. 

9.  Supposons  que  l'un  des  trois  rectangles  des  varia- 
bles manque  dans  l'équation  de  la  surface,  celui  de  yz 
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par  exemple,  de  sorte  que  B  =  o.  Les  trois  équations  en 
5,  a,  (3,  y  du  n°  1  se  réduisent  à 

(A  — ^)a-f-B"p  +  B'7  =  o, 
B"a+(A'— ^)P  =  o, 

B'a  +  (A"— ^)7  =  o. 

Eliminons  a  entre  la  première  de  ces  équations  et  cha- 
cune des  deux  autres*,  nous  obtenons  les  égalités 

[B"'— (A  — ^)(A'  — 5)]p  +  B'B"7  =  o, 
[B'2— (A"— ^)  (A  — ^)]7  +  B'B"p=o, 

qui,  devant  avoir  lieu  pour  une  infinité  de   valeurs  de 
[3  et  y,  exigent  que  l'on  ait  à  la  fois 

(6)  B"^— (A— .v)[A'— ^)  =  o,B''— (A"— .v)(A— j)  =  o,  B'B"i=:  o. 

La  dernière  condition  n'est  satisfaite  que  si  l'un  des 
deux  autres  coefficients  B',  B"  est  nul.  Donc 

Pour  qu  une  équation  du  second  degré,  qui  ne  con- 
tient pas  à  la  fois  les  trois  rectangles  des  variables , 
représente  une  surface  de  révolution^  il  faut  que  deux 
de  ces  rectangles  manquent  dans  V équation, 

10.  Admettons  que  B'  soit  nul  en  même  temps  que  B. 
Les  deux  premières  des  relations  de  condition  (6)  seront 

B"^  =  (A  — ^)(A'  — i),      [k"  —  s){k~s)=o. 

La  première  de  ces  égalités  exige  que  s  soit  différent 
de  k,  de  sorte  que  la  seconde  ne  saurait  être  satisfaite  que 
par  s  =  A".  On  a  ainsi 

(XI)     B"^=(A  -A")(A'-A")  =  (A^-A')(A"— A'). 

Donc,  pour  quune  équation  du  second  degré,  qui 
ne  contient  que  Vun  des  rectangles  des  variables,  re- 

Ann.  de  Mathémal.,  a*  série,  t.  XI.  (Août  1872.)  2^ 
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présente  une  surface  de  révolution,  iljaut  que  le  demi- 
coefficient  de  ce  rectangle  soit  moyen  proportionnel 
entre  les  deux  excès  du  coefficient  qui  affecte  le  carré 
de  la  variable  absente  dans  ce  rectangle,  sur  les  co- 
efficients des  carrés  des  deux  autres  variables. 

11.  Ces  conditions  sont  suffisantes,  c'est-à-dire  que 
l'équalioii  (i)  représentera  une  surface  de  révolution,  si 
l'on  a 

(7)  B  =  o,     W^^o,     B"'  =  (A"— A)(A"  — A'). 

Dans  ce  cas,  les  équations  du  n°  3,  qui  déterminent  le 
centre  de  la  surface  (5)  passant  par  l'intersection  de  la 
surface  du  second  degré  (i)  et  de  notre  splière,  seront 

(  A  —  A"  )  X  -■-  Wj  -f-  k."x,  -;-  C  =  G, 

B".r  -i-  (A'  —k")Y  +  A'V,  +C'  =  o, 

A"2, -;-C"=o. 

Les  deux  premières  peuvent  être  remplacées  par 

B"(A  — A'>  ^-B"^r  ~  W{A."x,  -^C  )  =  o, 

B"(A  —  A").r  ~1-  (A  -  A")  A'—  A")  j-l-(A— A")(A"j,  -;-  C")  =  o. 

On  voit  par  (XI)  que  ces  trois  équations  seront  identi- 
quement satisfaites  et  se  réduiront  à  une  seule,  si  l'on  a 

A"2,  +  C"  =  o,     B"(A"x,  +  C)  =  fA  — A")(A"7,  4-C'), 

cest-à-dire  si  le  centre  de  la  sphère  d'intersection  appar- 
tient à  la  droite 

(XII)  -_^^^_-^„— ,      A3-^C_o. 

Donc  V équation  (i)  représente  une  surface  de  révo- 
lution autour  de  la  droite  (XII). 
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Eu  vertu  de  la  relation  (XI),  les  équations  de  Vaxe 
(le  révolution  seront 


suivant  que  B"  sera  positif  ou  négatif.  Cet  axe  est  paral- 
lèle au  plan  des  xj. 

12,  Nature  de  la  surface  de  réi>olution.  ■ —  Les  coor- 
données a,  è,  c  du  centre  de  la  surface  seront  fournies 
par  le  système  des  équations 

Ax  +  B"j-  -j-  C  =  o, 

B"jc  + A'/  +  C'=i:o, 

A"z  +  C"=  G, 

qui  donnent,  eu  égard  à  (XI), 

^VTXA        _      B"C'  — A'C        ,  B"C  — AC  C" 

(XIV)   «-X^A+A'-A'O'  A'^A-|-A'-A")''=~A""- 

Ces  valeurs  sont  finies,  tant  ciue  A''  est  différent  de 
A  -t-  A'5  dans  ce  cas,  la  surface  est  un  ellipsoïde,  un  In- 
perboloïde  ou  un  cône  de  révolution,  et  Véquation  du 
plan  équatorial,  parallèle  à  l'axe  des  z,  est 


/VT7>       r. TT,    '        m 77'       Gv'A  — A"dzC'v/A'— A" 

(  XV  )  .r  v'A-  a"  zziy  \J A' -  A   -!-     ^      ^-f-A^-A^^ ="  °- 

Si  l'on  a  A  +  A'=  k\  ce  qui  donne  B"'  =  A  A',  la 
surface  sera  toujours  un  paraholoïde  de  révolution. 
Si  l'on  a  en  même  temps 

A  +  A'z=  A",     C  v'Â'  +  C  v'Â  =  o, 

la  surface  sera  un  cylindre  de  révolution. 

Nous  n'avons   pas   examiné  le   cas  où,  avec  B  =  o, 
B'=o,  B"^=(A- A")(A'— A''),  on  aurait  en  même 

24. 
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temps  K"  :=  o-,  car,  dans  ce  cas,  l'équation  de  la  surface 
se  réduirait  à 

[œ  \[k  d=  j  v'X')'  +  -xQx  +  aC'j  +  2C"z  ^   D  =  o, 

et  représenterait  un  cylindre  parabolique. 

DEUXIÈME    CAS    PARTICULIER. 

Les  trois  coejjicienls  B,  B',  B"  sont  nuls. 

13.   L'équation  de  la  surface  sera 

(8)     A.r=  +  A'j-+  A"z2+  2Cx  -\-  aC'r  H-  aCz  +  D  =  o, 

et  ne  pourra  exprimer  une  surface  de  révolution  que  si 
deux  des  trois  coefficients  A,  A',  A"  sont  égaux.  Suppo- 
sons A  =  A'.  L'équation  (8)  pourra  s'écrire 

^{Ax  -f-  Cy  -  ^(  Aj  -n  C')=4-  p  {A"z-i-  C'Y 

Elle  représentera  toujours  une  surface  de  révolution. 

i''  Pour  A"^  o,  cette  surface  sera  un  ellipsoïde  léely 
un  point  ou  un  ellipsoïde  imaginaire,  suivant  que  le 
terme  D,  indépendant  des  variables,  sera  inférieur,  égal 

ou  supérieur  h. h  — r* 

*■  A  A' 

2°  Pour  A''<^o,    elle  sera   un  hjpeiboloïde  à  une 

nappe,  un  cône  ou  un  hjperholoïde  à   deux  nappes, 

suivant  que  D  est  inférieur,  égal  ou  supérieur  à 


A  A" 
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3°  Si  A"  est  nul  et  C"  diilèrent  de  zéro,  la  surface  de 
révolution  est  un  paraboloïde. 

4°  Enfin,  pour  A"=o,  C"=o,  elle  est  un  cylindre 
réelj  une  droite  ou   un    cjlindie   imaginaire ,  suivant 

C-  -r-  C' 

que  D  sera  inférieur,  égal  ou  supérieur  à  • ~ 


CONCOIRS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  NORMALE  SIPÉRIELRE. 


Composition  de  Mathématiques . 

Par  un  point  fixe  A,  pris  sur  une  surface  du  second 
degré  donnée,,  on  mène  tous  les  plans  qui  coupent  la  sur- 
face suivant  des  courbes  dont  l'un  des  sommets  est  en  A  : 

\°  Trouver  le  lieu  de  celui  des  axes  de  la  section  qui 
passe  par  le  point  A  ; 

2°  Trouver  le  lieu  du  point  où  le  diamètre  conjugué 
du  plan  sécant,  relativement  à  la  surface  donnée,  ren- 
contre le  plan  tangent  à  cette  surface  au  point  A  5 

3°  Construire  ce  dernier  lieu  dans  le  cas  où  le  plan 
tangent  en  A  coupe  la  surface  donnée  suivant  deux 
droites  rectangulaires. 

Composition  de  Physique. 

I. 

1°  Pourquoi  prend-on  la  densité  des  gaz  par  rapport 
à  l'air,  tandis  qu  ou  prend  celles  des  autres  corps  par 
rapport  à  l'eau? 

2°  Dans  ses  expériences  sur  la  densité  des  gaz,  M.  Re- 
gnault  se  servait  d'un  ballon  qui  pouvait  contenir 
12^'",  778  d'air  sec  à  zéro,  sous  la  pression  de  760  milli- 
mètres. Etant  ouvert  dans  l'air,  ce  ballon  pesait 
1258^'', 55;    rempli    d'eau    à    zéro   et    fermé,    il    pesait 
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iii26°'",o5.  Les  deux  pesées  ont  été  faites  dans  une 
chambre  où  la  température  était  de  6  degrés  et  la  pres- 
sion de  ^58  millimètres.  On  demande  de  calculer  d'après 
ces  données  le  poids  du  litre  d'air.  (On  prendra  le  coef- 
ficient de  dilatation  de  Tair  égal  à  —^  et  la  densité  de 
l'eau  à  zéro  égale  à  0,99988  :  ou  ne  tiendra  pas  compte 
de  l'humidité  de  l'air  de  la  chambre.) 

II. 

1°  On  suspend  horizontalement  au  fil  métallique  d'une 
balance  de  torsion  un  barreau  d'acier  trempé,  non  ai- 
manté, et  on  le  fait  osciller  5  on  trouve  que  la  durée  de 
son  oscillation  est  t. 

2^  On  aimante  ensuite  ce  barreau  et  on  le  remet  en 
place.  Supposons  qu'avant  son  aimantation  il  ait  été  en 
équilibre  dans  le  méridien  magnétique,  il  y  restera  en- 
core après.  Si  alors  on  veut  l'en  écarter  de  3o  degrés, 
on  trouve  qu'il  faut  tourner  le  micromètre  de  120  de- 
grés. 

S''  Enfin  on  remplace  le  fil  métallique  par  un  fais- 
ceau de  fil  sans  torsion,  et  l'on  fait  de  nouveau  osciller  le 
barreau  :  on  trouve  que  la  durée  de  son  oscillation 
est  t'. 

Quel  rapport  y  a-t-il  entre  t!  ett? 

COXCOIRS  GÉNÉRAL  DE  1872. 


MATHÉMATIQUES    SPÉCIALES.   ' 

Mathématiques .  —  Etant  donné  un  prisme  triangu- 
laire droite  ou  le  coupe  par  des  plans  rencontrant  les 
trois  arêtes,  de  telle  manière  que  les  volumes  des  troncs 
de    prisme   obtenus    soient    dans    un    rapport  donné    : 
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1°  trouver  la  surface  engendrée  par  le  centre  de  gravité 
de  l'un  des  troncs  de  prisme,  quand  le  plan  sécant  se  dé- 
place sans  cesser  de  rencontrer  les  trois  arêtes  -,  2°  trouver 
les  courbes  qui  forment  les  contours  de  cette  surface. 

On  examinera  en  particulier  le  cas  où  le  prisme  donné 
a  pour  bases  des  triangles  équilatéraux. 

Physique.  —  Lois  expérimentales  des  phénomènes  ca- 
pillaires. 

MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES . 

Mathématiques.  —  Un  ballon  a  été  observé  en  même 
temps  de  trois  stations  situées  dans  un  plan  horizontal 
et  qui  sont  les  sommets  d'un  triangle  dont  les  côtés  ont 
des  longueurs  données.  On  a  mesuré  les  angles  formés 
avec  le  plan  horizontal  par  les  rayons  visuels  dirigés 
vers  le  ballon.  On  demande  la  hauteur  du  ballon  au- 
dessus  du  plan  des  stations.  Examiner  le  cas  où  les  sta- 
tions sont  les  sommets  d'un  triangle  équilatéral  (*). 

Physique.  —  Mélange  des  gaz  et  des  vapeurs.  —  Lu- 
nette astronomique. 

CONCOIRS  DES  DÉPARTEMENTS  (1872). 


Concours  académique  de  Bordeaux. 

Mathématiques  élémentaires.  —  Dans  un  triangle 
ABC,  dont  l'angle  A  est  connu,  ainsi  que  la  direction 
des  droites  AD,  AE,  qui  divisent  cet  angle  en  trois  par- 
lies  égales,  on  donne,  de  plus,  les  segments  extrèmesBD, 
CE,  que  ces  droites  déterminent  sur  la  base  BC.  Calculer, 

(*)  Un  problème  tout  à  fait  analogue  a  été  traité  par  M.  Desboves, 
dans  ses  Questions  de  Trigonomctrie.  Le  ballon  était  remplacé  par  le 
sommet  d'une  tour  {voir  l'ouvrage  cité,  p.  2C3,  probi.  i5). 
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d'après  ces  données,  les  éléments  du  triangle,  et  construire 
ce  triangle  géométriquement.  On  examinera  en  particu- 
lier le  cas  où  l'angle  A  est  droit. 

Nota.  —  M.  Niewenglowski,  professeur  au  Lycée  de 
Mont- de-Marsan,  qui  a  bien  voulu  nous  communiquer 
cet  énoncé,  en  donne  une  solution  très-simple,  fondée  sur 
les  propriétés  des  rapports  anharmoniques. 

Concours  académique  de  Caen. 

Mathématiques  élémentaires,  —  On  donne  un  cercle 
et  deux  tangentes;  on  demande  d'en  mener  une  troisième 
dont  la  partie  interceptée  entre  les  deux  autres  ait  une 
longueur  donnée. 

Nota.  —  M.  Taratle,  professeur  au  Lycée  d'Evreux, 
qui  a  bien  voulu  nous  communiquer  cet  énoncé,  en 
donne  une  solution  accompagnée  d'une  discussion  dé- 
taillée. On  peut  d'ailleurs  remarquer  que  ce  problème  se 
ramène  immédiatement  au  sui^ant  :  Construire  un 
triangle  ABC,  connaissant  la  hase  AB^  r angle  opposé  C 
et  la  somme  des  deux  derniers  côtés  AC,  BC,  dont  la 
solution  n'offre  pas  de  difficulté. 


RECTIFICVriO^ 

relative  à  la  Kole  insérée  an  tome  X  (2''  série),  année  1871,  p.  i81^ 

Par  m.  L.   PAIINVIN. 


1.  Dans  la  première  partie  de  la  proposition  énoncée 
à  la  page  481  du  tome  X  (2^  série),  année  1871,  j'ai  dit 
que  la  surface  engendrée  était  de  l'ordre  4'";  eii  réalité, 
elle  n'est  que  de  l'ordre  im.  Les  formules  écrites  à  la 
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page  483  donnent  X  et  f;.  comme  des  fonctions  du  second 
degré  en  x,j,  z\  et,  s'il  en  était  ainsi,  il  serait  parfaite- 
ment exact  de  conclure  que  la  surface  engendrée  est  de 
l'ordre  ^m\  mais,  lorsqu'on  fait  le  calcul  d'une  manière 
plus  complète,  on  constate  que  les  seconds  n\embres  se 
réduisent  à  des  fonctions  du  premier  degré,  ei  la  surface 
engendrée  n'est  plus  alors  que  de  l'ordre  im. 

Je  vais  donc  donner  la  résolution  explicite  des  équa- 
tions qui  établissent  la  correspondance  entre  les  points 
des  deux  surfaces. 

2.   Voici  l'énoncé  : 

Soient  doTinés  trois  points Jixes  A,  B,  C  e?  wie  surface 
fixe  2  du  m'^'""  ordre  j  on  intagine  un  point  î\l  se  dépla- 
çant sur  la  surface  2  5  puis,  avec  trois  autres  points 
fixes  A',  B',  C,  donnés  dans  Vespace,  on  construit  une 
pyramide  A'B'C'S  telle  quon  ait  toujours,  quelle  que 
soit  la  position  du  point  M  sur  la  suijdce  E, 

SA'  =  M  A ,     SB'  =  MB,     SC  -   MC  ; 

le  point  S  décrira  une  surface  (S)  d'' ordre  ini  en 
général. 

Nous  prendrons  pour  plan  des  x,  y  le  plan  des  trois 
points  A,  B,  C  ;  soient  alors 

a,    p,   o;      a,,    [3,,   o;      a,,    pj,   o 

les  coordonnées  respectives  des  points  A,  B,  C  j  puis 

a,   b,   c;     c?,,   Z»,,   f,;      «,,   bi,  c. 

celles  des  points  A',  B',  C'5  désignons  enfin  par  1,  ^,  v 
les  coordonnées  du  point  M,  et  par  x^y,  z  celles  du  point 
correspondant  S.  D'après  l'énoncé,  les  équations  qui 
établissent  la  correspondance  des  deux  points  M  et  S 
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seront 


(X-a)'^(p-p)=-i-v2=(a:-a)»+(j-è)'-i-(3-c)', 

Il  s'agit  de  résoudre  les  trois  équations  (i)  par  rapport 
à  >.,  p.,  V. 

Dans  ce  but,  nous  poserons 


puis 

(3) 

où 


p  =  a'  -t-  P%       R  =  a'  -4-  é'  +  c», 
p,  =  aî  +  PJ,      R,  =  «i  +  è?  +  cî, 


A    =: 


a       p       7 

c-i     p,     7, 

«2        P^        72 

7i  =  7*=i; 


la  signification  géométrique  des  quantités  p,. . .,  R,. 
est  visible. 

Ceci  admis,  les  équations  (i)  peuvent  s'écrire 


(4) 


>*  H-  p.'  -r-  v'  —  2aX  —  2p^a 

=  x*  +  j^  -f-  z'  —  ^{ax  -^  bj  -+-  cz)  -f-  R  —  p, 

X=  H-  a=  -f-  v'  —  2aiÀ  —  2^1  fi 

=  ^=-i-  j=  -;-z2—  2(<7,x-h  è,jH-c,3)  -f-R,  —  p,, 

X^  -r-  fA^  -i-  v^  —  2  ajX  —  2  P2P■ 
=  j:^  -t- j  '  H-  z^  —  Q.{a2X  -r-  biX  -\-  Cjz)  H-  R^ —  pi. 

Multiplions  ces  équations  respectivement   par  -r^  -j-'> 

dl^     du      di 

df   d^,'   dp,'  "  ^"'  ^'  ^'  d^,' 


dl  .  dA      d\       c?A  ^  c?A      ^A       </l 

—  :  puis  par  —,  —,  — ;  enfin  par  —,  —,  ^,    et 


(379) 
ajoutons.  On  obtient  alors  les  trois  équations 

L  p  —  R 


«2 -î^  +  ^2/   -h  ^2  2  -f-    ■  p2 


a       p        I 

«>      P,       I 

= 

a.,      P2      I 

(5)  \ 


a 

P 

I 

«1 

p. 

I 

= 

«2 

h 

I 

rj  a  X  -r-  bj    -h  CZ   -h   - 

a,      a,.r.-r- èijH- c,z 


R 


2 

P,  — R> 


,  P2- 


V.2     a^x+b^y -^CiZ-î: 

|a       p        I 
[V  +  p.=  +v^-(x'H-j=H-zî)]  la,      p,       I 

I  a-.      P2      I 
P       a.T  -;-  èj  -r  C3  -f- 


R2 


p-R 


«,      p,      «|.r-|-Z>j  -f-c, 

aj        P2        <7j-7?  4-  ^jJ-f-CjZ + 


.  P'  — ^' 

2 

p.— R2 


Les  équations  (5)  résolvent  complètement  la  question; 
on  voit  que  X  et  p  sont  des  fonctions  linéaires  de  x^j\f  z, 
et  que  v^  est  une  fonction  du  second  degré  en  x,  y,  Z] 
par  conséquent,  si  la  surface  directrice  (2) 

F(^,  fx,  v)  =^0 

est  de  l'ordre  ui,  la  surface  engendrée  (S)  sera  de  Tor- 
dre 2  m. 

Je  n'entrerai,  pour  le  moment,  dans  aucun  détail  sur 
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les  conséquences  multiples  qu'on  peut  tirer  de  ce  mode 
de  transformation,  qui  comprend  d'ailleurs,  comme  cas 
particulier,  la  transformation  de  Jacobi. 

CORRESPO^DAXCE. 


Extrait  d'une  Lettre  de  M.  Ch.  Ruclionnet ,  de  Lau- 
sanne. —  «  Dans  le  numéro  de  mai  des  Nouvelles 
Annales  a  paru  un  article  où  M.  Ph.  Gilbert  conteste 
l'exactitude  de  l'expression  que  j'ai  donnée  dans  votre 
cahier  d'octobre  1870,  de  la  distance  de  la  courbe  à  la 
spbère  osculatrice  dans  le  voisinage  du  point  de  contact. 
M.  Gilbert  pense  qu'il  doit  y  avoir  quelque  défaut  dans 
le  raisonnement  qui  m'a  conduit  à  cette  expression, 
parce  que,  de  certaines  formules  qui  sont  en  sa  possession, 
il  déduit  une  expression  différente,  savoir  : 

ds" 


24r'R 


OÙ  J  exprime  la  distance  en  question,  ds  un  arc  infini- 
ment petit  de  la  courbe  donnée,  et  r,  R  le  rayon  du  cercle 
osculateur  et  celui  de  la  spbère  osculatrice.  Je  crois  mon 
raisonnement  inattaquable  et  par  conséquent  ma  formule 
exaclej  mais,  quoi  qu'il  en  soit,  on  peut  montrer  que  la 
valeur  ci-dessus  de  cî  est  fausse.  Il  suffit  pour  cela  de  suppo- 
ser que  la  courbe  soit  tracée  sur  unesplière.  Alors,  en  effet, 
la  distance  de  la  courbe  à  la  spbère  osculatiice  est  rigoureu- 
sement nulle,  parce  que  la  spbère  sur  laquelle  la  couibe 
est  tracée  joue  en  cbaque  point  de  la  courbe  le  rôle  de 
sphère  osculatrice.  Et  pourtant  l'expression  ci-dessus  de  ^ 
ne  s'annule  point  dans  le  cas  d'une  courbe  sphérique.  Elle 
attribue  donc  une  valeur  à  la  distance  de  la  courbe  à  la 
sphère  osculatrice,   lorsque   cette  distance  n'existe  pas. 
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Dès  lors,  semble-t-il,  elle  ne  saurait  subsister.  La  valeur 
de  0,  que  j'ai  donnée,  se  réduit  au  contraire  à  zéro  dans 
le  cas  considéré,  car  elle  contient  comme  facteur  l'arc 
élémentaire  de  l'arête  de  rcbroussemcnt  de  la  surface 
polaire,  et  cet  arc  est  nul  si  la  courbe  est  tracée  sur  une 
sphère,  puisque  alors  l'arête  se  réduit  à  un  point  qui  est 
le  centre  même  de  cette  splière.  » 

M.  Catalan  nous  fait  remarquer  qu'à  la  page  aSj,  au 
lieu  de  87,  il  faut  38. 

Société  mathématique  de  Paris.  —  Dans  son  Rapport 
sur  les  progrès  de  la  Géométrie,  M.  Chasles,  après 
avoir  demandé  la  création  de  deux  nouvelles  chaires  de 
mathématiques,  s'exprime  ainsi  : 

<(  A  ces  considérations  se  rattache  naturellement  une 
réflexion  qui  intéresse  au  plus  haut  degré  l'avenir  de  nos 
études  mathématiques. 

»  On  voit  par  ce  qui  précède  que  les  mathématiques 
prennent,  à  l'étranger,  des  développements  considéra- 
bles. La  variété  et  l'élévation  des  matières  qui  s'y  traitent 
dans  de  nombreux  recueils  périodiques,  depuis  plusieurs 
années,  le  prouvent  incontestablement.  Mais  un  simple 
fait  suffirait  pour  montrer  aux  yeux  de  tous  combien 
nous  devons  craindre  de  nous  laisser  arriérer  dans  cette 
partie  des  sciences. 

»  Nous  possédons  dans  notre  Société  philomathique 
une  section  des  malhématifjues,  d'un  nombre  de  membres 
limité,  dont  les  communications  ne  paraissent  que  de 
loin  en  loin,  avec  d'autres  matières,  dans  un  Bulletin 
trimestriel  fort  restreint.  Or  il  s'est  formé  à  Londres, 
en  i865,  VLXie  Société  mathématique  d'un  certain  nombre 
de  membres,  et  le  nombre  s'en  accroit  encore;  société 
dont  les  Proceedings,  à  l'instar  delà  Société  royale  de 
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Londres  et  des  autres  académies  d'Angleterre,  font  con- 
naître les  travaux  par  des  analyses  plus  ou  moins  étendues. 

»  Ce  fait,  auquel  nous  applaudissons,  n'est-il  pas, 
dans  la  culture  des  malliématlques,  un  élément  de  supé- 
riorité future  qui  doit  nous  préoccuper?  » 

En  réponse  à  cet  appel  de  Î\I.  Chasles,  il  vient  de  se 
former,  à  Paris,  une  Société  dont  peuvent  faire  partie 
tous  ceux  qui  s'intéressent  aux  mathématiques.  Nous 
extrayons  des  statuts  les  passages  suivants  ; 

Article  premier.  —  La  Société  mathématique  de 
Paris  a  pour  objet  l'avancement  et  la  propagation  des 
études  de  mathématiques  pures  et  appliquées.  Elle  y  con- 
court par  ses  travaux  et  par  la  publication  des  mémoires 
de  ses  membres. 

Art.  3.  —  La  Société  se  compose  de  membres  rési- 
dents et  de  membres  non  résidents. 

Les  Français  et  les  étrangers  peuvent  également  en 
faire  partie. 

Art.  4.  —  Les  conditions  à  remplir  pour  devenir 
membre  de  la  Société  sont  les  suivantes  :  i°  d'être  pré- 
senté par  deux  membres  qui  auront  adressé  une  demande 
signée-,  2°  d'obtenir  à  la  séance  suivante  les  suffrages  de 
la  majorité  des  membres  présents. 

Art.  5.  —  Le  nombre  des  membres  résidents  et  non 
résidents  est  illimité. 

Voici  maintenant  un  extrait  du  Règlement  adminis- 
tratif : 

Les  conditions  à  remplir  pour  devenir  membre  de  la 
Société  sont  : 

1°  D'être  présenté  par  deux  membres  qui  auront 
adressé  une  demande  signée  j 

2°  D'obtenir,  à  la  séance  suivante,  les  suffrages  de  la 
majorité  des  membres  présents  (art.  4  des  Statuts). 
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Le  diplôme  délivré  est  signé  par  le  président,  l'un  des 
secrétaires  et  le  trésorier,  et  porte  le  sceau  de  la  Société. 

Le  trésorier  remet  le  diplôme  après  l'acquittement  du 
droit  d'admission,  montant  à  lo  francs,  et  de  la  cotisation 
annuelle. 

La  Société  se  réunit  deux  fois  par  mois;  elle  prend 
trois  mois  de  vacances  :  août,  septembre  et  octobre. 

Les  procès-verbaux  des  séances  sont  rédigés  dans  l'in- 
tervalle d  une  séance  à  l'autre. 

Les  communications  faites  par  les  membres  de  la  So- 
ciété ont  lieu  dans  l'ordre  de  leur  inscription  5  les  com- 
munications des  personnes  étrangères  à  la  Société  ont 
lieu  après  celles  des  membres,  sauf  les  cas  d'urgence  qui 
seront  appréciés  par  le  bureau. 

Les  membres  qui  auront  fait  des  communications  ver- 
bales ou  pris  part  aux  discussions  devront  remettre  des 
notes  au  secrétaire  pour  la  rédaction  du  procès-verbal. 

La  Société,  préoccupée  des  avantages  qu'elle  peut  offrir 
à  tous  ses  membres,  a  décidé  que  le  recueil  intitulé 
Bulletin  de  la  Société  niatliéinatique ,  qui  rend  compte 
des  mémoires  présentés  à  la  Société,  sera  distribué  gra- 
tuitement à  tous  les  membres  résidents  ou  non  résidents. 

La  Société,  voulant  concourir  aux  progrès  des  mathé- 
matiques par  tous  les  moyens  compatibles  avec  son  mode 
d'organisation,  avisera  aux  moyens  de  publier  successi- 
vement, et  d'une  manière  aussi  complète  qu'il  sera  pos- 
sible ou  utile  de  le  faire,  les  œuvres  des  anciens  mathé- 
maticiens français  ou  étrangers. 

La  Société  se  réserve  la  faculté  de  publier  les  mémoires 
originaux  trop  étendus  pour  paraître  dans  le  Bulletin. 

Les  publications  émanant  de  la  Société  sont  délivrées 
gratuitement  à  tous  les  membres  de  la  Société  résidents 
ou  non  résidents. 

La  Société  forme  une  bibliothèque  et  échange  ses  pu- 
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blications  contre  les  journaux  de  mathématiques  pures  et 
appliquées  publiés  en  France  et  à  l'étranger. 

Les  versements  des  membres  résidents  et  non  résidents 
se  composent  : 

1°  Du  droit  d'admission,  montant  à  lo  francs 5 

2°  De  la  cotisation  aianuelle. 

Pour  les  membres  résidents,  cette  cotisation  annuelle 
s'élève  à  36  francs,  payables  d'avance;  elle  se  compose 
de  deux  parties  :  l'une  fixe,  s'élevant  à  16  francs;  l'autre 
éventuelle,  payable  en  jetons  de  présence,  en  totalité  ou 
en  partie. 

Cette  disposition  est  applicable  aux  membres  résidents 
seulement. 

Les  membres  résidents  auront  droit,  à  chaque  séance, 
à  un  jeton  de  présence. 

Les  nouveaux  membres  devront  payer  la  totalité  de  la 
cotisation  fixe,  quelle  que  soit  l'époque  de  leur  admission 
et  ce  qui  reste  à  courir  de  la  cotisation  éventuelle. 

Pour  les  membres  non  résidents,  la  cotisation  annuelle 
est  de  20  francs,  payables  d'avance. 

Les  membres  non  résidents  n'ont  pas  droit  aux  jetons 
de  présence. 

Les  publications  ne  seront  adressées  qu'après  le  verse- 
ment de  la  cotisation  annuelle. 

La  cotisation  annuelle  peut ,  au  choix  de  chaque 
membre,  être  remplacée  par  une  somme  de  3oo  francs, 
une  fois  payée. 

Ce  versement  confère  le  titre  de  sociétaire  perpétuel. 

Les  personnes  qui  désirent  faire  partie  de  la  Société 
peuvent  adresser  leur  adhésion  aux  Rédacteurs,  qui  se 
chargent  de  la  transmettre  à  qui  de  droit. 
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TIIÉOUIE  DES  INDICES  PAR  RAPPORT  A  l!^'E  COIRRE 
ET  UNE  SURFACE  Dl  SECOND  DEGRÉ; 

f5iiitp,  voir  nj«inie  toniCj  p.   ?(ii  ); 
t 

Par  m.   FAURE, 

Chef  d'escadrons  d'Artitloric. 


Indice  (F un  plan  par  rapport  à  une  surface 
du  second  degré. 

V.  Définition, —  L'indice  d'un  plan  par  rapport  à 
une  surface  du  secoiid  degré  est  égal  à  F  indice  du  point 
oii  le  plan  est.  rencontré  par  le  diamètre  conjugué  à  sci 
direction^  divisé  par  le  produit  des  carrés  des  demi-axes 
de  la  section  diamétrale  parallèle  au  plan. 

Les  théorèmes  suivants  peuvent  aussi  servir  de  défini» 
tioa  à  l'indice  d'un  plan. 

i''  L'indice  d'un  plan  est  égal  au  produit  des  distances 
de  ce  plan  aux  plans  tangents  parallèles  au  plan  donné, 
divisé  par  le  carré  du  produit  des  demi-axes  de  la  sur- 
face; 

2°  L'indice  d'un  plan  est  égal  au  produit  des  distances 
du  pôle  de  ce  plan  et  du  centre  de  la  surface  au  plan, 
divisé  par  le  produit  des  carrés  des  demi-axes  de  la  sur- 
face; 

3'*  Si  l'on  trace  dans  le  plan  donné  une  droite  aibi- 
traire,  l'indice  de  ce  plan,  pris  en  signe  contraire,  sera 
égal  au  produit  des  sinus  des  angles  formés  par  le  plan 
donné  avec  les  plans  tangents  menés  à  la  surface  par  la 
droite  arbitraire,  divisé  par  le  produit  des  sinus  dos  angles 
formés  par  les  plans  tangents  avec  le  plan  diamétral  cpii 

Ànn.  Je  Muttiémat.,  t^  série,  t.  XI.  (Sepieml)ro  iS-y'.)  2-> 
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passe  par  lellc  dioilo  et  par  le  carré  des  demi  -axes  de  la 
section  déterminée  par  le  plan  diamétral; 

4**  L'indice  d'un  plan  est  égal  au  carré  de  la  distance 
du  centre  de  la  surface  à  ce  plan,  divisé  par  le  produit 
des  carrés  des  demi-axes  de  la  surface,  diminué  de  l'in- 
verse du  produit  des  carrés  des  demi-axes  de  la  section 
diamétrale  parallèle  au  plan; 

5°  L'indice  d'un  plan,  pris  en  signe  contraire,  est 
égal  au  produit  des  demi-axes  de  la  section  déterminée  par 
ce  plan,  divisé  par  le  cube  du  produit  des  demi-axes  de 
la  section  diamétrale  parallèle  au  plan; 

6°  L'indice  d'un  plan,  pris  en  signe  contraire,  est  égal 
à  l'inverse  du  produit  que  l'on  obtient  en  multipliant  le 
produit  des  demi-axes  de  la  section  diamétrale  parallèle 
au  plan  par  le  produit  des  demi-axes  de  la  conique  dé- 
terminée par  ce  plan  diamétral  dans  le  cône  circonscrit 
à  la  surface  suivant  son  intersection  avec  le  plan  donné; 

^°  On  mène  à  la  surface  un  plan  tangent  en  un  quel- 
conque de  ses  points  d'intersection  avec  le  plan  donné; 
l'indice  de  ce  plan,  pris  en  signe  contraire,  sera  égal  au 
carré  du  sinus  de  l'angle  de  ces  plans,  divisé  par  le  carré 
de  la  dislance  du  centre  de  la  surface  au  plan  tangent  et 
par  le  carré  du  demi-diamèlre  parallèle  à  l'intersection 
des  deux  plans. 

Nota.  —  L'indice  d'un  plan  tangent  à  la  surface  est 
nul,  et  l'indice  d'un  plan  qui  passe  par  le  centre  de  la 
surface  est  égal  et  de  signe  contraire  à  l'inverse  du  carré 
du  produit  des  demi-axes  de  la  section  déterminée  par  ce 
plan. 

VI.  Notations.  —  Nous  indiquerons  les  points  par  des 
lettres  romaines  minuscules,  les  plans  par  des  lettres  ro- 
maines majuscules,  et  les  droites  par  des  lettres  grecques. 
Les  indices  étant  désignés  par  l'initiale  I,  nous  écrirons 
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I„,  I„,  I^  pour  indiquer  l'indice  du  point  a,  de  la  droite 
a  et  du  plan  A. 

VII.  Lemme.  —  Quatre  points  /-/,  />,  c,  d  sont  donnés 
sur  une  droite;  on  prend  sur  cette  droite  Je  point  a' 
conjugué  harmonique  du  point  a  par  rapport  aux  points 
c  et  d,  le  point  h'  conjugué  harmonique  du  point  b  par 
rapport  aux  mêmes  points  c  et  d.  Si  Von  désigne  par  A 
le  rapport  anharmonique  [a,  b^c,  d),  et  par  A'  le  rap- 
port anharmonique  (a,  ^,  //,  a'),  on  a  la  relation. 

(i  +  a)'  =  4aa'. 

En  effet,  les  points  a,  a',  c,  d  étant  en  position  har- 
monique, on  a  [Géométrie  supérieure ,  63),  ^  étant  un 
point  arbitiaire, 

ba         f/c        bd 

aa'         ac        ad 

les  points  è,  b\  c,  J donnent  de  même  la  relation 

ab'        ne         ad 
'^Tb'^'br.^  Td' 

dans  laquelle  a  est  un  point  arbitraire. 

Si  l'on  multiplie  ces  deux  égalités  membre  à  membre, 
on  obtient  celle  du  Icmme. 

On  remarquera  que  Ton  peut  remplacer,  dans  cette 
égalité,  le  rapport  A  par  son  inverse;  on  voit  également 
que  notre  lemme  s'applique  au  cas  où  les  points  c  e,\.  d 
seraient  imaginaires,  puisque  le  rapport  de  (i  H-  A)'  à  A 
peut  s'exprimer  au  moyen  des  éléments  qui  déterminent 
les  points  donnés,  c'est-à-dire  la  somme  et  le  produit  de 
leurs  distances  à  une  origine  fixe.  Les  points  a  et  h  pour- 
raient aussi  être  imaginaires. 

Remarque.  —  Si  l'on  conçoit  tine  conique  passant  par 

25. 
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les  points  c  v\  d  (réels  ou  imaginaires),  et  que  l'on 
prenne  les  polaires  des  points  a  et  h  par  rapport  à  cette 
conique,  ces  polaires  passeront  par  les  points  a'  et  b\  de 
sorte  que  le  rapport  A'  sera  égal  au  rapport  des  distances 
du  point  a  aux  polaires  des  points  b  et  a  divisé  par  le 
rapport  des  distances  du  point  b  à  ces  mêmes  polaires. 

De  même,  si  l'on  conçoit  une  surface  du  second  degré 
passant  par  les  points  c  et  J,  et  que  Ton  prenne  les  plans 
polaires  des  points  a  el  /)  par  rapport  à  cette  surface,  le 
rapport  anharmonique  A'  sera  égal  au  rapport  des  dis- 
tances du  point  a  aux  plans  polaires  des  points  b  et  a 
divisé  par  le  rapport  des  distances  du  point  b  à  ces  mêmes 
plans  polaires. 

Relations  entre  les  indices  des  points  et  des  droites 
par  rapport  à  une  conique. 

VIII.  Puisqu'une  droite  se  détermine  par  deux  de  ses 
points,  l'indice  d'une  droite  doit  pouvoir  s'obtenir  à 
Taide  des  indices  de  deux  de  ses  points:  de  même,  puis- 
qu'un point  se  détermine  par  Tinterseclion  de  deux 
droites,  l'indice  d'un  point  doit  pouvoir  s'obtenir  à  laide 
des  indices  de  deux  droites  passant  par  ce  point. 

Nous  allons  établir  ces  relations. 

PuEMiÈRE  RELATION.  —  ludicc  d'uuc  droitc  déterminée 
par  deux  points. 

On  donne  deux  points  ni,  n  sur  une  droite  "k  rencon- 
trant une  conique  aux  points  a  et  b  irréels  ou  imagi- 
naires) ;  si  Von  désigne  par  J^  le  rapport  anhanno- 
nique  (m,  n,  «,  b),  on  aura  la  relation 

^     —  —  mn- 


4c  i-i" 
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En  etlel,  le  lapporl  anliainioni<|ue  J^  donne  d'abord 

(i  —  f  y        (ma.nb  —  inb.na]^ 


)'  ma.inb.na.nh 

OU,  à  cause  de  l'identité, 

ma .  bn  -f-  mb  .  nu  H-  mn .  ab  =  o, 

(i  —  .1'  Y  mn'^ ,ab' 

y  ma  .mb  .na.nb 

Or,  d'après  nos  définitions,  D  étant  le  demi-diamètre  de 
la  conique  parallèle  à  la  droite  ///«,  on  a 

ma  .mb  na.nb  ab'^ 

I«  =  — =r:: —  i        I).  = 


d'où  résulte  la  relation  que  nous  voulions  démontrer. 

On  peut  donner  au  théorème  une  forme  diflérente,  en 
ajoutant  l'unité  aux  deux  membres  de  l'égalité  démontrée- 
Son  premier  membre  - — 7-7^-5  d'après  le  lemme,  devient 

un  rapport  anharmonique,  cî,   daprès  la  remarque  de 
ce  lemme,  ce  rapport  a  pour  valeur 

(w,  v)  .(«,  v) 


les  droites  u.  et  v  étant  les  polaires  des  points  m  et  «. 

Mais,  d'après  un  théorème  connu,  lorsque  l'on  a  deux 
droites  et  leurs  pôles  par  rapport  à  une  conique,  les  dis- 
tances de  chacune  de  ces  droites  au  pôle  de  l'autre  sont 
entre  elles  comme  les  dislances  de  ces  mêmes  droites  au 
centre  o  de  la  coni({ue.  On  a  donc 

(w,  y)  _  (o,  y) 
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et  par  conséquent 

(i-+--(l)^  _  I.,I„  — w/i'I,  _        {n,  (x)'(o,v) 


4-C  I'"I'.  {'",l'-)[n,^){o,u.) 

Or,  d'après  la  définition  (i°)  de  l'indice  du  point, 

_        {m,  a)  _         (/2,v)_ 

remplaçant  au  dénominateur  de  l'expression  précédente 
I„  et  I„  par  ces  valeurs,  on  obtient  ce  théorème  : 

Le  produit  des  iTidices  de  deux  points ,  diminué  de 
r indice  de  la  droite  qui  les  joint,  multiplié  par  le  carré 
de  leur  distance,  est  égal  au  carré  de  la  distance  de 
Vun  des  points  à  la  polaire  de  Vautre  divisé  par  le 
carré  de  la  distance  du  centre  de  la  conique  à  celte 
polaire 

tm  in  —  mn'\\  =  i-—  = 

[0,'j.r    (o,  vj' 

Deuxième  relatio>.  —  Indice  d'un  point  déterminé 
par  deux  droites. 

On  donne  deux  droites  y.  et  v  se  coupant  au  point  l: 
si  l'on  mène  de  ce  point  les  tangentes  a  et  [î  à  une  co- 
nique, et  que  l'on  désigne  par  -'^  le  rapport  anliaimo- 
nique  du  faisceau  (p,  v,  a,  (3) ,  on  aura  la  relation 

Çi--^'_sinV^  J^ 

dans  laquelle  S  indique  le  produit  des  demi-axes  de  la 
conique. 

La  démonstration  de  ce  théorème  se  fera  d'une  ma- 
nière analogue  à  la  précédente 5  après  avoir  exprimé  la 
valeur  de  la  fonctioa  anharmonique  du  premier  membre, 
au  moyeu  des  sinus  des  angles  que  forment  entre  elles  les 
droites  données  et  les  tangentes,  on  fera  usage  de  la  défi- 
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uitioti  {4'^)  de  l'indice  d'une  dioile  ut  de  la  déliiiilioii  (8") 
de  l'indice  du  point. 

Si  l'on  ajoute  l'unité  aux  deux  membres  de  l'égalité 
précédente,  on  arrive  facilement  à  cet  autre  théorème  : 

Etant  données  deux  di'oites  p.  et  v  se  coupant  au 
point  l  et  les  pôles  m  et  n  de  ces  droites  par  rapport  à 
une  conique  qui  a  pour  centre  le  point  o,  on  n  la  re- 
lation 

dans  laquelle  E  désigne  le  produit  des  demi-axes  prin- 
cipaux de  la  conique. 

Nous  indiquerons  une  troisième  lelatiou,  celle  qui  a 
lieu  entre  les  indices  d'un  point  et  d'une  droite  quel- 
conques. 

Troisième  relation.  —  Étant  donnés  un  point  ni  et 
une  droite  X,  si  Von  joint  le  point  m  au  pôle  l  de  la 
droite  \  par  rapport  à  une  conique  et  que  Von  désigne 
par  R  le  rapport  anharnioniqnc  déterminé  par  les 
points  m,  l  et  les  traces  de  la  droite  Ini  sur  la  conique, 
on  aura  la  relation 

(i  +  R)'  [rn,lY 


4R  ^'h,h 

En  efï'et,  d'après  la  remarque  du  lemme,   fx   étant  la 
polaire  du  point  m, 

(i  +R)^  _  (m,  >)  ,  (/,   -k) 
4R       ""  {m,  fx)  '  (/,  fx)' 

mais,  le  point  o  étant  le  centre  de  la  conique,  on  a 

T     _  ("''F)  T  (^'^)("'^)  ("''    M_(«,    >•) 

(o,   p)  2'  \l,  p.)         (o,  u.) 

d'où  résulte  la  relation  indiquée. 
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Lorsque  la  droite  /  esl  la  polaire  du  poinl  m,  on  a 

par  couséquem,  le  produit  des  indices  d'une  droite  et  de 
son  pôle,  changé  de  signe,  est  égal  au  carré  de  la  distance 
du  pôle  à  la  droite,  divisé  par  le  carré  du  produit  des 
demi-axes  de  la  conique. 

Relations  entre  les  indices  des  points,  des  droites  et  des 
plans,  par-  rapport  à  une  surface  du  second  degré. 

IX.  Première  relation.  —  Indice  d'une  droite  déter- 
minée par  deux  points. 

Oti  donne  deux  points  ni  et  n  sur  une  droite  X,  ren- 
contrant une  surface  du  second  degré  aux  points  a  et  b; 
si  Von  désigne  parS^le  rapport  anharnionique  {in,  n^a,  h) , 
on  aura  la  relation 

nin- 


4-C  i"»!» 

Cette  relation  peut  se  démontrer  comme  son  analogue 
dans  le  plan,  en  suivant  une  marche  identique;  on  peut 
la  déduire  aussi  de  celle-ci  en  y  remplaçant  les  indices 
pris  par  rapport  à  une  conique  par  les  indices  pris  par 
rapport  à  la  surface,  d'après  les  deux  principes  cités 
(Illet  I\). 

On  peut  donner  au  théorème  cet  autre  énoncé,  en  ajou- 
tant l'unité  aux  deux  membres  de  l'égalité  : 

Étant  donnés  deux  points  m  et  n  sur  une  droite  A, 
ainsi  que  les  plans  polaires  M,  N  de  ces  points^  par  rap- 
port à  une  surface  du  second  degré  qui  a  pour  centre  le 
point  o,  on  a 

„         (".M)'        (m,  W)' 
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Deuxième  relation.  —  Indice  d'un  point  ou  d'un  plan 
déterminé  par  deux  droites. 

Etant  données  une  surface  du  second  degré  et  deux 
droites  (let  v  se  coupant  au  point  /,  si  l'on  mène  par  ce 
point  les  tangentes  a  et  {ù  à  la  section  de  la  surface  par 
le  plan  P,  déterminé  par  les  droites  données^  et  que  Von 
désigne  par  4^  le  rapport  anharmojiique  du  faisceau 
(^,  V,  a,  (3),  on  aura  la  relation 

-^^=-sin^f,,v)  — . 

Cette  relation  peut  se  démontrer  directement,  mais  il 
est  plus  simple  de  la  déduire  de  la  deuxième  relation  re- 
lative aux  coniques,  en  y  faisant  îa  substitution  d'indices 
indiquée  ci-dessus.  On  aura  égard  à  la  définition  5°  de 
l'indice  d'un  plan. 

En  ajoutant  l'unité  avix  deux  membres  de  l'égalité,  on 
obtient  cet  autre  théorème  : 

Etant  données  une  surface  du  second  degré  et  deux 
droites  [x,  v  se  coupant  au  point  /,  si  Ton  désigne  par  m 
le  pôle  de  Vune  des  droites  ^,  par  rapport  à  la  conique 
déterminée  par  le  plan  P  des  droites  données,  par  o  le 
centre  de  cette  conique,  et  par  a  le  produit  de  ses  demi- 
axes  principaux,  on  a  la  relation 

I^,Iv—  sm'(p,  v)I/Ip=  - — L_!JlL. 

Teoisième  relation.  —  Indice  d'un  plan  déterminé 
par  une  droite  et  un  point. 

Etant  donnés  une  surface  du  second  degré,  un  point  l 
et  une  droite  1,  si  Ton  joint  le  point  l  au  pôle  f  de  la 
droite  1  par  rapport  à  la  section  déterminée  par  le 
plan  P  qui  passe  par  le  point  l  et  la  droite  A,  et  que  Von 


(  :%4  ) 

désigne  par  R  le  rapport  anharmonique  formé  avec  les 
points  l,f  et  les  traces  de  la  droite  If  sur  la  surface^ 
on  a 

(i+R)-^l/,  )0'lp 

Cette  relation  se  déduit  immédiatement  de  la  troisième 
relation  relative  aux  coniques,  en  v  faisant  la  substitution 
d'indices  déjà  indiquée,  et  en  avant  égard  à  la  définition 
5°  de  l'indice  du  plan.  * 

Quatrième  relation.  —  Indice  d'un  plan  déterminé 
par  trois  points. 

Etant  donnés  trois  points  l,  w,  n  détenninant  un 
plan  P  et  une  surface  du  second  degré,  on  désigne  par 
S^le  rapport  anharmonique  déterminé  par  les  points  m, 
n  et  les  traces  de  la  droite  mu  sur  la  surface,  par  R  le 
rapport  anharmonique  déterminé  par  le  point  l,  le  pôle 
de  la  droite  nin  [par  rapport  à  la  section  de  la  surface 
par  le  plan  V)  et  les  traces  sur  la  surface  de  la  droite 
menée  de  ce  pôle  au  point  l.  On  a  alors  la  relation 

(i  — 4^)-  (i +R)^_        4 Imn-"  Ip  jf. 
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dans  laquelle  Iran  désigne  la  surface  du  triangle  déter- 
miné par  les  points  donnés. 

Cette  relation  s'obtient  en  multipliant  membre  à 
membre  la  première  relation  par  la  troisième. 

Cinquième  relation.  —  Indice  d'une  droite  détermi- 
née par  deux  plans. 

Éta/it  donnés  une  surface  du  second  degré  et  deux 
plans  Met  ]N  5e  coupant  suivant  la  droite  X,  si  Von  mène 
par  cette  droite  les  plans  tangents  A,  B  à  /a  surface,  et 
que  l'on  désigne  par  ^  le  rapport  anharmonique  du 
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faisceau  dt  plans  (M,  IN,  A,  B),  o«  aura  la  relation 

(I  — .<;  )' _sin'(M,  N)    I-, 

dans  laquelle  2  indique  le  produit  des  demi-axes  prin- 
cipaux de  la  surface. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  on  peut  suivre  une  mar- 
che analogue  à  celle  que  nous  avons  indiquée  pour  dé- 
montrer la  première  relation  relative  aux  coniques.  Ecri- 
vant la  valeur  de  la  fonction  anharmonique  du  premier 
membre,  et  ayant  égard  à  l'identité  connue  qui  existe 
entre  les  sinus  des  angles  formés  par  quatre  plans,  on 
trouve 

(i  —  ^)' sin^(M,  N)  sin'(A,  B) 


^  sin(M,  A)sin(M,  B)sin(N,  A)sin(IN,  B) 

Or  d'après  la  définition  3°  de  l'indice  d'un  plan,  D  étant 
le  produit  des  demi-axes  de  la  section  diamétrale  qui 
passe  par  l'intersection  X  des  plans  M  et  N, 

_        sin(M,  A)sin(M,  B)  sin  (N.  A)  sinf  W,  B) 

*'  ~  ~  D^sin(D,  A)sin(D,  B)'       "*  ~  ~  D^sin(D,  A)sin(D,  B)' 

et,  d'après  la  définition  4°  de  l'indice  d'une  droite, 

_  I-sin'(A,  B) 

^~  4D«sin'(D,  A)sin^(D,  B)' 

de  là  résulte  la  relation  indiquée. 

Si  l'on  ajoute  l'unité  aux  deux  membres  de  celte  rela- 
tion, on  arrive  à  ce  théorème  : 

Étant  donnés  deux  plans  M,  N  et  les  pôles  m,  n  de 
ces  plans,  par  rapport  à  une  surface  du  second  degré 
qui  a  pour  centre  le  point  o,  on  a  la  relation 

.     ,  .  (w,  N)Mo,  M)'        (/2,M)'(o,  N)' 
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Sixième  relation.  —  Indice  d'un  point  déterminé  par 
une  droite  et  un  plan. 

Étant  donnés  un  plan  L  et  une  droite  X,  ^e  coupant  au 
point  yf7,  et  une  surface  du  second  degré,  si  Von  dé- 
signe par  F  le  plan  qui  passe  par  le  point  p  et  la  po- 
laire de  la  droite  donnée,  par  R  le  rapport  anharmo- 
nique  formé  parles  plans  L.  F  et  les  plans  tangents  à  la 
surface  menés  par  V intersection  des  deux  premiers^  on  a 

(iH-R)^  sin'(^,  L)Ip  • 


4R  ^'IxIl 

Désignons  par  l  et  f  les  pôles  des  plans  L  et  F,  et  me- 
nons la  droite  If.  Celte  droite  rencontre  le  plan  F  en  un 
point  conjugué  au  point/,  et  le  plan  L  en  un  point  con- 
jugué au  point  /.  iNIais  le  pôle /"se  trouve  au  point  d'in- 
tersection de  la  droite  /  avec  le  plan  polaire  du  point  p'^ 
ainsi  les  points;^  et  J^ sont  conjugués  à  la  surface.  Il  ré- 
sulte de  là  que  le  })remier  membre  de  l'égalité  ci-dessus 
(voir  le  lemme)  est  égal  au  rapport  anharmonique  formé 
avec  les  points  /, /et  les  traces  de  la  droite  //sur  la  sur- 
face, ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(i+Rr_(/,  F).(/F) 


4R  (/,L)     (/L) 

Or,  le  point  o  étant  le  centre  de  la  surface, 

(/,  L)        {o,L)' 
d'où  résulte,  par  l'élimination  de  la  distance  (/,  F), 

(i  +  R)^  {o,Y){f,-Ly 

4R       -{o,  L}(/,  L)(/F)' 

Or 

(/,  L)=//7sin(>,  L), 
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et,  par  définition, 


(/,  L)(o,  L)  (/,F) 

h.  = v^; '      if  = 


{o,r) 


Comme  d'ailleurs  les  points  y'et  p  sont  conjugués,  notre 
première  relation  donne 

De  ces  valeurs  résulte  l'égalité  à  démontrer. 

Septième  relation.  —  Indice  d'un  point  déterminé 
par  trois  plans. 

Étant  donnés  trois  plans  L,  M,  N,  ^e  coupant  au 
point  p,  et  une  surface  du  second  degré  ;  parla  droite  ^, 
intersection  des  plans  M  et  N,  on  mène  les  plans  tan- 
gents à  la  surface,  et  Von  désigne  par  4^  le  rapport 
anharmonique  déterminé  par  les  plans  M,  N  et  ces  deux 
plans  tangents.  Par  le  point  p  et  la  polaire  de  la 
droite  ^  onjait  passer  un  plan  F,  et  fon  désigne  pat  R 
le  rapport  anharmonique  déterminé  par  les  plans  L,  F 
et  les  plans  tangents  à  la  suiface  menés  par  V intersec- 
tion de  ces  plans;  on  a  alors  la  relation 

{i  —  ^lY  (  1  +  R  )■■'  _        sin=  LMN  l,, 

4-C        4R     ~~  ^'Khii^  ' 

Ce  théorème  se  démontre  en  multipliant  membre  à 
membre  la  cinquième  et  la  sixième  de  nos  relations,  et 
remarquant  que  le  volume  V  d'un  tétraèdre  formé  par 
les  plans  L,  ÏNl,  IN  et  un  quatrième  plan  quelconque  est 
donné  par  la  relation 

(3V)-=i  2LMNsin(M,  N)sin()^,  L)  =  2LMN  sinLMN, 

L,  M,  N  désignant  les  aires  des  faces  (*). 

(*)  Le  sinus  de  l'angle  solide  LMN  est  aussi  égal  au  facteur  par  lequel 
il  faut  multiplier  le  produit  des  trois  arêtes  issues  du  point  p  pour  obte- 
nir six  fois  le  volume  du  tptraèdrr. 


(  ig^  ) 

HoiTiÈME  RELATION.  —  Relation  entre  les  indices  d'un 
point  et  d'un  plan. 

Etant  donnés  un  point  /,  un  plan  M  et  une  surface 
du  second  degré,  on  désigne  par  R  le  rapport  anhar- 
nionique  déterminé  par  le  point  /,  le  pôle  ni  du  plan  et 
les  traces  de  la  droite  Ini  sur  la  surface, 

(i+R)'  _  _  (^,  M)^ 
4R       ~        1=1,1,,' 

Le  lemine  donne,  en  effet,  L  étant  le  plan  polaire  du 
point  /, 

(i  -t-R)'  _  (/,  M)  ,  {m,  M)^ 
4R       -(/,  LJ-  (/.;,  L)^ 

or,  o  étant  le  centre  de  la  surface, 

^        (/,  L)  _  (ffl,M)(o,  M)        (/,  M)  _{o.  M) 

'-        (o,  L)'        ''-  V.  '      (,„,L)-  (o,L)- 

de  là  résulte  la  relation  indiquée. 

Il  est  facile  de  trouver  d  autres  relations  entre  les  in- 
dices, par  exemple,  en  combinant  de  diverses  manières 
celles  que  nous  venons  d'obtenir.  C'est  ce  que  nous 
allons  faire  dans  le  paragraphe  suivant  pour  des  cas  parti- 
culiers. 


Propriétés  d'un  système  de  deux,  trois  ou  quatre  points, 
droites  et  plans  conjugués  à  ujie  surface  du  second 
ordre. 

X.  Les  relations  établies  précédemment  donnent, 
comme  cas  particuliers,  les  suivantes,  dans  le  même 
ordre. 

Première  proposition.  —  Le  produit   des   indices  de 
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deux  points  conjugués  est  égal  à  l'indice  de  la  droite  qui 
joint  ces  points,  miilliplié  par  le  carré  de  leur  dislance. 

Deuxième  proposition.  —  Le  produit  des  indices  de 
deux  droites  conjuguées  est  égal  à  l'indice  du  plan  qu'elles 
déterminent,  multiplié  par  l'indice  de  leur  point  d'in- 
tersection et  par  le  carré  du  sinus  de  leur  angle. 
#  Troisième  proposition.  —  Le  produit  des  indices  d'un 
point  et  d'une  droite  conjugués  est  égal  à  l'indice  du  plan 
déterminé  par  le  point  et  la  droite,  multiplié  par  le  carré 
de  la  distance  du  point  à  la  droite. 

Quatrième  proposition.  —  Le  produit  des  indices  des 
sommets  d'un  triangle  conjugué  est  égal  à  l'indice  du 
plan  du  triangle,  multiplié  par  le  carré  du  double  de  sa 
surface. 

Cinquième  proposition.  —  Le  produit  des  indices  de 
deux  plans  conjugués,  pris  en  signe  contraire,  est  égal  à 
l'indice  de  leur  droite  d'intersection,  multiplié  par  le 
carré  du  sinus  de  leur  angle  et  divisé  par  le  produit  des 
carrés  des  demi-axes  de  la  surface. 

Sixième  proposition.  — ■  Le  produit  des  indices  d'une 
droite  et  d'un  plan  conjugués,  pris  en  signe  contraire, 
est  égal  à  l'indice  de  leur  point  d'intersection,  multiplié 
par  le  carré  du  sinus  de  leur  angle  et  divisé  par  le  pro- 
duit des  carrés  des  demi-axes  de  la  surface. 

Septième  proposition.  —  Le  produit  des  indices  des 
faces  d'un  trièdre  conjugué  est  égal  à  l'indice  de  son  som- 
met, multiplié  par  le  carré  du  sinus  de  l'angle  solide  for- 
mé par  ces  trois  faces,  divisé  par  la  quatrième  puissance 
du  produit  des  demi-axes  de  la  surface. 

Huitième  proposition.  —  Le  produit  des  indices  d'un 
plan  et  de  son  pôle  est  égal  et  de  signe  contraire  au  carré 
de  la  distance  du  pôle  au  plan,  divisé  par  le  produit  des 
carrés  des  demi -axes  de  sa  surface. 

Neuvième  proposition.  —  Le  produit  des  indices  des 
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côlés  d'un  iriangle  conjugué  est  égal  au  carré  de  l'indice 
du  plan  du  triangle,  multiplié  par  le  carré  du  rapport 
que  l'on  obtient  en  divisant  le  produit  des  hauteurs  du 
triangle  par  le  double  de  sa  surface. 

Ce  théorènae  se  déduit  de  la  proposition  quatrième, 
dans  laquelle  on  élimine  les  indices  des  sommets  à  l'aide 
de  la  proposition  troisième.  % 

Dixième  proposition.  —  Le  produit,  pris  en  signe 
contraire,  des  indices  des  arêtes  d'un  trièdre  conjugué, 
est  égal  au  carré  du  sinus  de  l'angle  solide  trièdre,  divisé 
par  le  carré  du  produit  des  demi-axes  de  la  surface. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  on  se  sert  de  la  propo- 
sition deuxième,  on  multiplie  les  deux  membres  de  l'éga- 
lité par  1  indice  de  la  troisième  arête,  et  l'on  a  égard  à 
la  proposition  sixième. 

Onzième  proposition.  —  Le  produit,  pris  en  signe 
contraire,  des  indices  des  sommets  d'un  tétraèdre  con- 
jugué est  égal  au  carré  du  sextuple  de  son  volume,  di- 
visé par  le  produit  des  carrés  des  demi-axes  de  la  surface. 
On  se  sert  de  la  proposition  f[uatrième,  on  multiplie 
les  deux  membres  de  l'égalité  par  l'indice  du  quatrième 
sommet,  et  l'on  a  égard  à  la  proposition  huitième. 

Douzième  proposition.  —  Le  produit,  pris  en  signe 
contraire,  des  indices  des  faces  d'un  tétraèdre  conjugué, 
est  égal  au  carré  du  produit  des  hauteurs  du  tétraèdre, 
divisé  par  la  sixième  puissance  du  produit  des  demi -axes 
àe  la  surface  et  par  le  carré  du  sextuple  du  volume  du 
tétraèdre. 

Cette  proposition  se  déduit  de  la  précédente,  dans  la- 
quelle on  élimine  les  indices  des  sommets  au  moyen  de     ' 
la  huitième  proposition. 

Treizième  proposition.  —  Le  produit  des  indices  de 
deux  droites  polaires  réciproques  par  rapport  à  une  sur- 
face du  second  degré  est  égal  et  de  signe  contraire  au 
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carré  du  sinus  de  leur  angle^  mulliplié  par  le  carré  de 
leur  plus  courte  distance  et  divisé  par  le  carré  du  produit 
des  demi-axes  de  la  surface. 

En  eliét,  l  et  m  étant  deux  points  de  la  première  droite, 
n  et  p  deux  points  de  la  seconde,  choisis  de  façon  que  le 
tétraèdre  Imnp  soit  conjugué  à  la  surface,  la  première 
proposition  donne  le  produit  des  indices  des  points  /  et  m 
et  le  produit  des  indices  des  points  n  et  p.  Si  l'on  mul- 
tiplie entre  eux  ces  deux  produits,  en  ayant  égard  à  la  on- 
zième proposition  et  à  l'expression  du  volume  d'un  té- 
traèdre en  fonction  des  arêtes  opposées  et  de  leur  plus 
courte  distance,  on  obtient  le  théorème  que  l'on  voulait 
établir. 

Considérons  un  tétraèdre  Ininp  conjugué  à  une  sur- 
face du  second  ordre  dont  le  centre  est  au  point  o. 
L'indice  du  point  p,  à  cause  de  la  définition  i*^,  est  égal 
et  de  signe  contraire  au  rapport  du  volume  Imnp  au  \o- 
\\xn\e  oImn\  les  indices  des  points  /,  m,  n  s'expriment 
d'une  manière  analogue,  et,  comme  le  volume  du  tétraèdre 
donné  est  la  somme  algébrique  des  quatre  tétraèdres  qui 
ont  pour  sommet  le  centre  o  et  pour  bases  les  faces  du 
tétraèdre  Imnp,  on  voit  que  : 

Quatorzième  proposition.  —  La  somme  des  valeurs 
inverses  des  indices  des  sommets  d'un  tétraèdre  conjugué 
est  égale  à  —  i . 

Laissant  fixe  le  sommet  p  du  tétraèdre,  le  triangle 
conjugué  Imn  pourra  occuper  une  infinité  de  positions 
dans  son  plan  P  (plan  polaire  du  point  p) ,  d'où  il  suit 
que,  si  l'on  considère  dan&  un  plan  P  la  série  des  trian- 
gles Inin  conjugués  à  la  surface,  on  aura 


I         I         I 

I 

r  +  ^  -^ = 

=  —  I  - 
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1/       I,„       I„ 

h' 

Pour  trouver  la  valeur  de  la  constante,  nous  suppose- 
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rons  que  le  triangle  conjugué  a  pour  l'uu  de  ses  sommets 
le  centre  de  la  section  déterminée  par  le  plan  P;  les  deux 
autres  étant  à  l'infini,  il  en  résulte  que  : 

Quinzième  proposition.  —  La  somme  des  inverses 
des  indices  des  sommets  d'un  triangle  conjugué  est  égale 
à  l'inverse  de  l'indice  du  centre  de  la  section  déterminée 
dans  la  surface  par  le  plan  du  triangle. 

Si  le  plan  du  triangle  passe  par  le  centre  de  la  surface, 
la  somme  dont  il  s'agit  est  égale  à  —  i .  Considérons  donc 
un  triangle  Imn  conjugué  à  la  surface  et  situé  dans  un 
plan  diamétral.  Laissant  fixe  le  sommet  n  du  triangle, 
les  couples  de  points  /  et  ni  pourront  occuper  une  iufi- 
nité  de  positions  sur  la  droite  hn,  et  l'on  aura 

I         I  I 

-  -4-  —  =  —  I—  -  =  const. 

On  déterminera  la  constante  en  supposant  que  l'un  des 
points  conjugués  est  le  milieu  de  la  corde  déterminée 
dans  la  surface;  donc  : 

Seizième  proposition.  —  La  somme  des  inverses  des 
indices  de  deux  points  conjugués  est  égale  à  1  inverse  de 
l'indice  du  point  milieu  de  la  corde  déterminée  dans  la 
surface  par  la  droite  qui  joint  les  deux  points. 

Pour  compléter  cette  série  de  propriétés,  nous  don- 
nons sans  démonstration  les  propositions  suivantes.  Nous 
montrerons,  dans  un  autre  article,  que  tous  ces  théo- 
rèmes sont  des  cas  particuliers  de  quelques  énoncés  très- 
généraux. 

Dix-septième  proposition.  —  Si,  par  un  point  fixe 
d'un  pian  donné,  on  mène  dans  ce  plan  des  couples  de 
droites  conjuguées,  la  somme  des  inverses  des  indices 
de  ces  droites  est  constante. 

Dix- huitième  proposition.  —  Lorsqu'un  triangle  est 
conjugué,  la  somme  des  inverses  des  indices  des  côtés  de 
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ce  triangle  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  inverses  des 
demi-axes  de  la  section  diamétrale  de  la  surface  parallèle 
au  plan  du  triangle,  divisée  par  l'indice  de  ce  plan. 

Dix-neuvième  proposition.  —  Lorsqu'un  trièdre  est 
conjugué,  la  somme  des  inverses  des  indices  de  ses  arêtes 
est  égale  au  carré  de  la  distance  de  son  sommet  au  centre 
de  la  surface,  diminué  de  la  somme  des  carrés  des  demi- 
axes  de  cette  surface,  la  différence  étant  divisée  par  l'in- 
dice du  sommet  du  Irièdre,  pris  en  signe  contraire. 

Vingtième  proposition.  —  Lorsqu'un  tétraèdre  est 
conjugué,  la  somme  des  inverses  des  indices  de  ses  six 
arêtes  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  demi-axes  de 
la  surface,  prise  en  signe  contraire. 

Vingt  et  unième  proposition.  —  Si,  par  une  droite 
fixe,  on  mène  deux  plans  conjugués,  la  somme  des  in- 
verses des  indices  de  ces  plans  est  constante. 

Vingt- deuxième  proposition.  —  Si,  pai-  un  point  fixe, 
on  mène  trois  plans  conjugués,  la  somme  des  inverses  des 
indices  de  ces  plans  est  constante. 

Vingt-troisième  proposition.  —  La  somme  des  in- 
verses des  indices  des  faces  d'un  tétraèdre  conjugué  est 
égale  et  de  signe  contraire  à  la  somme  des  carrés  des 
rectangles  construits  sur  les  demi-axes  de  la  surface. 

Vingt-quatrième  proposition.  —  La  somme  des  in- 
dices de  deux,  de  trois  ou  (juatre  points  conjugués  est 
égale  à  l'indice  du  point  de  moyenne  distance  de  ces 
points,  multiplié  par  le  carré  du  nombre  des  points. 

Vingt-cinquième  proposition.  —  Si,  pai-  un  point 
fixe  d'un  plan  donné,  on  mène  dans  ce  plan  des  couples 
de  droites  conjuguées,  la  somme  des  indices  de  ces  droites, 
divisée  par  le  carré  du  sinus  de  leur  angle,  est  constante. 

Fingt-sixième  proposition.  —  Si.  par  un  point  fixe, 
on  mène  trois  dioitcs  conjuguées,  la  somme  que  l'on 
obtient  en  divisant  l'indice  de  chaque  droite  par  le  carré 
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du  sinus  de  l'angle  que  forme  celle  droite  avec  le  plan  des 
deux  autres  est  constante  et  égale  à  la  somme  des  indices 
de  trois  dioites  rectangulaires  passant  par  le  point  fixe. 

J^iîigt-septiènie  proposition.  —  Si,  par  une  droite 
fixe,  on  mène  deux  plans  conjugués,  la  somme  des  in- 
dices de  ces  plans,  divisée  par  le  carré  du  sinus  de  leui- 
angle,  est  constante. 

Pingt-huitième  proposition.  —  Si,  par  un  point  fixe, 
on  mène  trois  plans  conjugués,  la  sommi'  que  l'on  obtient 
en  divisant  l'indice  de  chaque  plan  par  le  carré  du  sinus 
de  l'angle  que  fait  ce  plan  avec  l'intersection  des  deux 
autres  est  constante  et  égale  à  la  somme  des  indices  de 
trois  plans  rectangulaires  passant  par  le  point  fixe. 

SÉPARATION  DES  RACI\ES  DES  ÉOIATIONS  A  IXE  I\CONÎ\llE; 

Par  m.    MALEYX. 


î.  Théouème.  Soient  :  F  (.r  )  =  o  une  équation  à  une 
inconnue,  dont  le  premier  membre  est  une  fonction  con- 
tinue de  la  variable,  et  dont  la  dérivée  Y'  [x)  est  aussi 
continue-  o  (^x)  une  Jonction  quelconque  de  la  même 
variable  qui  reste  finie  et  continue  pour  toute  valeur 
jinie  de  la  variable  ;  f[x)  une  troisième  fonction  ar- 
bitraire de  la  même  i^ariable  qui  un  puisse  changer  de 
signe  qu'en  passant  par  zéro  ou  par  l' infini,  et  qui  ne 
puisse  le  faire  pour  une  valeur  de  x  satisfaisant  à  V  é- 
quation  F  (a:)  =  o  ,•  les  racines  de  V équation  F  [x)  =  o 
sont  séparées  par  les  racines  l'éelles  de  V  équation 

(i)  Y(.r)F(x)-/(.r)F'(a-)  =  o, 

jointes  aux  nombres  qui  peuvent  rendre  f{x)  nulle  ou 


(  4o5  ) 
infime,  tous  ces   nombres  ayant  é/e  ranges  par  ordre 
(le  grandeur. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  il  sufiit  de  faire  voir  que 
si  a,  /3  sont  deux  racines  réelles  consécutives  de  l'équa- 
tion F  [x)  =  o,  ne  comprenant  aucune  valeur  de  x  pour 
laquelle  f[x)  cljange  de  signe,  il  existe  entre  elles  au 
moins  une  racine  réelle  de  l'équation  (i). 

Or,  d'après  les  hypothèses  précédentes,  y^( a)  el^  (,3) 
sont  deux  nombres  finis  de  mêmes  signes,  et  il  en  est  de 
môme  àeJ{^a-\-h)  et  <\e  f  {[ù  —  A),  h  étant  positif  et 
moindre  que  j3  —  a;  de  plus,  l'équation  (i)  pouvant  se 
mettre  sous  la  foime 

F(..)[,(x) -/(..;  |^]=:0, 

si  l'on  substitue  dans  son  premier  membre  les  nombres 
ce -h  h,  jS  —  h,   h   étant  positif  et    suffisamment   petit, 

1        j  u     •        •  r  .  •  ^'"(•^) 

les  deux  substitutions  teroiit   i)renarc  au  quotient  -— — r 

des  valeurs  numériques  aussi  grandes  ({u'on  le  voudra, 
la  première  positive  et  la  seconde  négative.  La  première 
substitution  fera  donc  prendre  au  premier  membre  de 
l'équation  (i)  le  signe  de  — /"(a -}- /?)  F  (a -i- /t),  et  la 
seconde  le  signe  contraire  de^  (j3  —  h)  F  ;  (3  —  /?),  puis- 
que o  [x)  reste  finie ^  donc  il  existe  au  moins  une  racine 
de  l'équation  (i)  entre  a  et  j3. 

II.  On  déduit  de  là  un  moyen  de  séparer  les  racines 
des  équations  algébriques,  que  nous  allons  examiner  suc- 
cessivement à  partir  du  troisième  degré.  Divisons  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  générale  du  troisième  degré 

.r^  -I-  3jix^  4-  3  ^.r  -I-  /•  =:  o 

par  son  polynôme  dérivé,  nous  obtiendrons  un  quotient 
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et   un   reste ,   tous  les  deux  du  premier  degré,  et  nous 
pourrons  écrire  l'égalité 

\    x^-\~  3px^ -h  3qx -{- r —  [x^ -h  -îp.x -h  a)  (x -h-p' 
I         ='2[q — p^].c -\-  r — pq. 

D'après  le  théorème  précédent,  les  racines  de  l'équation 

x?  -\-  "ip.r^  -4-  3  qv  -[-  r  =  G 

sont  séparées  par   les  deux  racines  commensurables  des 
deux  équations  du  premier  degré 

(7)  -ziq  ~  p^)x -k-  r  ~  pq  =z  O. 

On  peut  tirer  de  là  la  condition  de  réalité  des  racines 
de  l'équation.  Pour  plus  de  commodité,  décomposons  le 
polynôme  dérivé  en  somme  de  carrés,  l'égalité  (a)  peut 
se  mettre  sous  la  forme 

(S)     [  ■^'+3/7j:^+3yx  +  r  =  [(x-t-^)'^—  [p- —  q)]{^ -^  p) 
\  +2(9 — p'')x-\-r — pq. 

La  substitution  d'un  nombre  quelconque  dans  les  deux 
membres  de  l'égalité  [d]  donnant  des  résultats  identiques, 
nous  ferons  nos  substitutions  dans  le  second  membre. 

Deux  cas  doivent  être  distingués,  suivant  que  la  racine 
de  l'équation  [y]  est  plus  grande  ou  plus  petite  que  celle 
de  l'équation  (j3). 

Première  hypothèse  : 

'-"  >-P- 


l{p'~q) 

Pour  que  les  trois  racines  soient  réelles,  dans  ce  cas,  il 
faut  et  il  suffit  que   la   substitution   de   —, —    fasse 

^  2(/>'  —  q\ 
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preadrc  au  premier  membre  de  l'équation  le  signe  — ,  et 
que  la  substitution  de  — p  lui  fasse  prendre  le  signe  -f-; 
les  conditions  de  réalité  sont  donc 

(2)  l[p^—  <j)  p  ^  r—  pq':>o. 

Or,  d'après  l'hypothèse,  il  suffit  que  le  premitr  facteur 
de  l'inégalité  (i)  soit  négatif,  pour  que  les  inégalités  (i) 
et  (2)  soient  satisfaites;  car,  s'il  en  est  ainsi,  le  premier 
membre  de  l'inégalité  (i),  produit  de  deux  nombres  de 
signes  contraires,  est  négatif,  et  comme,  forcément, 
p^  —  q  est  positif,  l'inégalité  (2)  devient  conséquence 
de  l'hypothèse  par  des  opérations  permises.  Donc  la  seule 
condition  nécessaire  et  suffisante  dans  ce  cas  est 

Seconde  lifypothèse  : 

'-'"•  <-P- 


•^{P'~l. 


On  verrait  de  même  que,  dans  ce  cas,  les  conditions  de 
réalité  sont 

(4)  ^(y—  9)P  +^ — P7<,o- 

En  raisonnant  comme  on  l'a  fait  dans  la  première  hy- 
pothèse^ on  leconnaîtrait  qu'il  suffit  encore,  dans  ce  se- 
cond cas,  que  le  premier  facteur  de  l'inégalité  (3)  soit 
négatif,  pour  que  les  inégalités  (3)  et  (4)  soient  satis- 
faites. 
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Donc,  dans  tous  les  cas,  la  condition  unique,  nécessaire 
et  suffisante  pour  que  les  trois  racines  de  l'équation 

x^  -h  3px'^  4-  3  (/.z-  -H  /•  =  o 
soient  réelles,  est  exprimée  par  l'inégalité 

[/■  —  pq  ^' 

qu'on  peut  mettre  sf)us  la  Ibrme 

{r  —  3pf/-h  ■^p'y~iip'  —  qy<o. 

m.  Prenons,  en  deuxième  lieu,  l'équation  complète 
du  quatrième  desjré 

Divisons  encore  le  premier  membre  par  son  polvnôme 
dérivé,  nous  aurons  un  quotient  du  premier  degré  et  un 
reste  du  second,  et  nous  pourrons  écrire  l'égalité 

.r» -+-  ^px^  4-  6 ^.t'  -f-  4 '"•^  +  -y  =  ( -ï"^  ■+-  3  px'^  H-  3 q.v  -i^  r)(3c  -{- p) 

H- 3  (7  —  />')^^+  3(r — pq)x 
-4-  i^  —  pr. 

L'application  de  notre  théorème  établit  que  les  racines 
de  l'équation  du  quatrième  degré  sont  séparées  par  la  ra- 
cine commensurable  de  l'équation  du  premier  degré 

X  -\-  p  =:  O, 

et  par  les  deux  lacines  de  l'équation  du  second  degré 

3  [q  —  p')  j:'-4-  3  [r  — pq)x  -h  s  —  pr^=.  o, 

supposées  réelles. 

La  substitution  de  ces  trois  nombres,  rangés  par  ordre 
de  grandeur,  dans  le  polynôme  premier  membre  de  l'é- 
quation du  quatrième  degré,  conduit  donc  à  la  séparation 
des  racines.  On  peut  éviter  la  substitution  des  deux  ra- 
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cines  de  l'équation  du  second  degré,   qui  peuvent  être 
incommensurables^  au  moyen   d'une  nouvelle  division. 
Posons,  pour  abréger  l'écriture, 

SI*?— /'')  =  «. 

Z{r—pq)=b, 

s  —  pr  =z  c; 

divisons  le  premier  diviseur 

.r'  -f-  S/'.r'  H-  3  ^x  +  r 
par  le  reste 

ax--^  bx  -t-  c, 

nous  obtiendrons  un  quotient  du  premier  degié  que  noils 
représenterons  par  Q,  et  un  reste  du  premier  degré  que 
nous  représenterons  aussi  par  ax-\-  [6.  D'après  ces  con- 
ventions, on  a 

x^-h  3px^-\~  3qx  -h  r=  (ax^-h  bx  -^- c)  Q-\-  a.x  +  ^, 

et  l'égalité  résultant  de  notre  première  division  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

X*  -\-  ^px^-\-  6q.T^  -\-  ^rx-\-s  =  [ax^ -\- b.v  -\- c)[{  x -h p) Q^-h  i] 

+  {x-hp){oLX-hp). 

Il  nous  suffit,  pour  effectuer  la  séparation,  de  connaître 
les  signes  pris  par  le  second  membre  de  la  dernière  égalité, 
quand  on  y  remplace  la  variable  x  par  l'une  des  ra- 
cines de  l'équation 

ax^  -\-  bx  -\-  c  =  o  f 
supposées  réelles,  ou  par  la  racine  de  l'équation 
X  -{-  p  ^  o. 

La  connaissance  de  ces  signes  est  facilement  acquise 
par  celle   de  l'ordre  de  grandeur  des   racines  des   trois 
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équations 

ax^  -\-  bx  -\-  c  :=.  o^ 

.r-hp  =  0, 

a.x  H-  p=  o; 

et  cet  ordre  de  grandeur  est  déterminé,  soit  par  la  sub- 
stitution, dans  le  premier  membre  de  la  première,  des 
racines  des  deux  dernières,  soit  parla  comparaison  de  ces 
racines  avec  la  demi-somme  des  racines  de  la  première. 

1\'.   Considérons,  comme  dernier  exemple  particulier, 
l'équation  complète  du  cinquième  degré  représentée  par 


Multiplions  son  premier  membre  par  le  binôme  x  —  a, 
dont  nous  laissons  momentanément  le  second  terme  in- 
déterminé, et  divisons  le  produit,  qui  est  du  sixième 
degré,  par  la  dérivée  du  polynôme  F  (a:)  qui  est  du  qua- 
trième. Nous  obtiendrons  un  quotient  du  second  degré, 
et  un  reste  du  troisième.  On  doit  remarquer  que  le  coef- 
ficient indéterminé  a,  ne  figurant  qu'au  premier  degré 
dans  les  coefficients  du  dividende,  et  n'entrant  pas  dans 
ceux  du  diviseur,  les  coefficients  du  quotient  et  du  reste 
ne  peuvent  le  contenir  qu'au  premier  degré  -,  on  pourra 
donc  en  disposer  de  manière  à  rendre  nul  le  coefficient 
du  terme  en  x^  dans  le  reste.  Supposons  qu'on  ait  déter- 
miné a  d'après  cette  condition,  et  représentons  le  quo- 
tient et  le  reste  respectivement  par 

ax^  -h  bx  -\-  c,      a'x-'  -+-  b'x  -+-  c'  ; 

après  avoir  remplacé  a  par  sa  valeur,   on  aura  l'égalité 

{x  —  a)F(.r)  =  F'(a;)(aj:'  ^  bx  -^  c)  -t-  a'x'  -+-  b'x  -+-  c' . 

D'après    notre    théorème,    les    racines    de   l'équation 
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F  {x)  =  o  seront  séparées  par  les  racines  réelles  des  deux 
équations  du  second  degré 

ax'  -+-  bx  -\-  c  =^  o, 
a' x'  -H  h'x  H-  c'  =  o. 

Si,  par  une  nouvelle  division,  on  donne  à  F'(.r)  la  forme 

T[x')  =:  [a!  X'  +  b' X  -f  c')Q-f-  mx  -h  n, 

l'égalité  résultant  de  la  première  division  pourra  s'écrire 

{x  —  a)  F(a7)=:(a'.r2  -h  /^'.r  4-  c')[(az'-f-  /;x  -f  r)Q  +  i] 
H-  (  wjr  -4-  rt  )  (  o JT-  H-  ^.r  -I-  c  j . 

Il  suffira  alors  de  connaître  l'ordre  de  grandeur  des 
racines  réelles  des  équations 

«  .r'  +  6  a:  -h  c  =  o, 

o! x}  -t-  V x  +  c'  =  o, 

mn  -t-  //  =  o, 

X  —  a  =;  o, 

pour  pouvoir  assigner  le  signe  du  second  membre  et  celui 
du  facteur  x — a  qui  figure  au  premier  membre,  quand 
on  substituera  dans  les  deux  membres  l'une  des  racines 
des  deux  équations 

«.r^  H-  bx  -\-  c  r=  o, 
a'x"^  -4-  b'x  -f-  c'  1=  o. 

On  en  conclura  le  signe  de  F(x)  pour  ces  valeurs,  et  la 
séparation  sera  effectuée. 

Remarque  1.  —  On  pourrait  craindre  que  le  coefficient 
de  la  variable  auxiliaire  a  ne  fût  nul  dans  le  terme  du 
troisième  degré  qu'on  veut  détruire  dans  le  reste,  mais  on 
vérifie  facilement  par  le  calcul  que,  s'il  en  est  ainsi;,  en 
divisant  simplement  F(j:)  par  sa  dérivée,  sans  introduire 
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au  dividende  le  facteur  x  —  a,  le  reste  se  réduit  au 
second  degré. 

Remarque  II.  —  L'indétermination  de  la  variable 
auxiliaire  a  permet  de  faire  disparaître  un  ternie  quel- 
conque du  reste  ;  et  si,  par  exemple,  on  trouvait  pins  con- 
venable de  réduire  à  zéro  le  terme  indépendant  du  reste 
du  troisième  degré,  on  pourrait  séparer  les  racines  de 
l'équation  F  [x]  =  o  au  moyen  de  celles  d'une  équation 
du  second  degré,  et  de  celles  d'une  équation  du  troisième 
degré  admettant  la  racine  zéro. 

V.  Nous  allons  maintenant  établir  qu'on  peut,  par  le 
moyen  de  notre  théorème,  ramener  la  séparation  des  ra- 
cines des  équations  dont  le  degré  ne  surpasse  pas  am  -+-  i 
à  celle  des  racines  d'un  système  de  quatre  équations  dont 
les  degrés  ne  surpassent  pas  m,  problème  qui  doit  être 
considéré  comme  résolu. 

Considérons  d'abord  l'équation  de  degré  a//* 

Divisons  son  premier  membre  par  le  polynôme  dérivé 
F'(a:),  nous  aurons  un  quotient  du  premier  degré  que 
nous  représenterons  par  ax  -\-  i>,  et  un  reste  du  degré 
im — 2,  représenté  par  Y^[x).  D  après  cela  on  peut 
écrire  l'égalité 

¥  {x)  =  [ax  +  b)Y'  [œ)  -ï-  Y  y[a:). 

Multiplions  Fj  [x)  par  un  polynôme  du  degré  m  —  2  à 
coefficients  indéterminés 

/(.r  )  =  jr"-'  -f-  /j.r™-'  +  .  .  .  +  f . 

Le  produit /(j:)  Fi(j;)  est  du  degré  Zni  —  4;  divi- 
sons-le par  F' [x )  dont  le  degré  est  ini  —  i ,  le  quotient 
sera  du  degré  m  —  3.  et  le  reste  du  degré  im —  2.  Mais, 
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en  disposant  convenablement  des  m  —  2  coefficients  in- 
déterminés de/(.r),  qui  ne  figurent  qu'au  premier  degré 
dans  ceux  du  reste,  on  pourra  faire  disparaître  les  m  —  2 
premiers  termes  de  ce  reste,  dont  le  degré  sera  ainsi  réduit 
à  m.  Représentons  par  'i'(x),  ^{x),  Fg(j?)  ce  que  de- 
viennent respectivement^  (x),  le  quotient,  et  le  reste  de 
notre  division,  quand  nous  y  aurons  remplacé  les  coeffi- 
cients indéterminés  de  f{oc)  par  les  valeurs  que  nous 
venons  de  définir;  nous  aurons  les  deux  égalités 

F(^)  =  {ax-hb]  ¥'{x)  +  F,(t), 

Multiplions  les  deux  membres  de  la  première  par  Q5(.r), 
et  ajoutons-les  membre  à  membre  en  posant 

[ax  ^  b)^[x)  -i-4^(.r)=F3(x), 
nous  aurons 

<f{x)Y{x)z=zY,{x)r{x)-hY,[x). 

Les  racines  de  l'équation  F(.r)  =  o  sont  séparées  par 
celles  des  deux  équations 

F.(-^)  =  o, 
F3(.r)=o, 

dont  les  degrés  respectifs  sont  m  et  m  —  i .  Cette  sépara- 
tion sera  effectuée  quand  nous  connaîtrons  les  signes  que 
prend  F(.r)  parla  substitution  à  la  place  de  x  des  racines 
des  deux  équations  précédentes.  Divisons  maintenant 
F'(.r)  par  ^^{x)^  désignons  le  quotient  par  Q  et  le  reste 
du  degré  ni  —  i  par  Y,,[x)^  nous  en  conclurons 

F'(a:)  =  F,(j:)Q-fF,(x), 
ç(;r)F(.r^  =  F,(,r)[QF,(x)-+-i]  +  F,(x)F.(x). 
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D'après  la  dernière  égalité,  il  suffit,  pour  connaître  les 
signes  que  prend  F(x)  quand  on  y  substitue  les  racines 
des  deux  équations 

F2(j:)=0, 
F,{x)  =  G, 

de  ranger  par  ordre  de  grandeur  les  racines  des  quatre 

équations 

F,(.r)=3  0, 

F,{x)=:  O, 

Fi{.T)  =  o, 
<j,(.r)  1=  o; 

ce  qui  peut  toujours  être  fait,  puisqu'on  peut  séparer  les 
racines  de  ces  équations  et  en  approcher  autant  que  l'on 
voudra. 

En  second  lieu,  si  l'équation  est  du  degré  2  m  4-  i,  un 
raisonnement  entièrement  analogue  conduit  aux  mêmes 
conclusions  5  il  n'y  a  de  différence  à  noter  que  sur  les 
degrés  des  polynômes  remplaçant  f{r)  et  ¥s[x),  qui 
seront  respectivement  augmentés  d'une  unité  et  devien- 
dront m  —  I  et  m. 

Remarque  I .  —  De  même  que  dans  l'article  précédent, 
il  se  pourrait  que  quelques-uns  ou  même  la  totalité  des 
coefficients  de/(a:),  dont  on  veut  disposer  pour  réduire 
au  degré  m  le  reste  de  la  division  de  f[x)  F,  [x]  par 
F'(.r),  prissent  des  "valeurs  infinies.  Voyons  ce  qui  se 
passerait  dans  ce  cas.  Observons  d'abord  que  cette  cir- 
constance ne  peut  se  présenter  qu'en  établissant  entre 
les  coefficients  de  Fi(j^)  des  relations  particulières,  et 
qu'elle  ne  peut  avoir  lieu  tant  que  ces  coefficients  res- 
tent quelconques  et  indépendants  les  uns  des  autres. 
Considérons  un  polynôme  quelconque  du  même  degré 
que  F,  (  x),  soit  y^{x)\  les  coefficients  de  x{oc)  éiant  abso- 
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lument  arbitraires,  on  peut  en  disposer  de  manière  que 
des  valeurs  convenables  et  finies  des  coefficients  de^  (x) 
réduisent  au  degré  m  le  reste  de  la  division  de  J(x)  xi^') 
par  F'  [x).  Représentons  ce  reste  du  degré  m  par  '/^\{x), 
nous  aurons  l'égalité 

^i{x)  et  y^i{x)  ne  renfermant  les  coefficients  àej^[x) 
qu'au  premier  degré  ;  si  nous  faisons  tendre  les  coeffi- 
cients de  )(^  [x]  vers  ceux  de  Fi  (x),  d'après  une  loi  quel- 
conque, les  coefficients  de/^(x)  varieront,  et  un  ou  plu- 
sieurs d'entre  eux  croîtront  indéfiniment.  Soit  /•  celui 
d'entre  eux  qui  tend  vers  l'intini  de  Tordre  le  plus  élevé; 
divisons  par/'  les  deux  membres  de  l'égalité  (i)  avant  de 
faire  tendre  les  coefficients  de  xi^)  ^^^^  ceux  de  Fj  (x), 
nous  aurons 

(.)         /^;,(.)  =  Fwi^  +  ^. 

r  r  r 

Si    maintenant  nous  faisons    tendre    les   coefficients  de 

y^^x)  vers  ceux  de  F,  (a:),  le  quotient  ^  tendra  vers  un 

polynôme  de  degré  inférieur  à  celui  de^  (.r  ,  mais  dont 
tous  les  termes  ne  pourront  se  réduire  à  zéro.  Les  quo- 

tients  — et  ne  peuvent  se  réduire  qu'à  des  degrés 

r  r  ^  1  ^ 

respectivement  moindres  que  ceux  de  tpi  ^.x^)  et  'X\{x)\ 
donc,  dans  ce  cas,  il  suffira  de  multiplier  Fi(j;)  par  uu 
polynôme  de  degré  inférieur  à  /«  —  2,  pour  qu'en  divi- 
sant le  produit  [)ar  F'(j:)  on  obtienne  un  reste  dont  le 
degré  ne  surpasse  pas  ni. 

On  peut  observer  que,  dans  ce  cas,  la  somme  des  degrés 
des  équations  dont  les  racines  séparent  les  racines  de  la 
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proposée  est  inférieure  de  plus  d'une  unité   à  celle  de 
cette  équation;  donc  elle  a  des  racines  imaginaires. 

Remarque  II.  —  Nous  croyons  avoir  établi  ainsi  d'une 
manière  rigoureuse  que  la  séparation  des  racines  d'une 
équation  dont  le  degré  ne  surpasse  pas  iin  -\- \  peut  se 
ramener  à  la  séparation  de  celles  de  quatre  équations  dont 
les  degrés  ne  surpassent  pas  ni  ;  mais  ce  n'est  peut-être  pas 
le  moyen  le  plus  avantageux  d'appliquer  notre  théorème, 
la  généralité  de  sa  forme  permet  d'en  modifier  l'usage. 
Sij  par  exemple,  nous  représentons  par  Qi  le  quotient  de 
la  division  de  F'(a:)  par  Fj  (a:)  et  par  ^^  (a:)  le  reste  de 
cette  opération,  nous  pourrons  donner  à  l'égalité 

F(jr)  =  (rt.r  +  é)F'(j:)H-F,(x) 
la  forme 

F  [x)  =  F,  {x)[ia.x  +  ^>)  Q,  +  i]  +  (  «X  +  &)/,  (.r)  ; 

et,  en  répétant  un  raisonnement  déjà  fait,  on  voit  qu'il 
suffit,  pour  effectuer  la  séparation  des  racines  de 
F(x)  =  o,  de  ranger  par  ordre  de  grandeur  les  racines 
réelles  des  trois  équations 

F,(a:)=:o, 

/(.r)  =  o, 

ax  4-6  =  0. 

Les  degrés  des  deux  premières  sont  inférieurs  de  deux 
ou  trois  unités  à  celui  de  l'équation  proposée-,  celui  de  la 
dernière  est  i;  donc  il  suffit,  pour  séparer  les  racines  d'une 
équation,  de  savoir  séparer  celles  des  équations  dont  le 
degré  est  inférieur  d'au  moins  deux  unités.  On  peut  ainsi 
se  dispenser  de  l'usage  des  coefficients  indéterminés. 

VI.  Le  moyen  de  séparation  que  nous  venons  d'exposer 
s'applique  avec  succès  à  quelques  exemples  que  nous 
allons  successivement  examiner. 
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i"  L'équation  trinôme 

.%"'  -\-  p  x"  -\-  q  =^  O . 

On  sait  que  les  racines  de  celte  équation  sont  séparées  par 
celles  de  la  dérivée,  ce  qui,  du  reste,  peut  se  déduire  de 
noire  théorème  en  y  faisant  (^(x)  identiquement  nulle, 
elf{x)  égale  à  un;  mais  on  peut  aussi  poser  les  égalités 

x"'  +  p.T"  +  <7  =r  —  f/wx'""'  +  npx''~^  )  +  (  ' 1  P^'':"  +  Q 

w  \         rn  J 

.V  ,  ^         (  m  \ 

z=  -  (mx"'-'  H-  npx"^^)  — i      .r"'  -\-  a. 

n  \n  j 

Les  racines  de  l'équation  sont  donc  aussi  séparées  par  le 
nombre  zéro,  joint  aux  racines  de  l'une  des   équations 

binômes 

[m  —  n) px"  -+-  mq  =  o, 

(m  —  n)  .x"'    —  «^  z=z  o. 

2°  L'équation  à  quatre  termes  dans  laquelle  les  expo- 
sants de  la  variable  forment  une  progression  arithmétique 
dans  trois  des  termes,  et  qui  est  de  l'une  des  formes 

x"'  H-  ax^-''  -f-  bx-^-^''  -H  c  =  o, 
x"  -+-  ax^''     -T-  bx''        H-  c  =  o. 

Dans  le  premier  cas,  les  racines  de  l'équation  dérivée  qui 
peuvent  être  obtenues  séparent  les  racines  de  l'équation. 
Dans  le  deuxième  cas,  on  a  l'égalité 

.r"  H-  ax^''  -{-  b  x""  -h  c 

X  . 
=  -  [fix"-^  -+-  "Xraxy-^  -f-  rb.T'—^) 

''  1 

Les  racines  sont  séparées  par  le  nombre  zéro,  joint  aux 
Ann,  de  Malhémai.,  2*  série,  t.  XI.  (Seplembre  1872.)  2'y 
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racines  de  l'équation  résoluble 

a  {n  —  Q.r),T-''  -\-  b{n  —  r)ar'"  -4-  c  =  o. 

On  doit  remarquer  que  Tordre  de  grandeur  de  l'expo- 
sant n  par  rapport  aux  autres  est  indifférent. 

3°  L'équation  à  quatre  termes  dans  laquelle  la  somme 
des  exposants  des  termes  moyens  est  égale  à  celle  des 
exposants  des  ternies  extrêmes 

F  {3:)  ^jf  -h  a.T"'-''  4-  bx''  +  f  =  o. 

Divisant  le  produit  [x'' — a)F(x)  par  F'{x),  et  dispo- 
sant de  a  de  manière  à  rendre  nul  le  coefficient  du  terme 
en  x'""'"  dans  le  reste,  on  obtient  un  quotient  binôme  et 
un  reste  de  la  forme 

a^-'"  -h  fj  x'  -h  y  =^  O  ; 
la  Question  est  donc  résolue. 


RECHERCHES  ANALYTIOIES 

sur  la  surface  du  troisième  ordre  qui  est  la  réciproque  de  la  surface 
de  Steiner 

(sDite,  voir  même  tome.  p.  33;]; 

Par  m.  LAGUERRE. 


18.  Je  ferai  encore  quelques  remarques  sur  les  propo- 
sitions précédentes. 

Par  tout  point  M,  pris  sur  la  surface  9C,  passent  deux 
cubiques  appartenant  à  l'asymptotique  Z  ;  ces  deux 
courbes  définissent  parfaitement  le  point' M,  dont  on 
peut  ainsi  fixer  la  position  sur  la  surface  par  les  valeurs 
des  paramètres  t  et  t'  des  points  de  Z  qui  sont  les  som- 
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mets  des  cônes  touchant  la  surface  suivant  les  cubiques 
considérées. 

En  un  point  (/,  t')  de  DC,  l'équation  du  plan  tangent  est 

Ca  =  t''{nt^  +  Q.btT  -+-  CT-]  4-  -zt'z'ibt-  ^  octz  -^  (h-) 

4-  T''{ct''  +  2r//T  H-  ct'^  j  :^  o  ; 

on  voit  ici  apparaître  rémanant  principal  de  a;  les  deux 
autres  émanants 

C'=t'{a(=-i-3brz-\-3c(r'-\-dz')  +  r'{bt^-i-3cl'7-.-3Htr'-i-e'z'} 

et 

C  =  e[at"  ~  Zbt"-:'  —  3c/'t'=  +  dr'') 

-h  t(  bl'^  +  3c/"t'  +  ?>dtr''  H-  6'^) 

représentent,  comme  nous  l'avons  vu,  les  plans  passant 
par  le  point  (i,  t')  et  les  tangentes  [t)  et  (/'),  ou  encore 
les  plans  t)sculateurs  des  cubiques,  appartenant  à  l'asym- 
ptotique  Z,  qui  se  croisent  au  plan  considéré. 

Le  plan  tangent  au  point  (/,  t')  passe  évidemment  par 
les  deux  points  [l]  et  [l'). 

Il  serait  facile  d'exprimer  en  fonction  des  paramètres  t 
et  t'  les  coordonnées  du  point  (/,  /')  ;  mais  je  laisse  de 
côté  cette  reclierche,  qui  me  sérail  inutile  en  ce  moment. 

III.  —  Sur  les  lignes  iiodales  des  surfaces  développahles 
dont  les  nsjniptotiqaes  sont  les  arêtes  de  rebrousse- 
inenl  {*). 

19.  La  surface  développable  cD,  dont  la  sextique  Z  est 
l'arête  de  rebroussemenl,  a  pour  ligne  nodale  une  quar- 
tique  3L  dont  il  est  facile  d'obtenir  les  équations. 


(*)  On  sait  {voir  Caylev,  loc.  cit.)  que  ces  lignes  nudales  sont  des 
courbes  du  quatrième  ordre  et  de  seconde  espèce  (c'est-à-dire  par  les- 
quelles on  ne  peut  faire  passer  qu'une  seule  surface  du  second  ordre); 

27. 
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Pour  tout  point  de  cette  courbe,  réquation 
u  =  o 

a  deux  couples  de  racines  égales  5  elle  est  donc  définie 
par  le  système  d'équations 

ac  —  h''        ad — bc        ae-f-7.bd — 3c^         be  —  cd        ce  —  d^ 


a  ib  6  r  id  e 

d'où  Ton  déduit,  en  vertu  de  l'identité 

as,  —  ^b(^  -{-  ÇiC'j  —  \dp  -i-  ea  :=:zo, 
e{ac  —  i')  —  i3{ad  —  bc)  -j-  y(ae  H-  12.  bd  —  3c^) 

—  2p{be  —  cd)  -+-  ol{cc  -h  d^)  =  o. 

Telle  est  l'équation  de  la  quadrique  ^,  qui  contient  la 
ligne  nodale  ;  en  conservant  les  notations  du  ^  I,  on  voit 
que  cette  équation  est 

h  =  o. 


dans  tout  ce  qui  suit,  je  les  appellerai,  pour  abréger,  simplement  quar- 
tiqiies,  en  réservant  le  nom  de  biquadratiques  aux  courbes  du  quatrième 
ordre  qui  résultent  de  l'intersection  de  deux  surfaces  du  second  ordre. 
J'appellerai  de  même  sextiques  les  courbes  du  sixième  ordre  et  de  qua- 
trième classe  qui  sont  les  asyniptotiques  de  la  surface  réciproque  delà 
surface  de  Steiner.  [^es  sextiques  sont  les  réciproques  des  surfaces  déve- 
loppables  qui  ont  des  quartiques  pour  arêtes  de  rebroussement. 

Les  paragraphes  qui  suivent  peuvent  être  considérés  comme  un  cha- 
pitre partiel  de  la  théorie  des  quartiques  et  des  sextiques. 

A  ce  sujet,  il  ne  sera  peut-être  pas  inutile  d'indiquer  le  sens  géomé- 
trique des  deux  équations 

i  =  o    et  y  =  0. 

Relativement  à  la  surface  de  Steiner,  elles  donnent  lieu  aux  deux  pro- 
positions suivantes  : 

I.  Etant  donnée  une  quartique,  V enveloppe  des  plans  qui  coupent  cette 
courbe  en  quatre  points  équiharinoniques  est  la  surface  du  second  ordre 
que  l'on  peut  mener  par  la  quartique. 

II.  Étant  donnée  une  quartique ,  l'enveloppe  des  plans  qui  coupent 
cette  courbe  en  quatre  points  harmoniques  est  la  surface  de  Steiner  dont 
cette  quartique  est  une  asjmptotique. 
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D'après  le  tableau  A,  l'équation  générale  des  quadri- 
ques  i^.,  contenant  les  nodales  relatives  aux  diverses 
asymptotiques  de  la  surface,  sera  donc 

pi9/  +  ()>9  H-  (ipi  )  h  -^-  Ip k  =  o, 

le  rapport  fz  :  1  étant  lié  au  rapport  p  ;  9  par  la  relation 

a  2  0  (  3jo  a  —  /„  ô  ) 


'o^ 


3ô^' 


Toutes  ces  quadriques,  ainsi  que  les  quadriques  S^,  sont 
comprises  dans  le  réseau  (/,  k,  k). 

20.  On  peut,  par  une  quartique  donnée  5b,  faire  passer 
une  infinité  de  surfaces  réglées  du  troisième  ordre.  Pre- 
nons, en  effet,  arbitrairement  une  corde  de  cette  courbe, 
c'est-à-dire  une  droite  s'appuyant  sur  elle  en  deux  points  ; 
tout  plan  passant  par  cette  corde  fixe  rencontre  de  nou- 
veau la  courbe  en  deux  points.  Le  lieu  des  cordes  mobiles 
qui  les  joignent  est  évidemment  une  surface  réglée  du 
troisième  ordre  ayant  la  corde  fixe  pour  ligne  double. 

Il  est  facile  d'obtenir  l'équation  de  cette  surface. 

A  cet  effet,  je  considérerai  le  covariant  du  sixième 
degré  de  u 

L=  («'r/-+-  3b'  —  3rtôc)<«  -4-.  .  . 

(on  sait  que  tous  ses  coefficients  s'annulent  pour  les  points 
de  la  ligne  nodale)  et  l'émanant  principal  de  L 

,  d'L       ^  ,    ,  d'L         ^  ,  ,    (PL  ,  d^L 

dt^  dt'dT  dtdx^  dr^  ' 

l'équation 

représente  une  surface  du  troisième  ordre  qui  contient 
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Ja  qnartiqne  -Jb;  il  est  facile  de  voir  que  celte  surface  est 
réglée. 

On  a,  en  effet,  en  conservant  les  notations  précédentes 
et  en  posant,  pour  abréger, 

a'  =  m''  4-  4  f'(''r'  +  6ct''z"  ^  ^dt'z''  +  czt' , 

Tidentité  suivante 

uO—  u' C'^  =  {tr'  —  t' zYLo  {*); 

d'où  l'on  voit  que  l'équation  de  la  surface  peut  se.  mettre 
sous  la  forme 

uC^  —  u'  C-  =  G, 

équation  d'une  surface  réglée  dont  les  diverses  généra- 
trices sont  données  par  le  système  simultané  d'équations 

u  =  \-u'     et     C'  =  1C, 
où  X  désigne  un  paramètre  arbitraire. 


(*)  Sur  celte  identité,  voir  (^Bulletin  de  la  Société  Philomathique  et 
journal  l'Institut,  mars  1872),  ma  Note  sur  les  covariants  doubles  des 
formes  binaires. 

La  proposition  fondamentale  relative  aux  covariants  doubles  peut 
s'énoncer  ainsi  : 

Etant  donné  un  système  quelconque  S  de  formes  binaires,  tout  co- 
variant  double  de  ce  système  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(A)-r-(B)&)-i-  (C)  &)--;-.  .  .  ; 

(A),  (B),. .  .  désignant  des  émanants  des  formes  A,  B,  et  ces  formes  étant 
elles-mêmes  des  covariants  du  système  S;  w  représente  le  covariant 
double  général 

xj'—yx'. 

Depuis  la  publication  de  la  Note  dont  je  viens  de  parler,  j'ai  reconnu 
que  M.  Clebsch  s'était  appuyé  sur  la  même  proposition  dans  son  ouvrage 
sur  les  formes  binaires;  je  crois  toutefois  pouvoir  faire  remarquer  à  ce 
sujet  que,  dès  1860,  je  l'avais  communiquée  à  M.  Hermite  en  lui  faisant 
connaître  les  premiers  principes  d'une  nouvelle  théorie  des  formes  bi- 
naires qui  est  restée  inédite. 
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21 .  Les  équations  de  la  droite  double  de  cette  surface 

sont 

C  =  o     et     o'  =r  o, 

et  telle  est  l'équation  générale  (renfermant  deux  para- 
mètres arbitraires  t.  et  t' )  des  cordes  de  la  quartique. 
La  seconde  directrice  rectiligne  de  cette  surface  a  pour 

équations 

//  -    o     et     m'  =:  o. 

Si  l'on  convient  d'appeler  droite  appartenant  à  une 
développable  les  droites  qui  résultent  de  l'intersection 
de  deux  plans  tangents  à  cette  développable,  on  peut  donc 
énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  V.  —  Étant  donnée  une  quartique  quel- 
conque, cette  courbe  est  la  ligne  nodale  d^une  surface 
développable  du  sixième  ordre  et  de  la  quatrième  classe; 
par  toute  droite  appartenant  à  cette  surface  dévelop- 
pable  et  la  quartique,  on  peut  faire  passer  une  surface 
réglée  du  troisième  ordre. 

22.  L'équation  générale  des  surfaces  réglées  du  troi- 
sième ordre  passant  par  la  quartique  9t>  peut  se  mettre 
encore  sous  une  autre  forme  remarquable,  et  qui  résulte 

de  Tidentité 

{^t'  -/'T)Lo  =  Kli' —  «'H; 

d'où  l'équation 

Il  H'  —  «'  H  =  o 

et  la  conséquence  sui\anie  : 

La  courbe  d'intersection  de  deux  cônes  quelconques 
appartenant  à  V asjmptoliqiLe  Z  et  la  quartique  X  sont 
situées  sur  une  même  surface  réglée  du  troisième  ordre. 

Cette  même  surface  réglée  contient  aussi  la  courbe  du 
dixième  ordre  qui  est  l'intersection  (partielle)  des  sur- 


(  424  ) 

faces  développablcs  dont  les  arêtes  sont  les  deux  cubiques 
suivant  lesquelles  la  surface  9C  est  touchée  par  les  deux 
cônes  dont  je  viens  de  parler. 

Ces  deux  surfaces  [zwir  n°  12)  ont,  en  effet,  pour 
équations 

Ju  —  îH  =  o     et     Ju'  —  ?H'  =  G  ; 

en  éliminant  j  et  u,  on  obtient  l'équation  précédente,  ce 
qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

23.  Lorsque  Ton  fait 

t'  =  f, 

les  deux  directrices  rectilignes  des  surfaces  du  troisième 
ordre  se  confondent,  et  Ton  obtient  les  variétés  singu- 
lières signalées  par  M.  Cayley  ( z'o//' Salmon  :  Analytic 
Geometv)   of  tliree  dimensions ^  ^  âAl). 
L'équation  de  ces  surfaces  est  L  =  o. 

24.  Par  la  sextique  Z  et  la  quartique  3b,  on  peut  faire 
passer  une  infinité  de  surfaces  du  quatrième  ordre  dont 
l'équation  est 

3ju  —  2/H  =  o. 

Je  ferai  remarquer  encore,  et  je  reviendrai  plus  tard 
sur  ce  sujet,  que  la  ligne  nodale  SL  est  située  sur  la  sur- 
face de  Steiner  5,  qui  est  la  polaire  réciproque  de  9C  par 
rapport  à  la  quadrique  S. 

IV.  —  Sur  les  poljgones  que  Von  peut  circonscrire 
à  une  sextique  gauche. 

25.  Soit  une  sextique  gauche  Z,  définie  comme  l'arête 
de  rebroussement  de  la  surface  enveloppée  par  le  plan 
variable 

u  =:  at^  -i-  4  ^^^T  -t-  6c/-r-  -h  ^dlr^  H-  <t'  =  o. 
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Supposons  que  les  tangentes,  en  deux  points  [t)  et  [t') 
de  cette  courbe,  se  rencontrent  en  un  point  M  (qui  ap- 
partient nécessairement  à  la  nodale  Db). 

Les  équations  de  ces  tangentes  sont 

nt^  -+-  3b!'-:  -+-  Sr/r^  +  er^  =  o, 
bt^  -f-  3cfz  -+-  SdtT"-  H-  er^  :=  o, 
at''  -+-  3bt''r'  -+-  Sct'r'^  -^-  dr''z=o. 

Ces  quatre  équations  et  réquation  identique 

as  —  46p  +  Gcy  —  4'^''^  -\-  ect.  =  o 

devant  être  satisfaites  pour  les  coordonnées  du  point  M, 
on  obtiendra  la  relation  qui  lie  entre  eux  les  paramètres  t 
et  f',  en  égalant  à  zéro  le  déterminant  de  ce  système 
d'équations. 

La  valeur  de  ce  déterminant  peut  s'obtenir  immédia- 
tement en  remarquant  que  c'est  un  covariant  double  de  w, 
du  premier  degré  par  rapport  aux  coefficients  de  ce  poly- 
nôme, et  du  sixième  degré  par  rapport  aux  variables  ï,  t 
et  aux  variables  t,  t';  en  se  reportant  à  la  note  qui  pré- 
cède le  paragraphe  précédent,  on  voit  immédiatement  que 
ce  déterminant  a  pour  valeur 

^0  désignant  l'émanant  principal  de  w 

en  sorte  que  la  relation  qui  existe  entre  les  paramètres  t 
et  l'  est 

^„  =  o. 

Les  coordonnées  du  point  M  s'expriment  facilement  en 
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fonction  des  paramètres  t  et  f',  et  sont  données  par  le 
système  d'équations 


a 

■2  b 

I         - 

-[t  +  t')        , 

26. 

L'équation 

6c  id 


t2t>l    >      ' 


4^'  +  t"^        —  tt'  [t  -\-  t")        tH 


donne  lieu  à  une  remarque  importante. 

C'est  l'intégrale  de  l'équation  d'Euler  qui  sert  de  base 
à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Doù  la  proposition  suivante  : 

Théokème  ^  I,  —  Si  Von  peut  circonscrire  un  poly- 
gone gauche  à  une  sextique ,  on  peut  lui  circonscrire 
une  infinité  de  poljgones  du  même  nombre  de  côtés. 

Remcirque.  —  Il  est  clair  que,  pendant  que  les  côtés 
du  polygone  roulent  sur  la  sextique,  ses  sommets  décri- 
vent la  quartique  3b. 

On  a  ainsi  un  polygone  mobile  dont  les  sommets  se 
meuvent  sur  une  quadrique,  tandis  que  ses  côtés  enve- 
loppent une  courbe  tracée  sur  une  autre  quadri({ue  *,  c'est 
un  point  particulier  d'une  question  digne,  je  crois,  d'in- 
térêt, et  sur  laquelle  je  reviendrai.  Je  me  suis  déjà  occupé 
du  problème  général  dans  une  communication  faite  à  la 
Société  Philomathique,  en  m'appuyant  sur  l'extension  à 
l'espace  de  la  théorie  de  Jacobi  relative  aux  courbes  planes 
du  second  ordre,  extension  que  j'ai  fait  connaître  dans 
une  Note  présentée  à  l'Institut  sur  V Intégiation  d'une 
ceitaine  classe  d^ équations  différentielles. 

27.  En  particulier,  si  l'on  peut  circonscrire  un  triangle 


(*)  Ici,  pour  simplifier  l'écriture,  j'ai  fait,  comme  je  le  ferai  souvent 
dans  la  suite,  t  ^t'=  i. 
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à  une  sextique  Z,  on  peut  en  circonscrire  une  infinité^ 
en  d'autres  termes,  si  l'on  peut  mener  un  plan  iritangent 
à  la  sextique,  on  peut  lui  en  mener  une  infinité. 
Si  l'on  se  reporte  à  la  relation 

'"^o  =  O, 

on  verra  facilement  que  ce  cas  se  présente  quand  l'on  a 


Comme  l'a  remarqué  M.  Cremona  (*),  cette  relation 
signifie  que  les  quatre  points  cuspidaux  de  Z  sont  en  rap- 
port équiharmonique. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Quand  les  quatre  points  cuspidaux  d'une  sextique 
sont  en  rapport  equihartjio nique,  on  peut  mener  à  cette 
courbe  une  infinité  de  plans  trilangents. 

Je  montrerai  plus  loin  que,  dans  ce  cas,  la  sextique  est 
située  sur  un  cône  du  second  degré. 

28.  La  considération  de  l'équation  S'^  =  o  montre  aussi 
facilement  que  la  condition,  pour  que  l'on  puisse  circon- 
scrire à  la  sextique  Z  un  quadrilatère,  est 


D'où,  en  se  reportant  aux  observations  déjà  citées  de 
M.  Cremona,  la  proposition  suivante  : 

Quand  les  quatre  points  cuspidaux  d'une  sextique 
sont  en  j'apport  harniotiique,  on  peut  lui  circotiscrire 
une  infinité  de  quadrilatères  gauches. 

M.  Caylcy  a  remarqué  (**)  que,  quand  l'on  ayo  =  o, 
la  sextique  est  l'arête  de  rebroussemenl   d'une  suiface 

(*)   Voir  les  Notes  de  !\1.  Cayley  sur  les  torses  sextùjites  déjà  citées. 
(**)  JVoies  sur  les  Corses  sextiques  déjà  citées. 
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développable  circonscrite  à  deux  quadriques  se  touchant 
d'un  contact  simple. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 
Quand  deux  quadriques  ont  entre  elles  un  contact 
simple,  on  peut  circonscrire  une  infinité  de  quadrilatères 
gauches  à  V arête  de  rebroussement  de  la  surface  déve- 
loppable circonscrite  à  ces  deux  quadriques. 

[La  suite  prochainement.^ 


NOTE  SIR  L'ELLIPSE 

An  sujet  de  questions  proposées  dans  les  Nouvelles  Annales  ; 

Par  m.   J.-J.-A.   MATHIEU, 

Chef  d'escadrons  d'Artillerie. 


I. 

Le  théorème  dit  de  Mac-Cullagh^  qu'on  tire  si  facile- 
ment, par  la  méthode  projective,  d'un  théorème  bien 
connu  de  Géométrie  élémentaiie,  apprend  que  : 

1.  Quand  un  triangle  est  inscrit  dans  une  ellipse,  le 
rayon  du  cercle  circonscrit  est  égal  au  produit  des  trois 
demi-diamètres  parallèles  aux  côtés  divisé  par  le  pro- 
duit des  deux  demi-axes. 

Si  l'on  fait  décroître  indéfiniment  les  côtés,  ce  qui 
transforme  le  cercle  circonscrit  au  triangle  en  cercle 
osculateur  à  l'ellipjse,  on  conclut  que  : 

2.  Le  rayon  de  courbure,  en  un  point  quelconque  de 
Vellipse,  est  égal  au  cube  du  demi-diamètre  parallèle  à 
la  tangente  du  point  divisé  par  le  produit  des  deux 
demi- axes. 
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Par  combinaison  des  théorèmes  1  et  2,  on  trouve  sans 
difficulté  que  : 

3.  Quand  un  triangle  est  inscrit  dans  une  ellipse,  le 
cube  du  j'ayon  du  cercle  circonscrit  est  égal  au  produit 
des  trois  rayons  de  courbure  des  points  dont  les  tan- 
gcTites  sont  parallèles  aux  côtes  (*). 

Comme  cas  particulier  du  théorème  3,  on  tombe  sur 
celui  qui  fait  l'objet  de  la  question  1087  [**)  : 

4.  Le  produit  des  rajons  de  courbure  de  r ellipse 
aux  sommets  d\in  triangle  inscrit,  dont  le  centre  de 
gravité  coïncide  avec  le  centre  de  V ellipse,  est  égal  au 
cube  du  rajon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  {***). 


(*)  Cette  proposition  a  été  donnée  par  M.  I'"aure,  dans  son  Recueil  de 
théorèmes  relatifs  aux  sections  coniques,  p.  47- 

(**)  Des  solutions  identiques  nous  entêté  envoyées  par  M.  Gambey, 
professeur  au  lycée  de  Saint-Etienne,  A.  Pellissier,  capitaine  d'Artillerie, 
et  A.  Hilaire,  professeur  au  lycée  de  Douai.  MM.  Moret-Blanc  et  H.  Lez 
ont  également  résolu  la  question. 

(***)  La  proposition  1087  se  déduit  assez  simplement  de  la  proposi- 
tion 1002,  due  à  Sieiner,  et  démontrée  dans  le  tome  X,  2"  série,  pages  460 
et  46a. 

En  effet,  dans  le  cas  actuel,  la  normale  à  Tellipse  au  sommet  A  du 
triangle  ABC  est  dirigée  suivant  la  hauteur  AH  du  triangle.  Si  l'on  prend 
sur  cette  normale,  en  dehors  de  la  courbe,  une  longueur  AK,  égale  au 
rayon  de  courbure  p^  de  l'ellipse  au  sommet  A,  et  qu'on  mène  ensuite 
du  point  K  une  perpendiculaire  KG  sur  le  rayon  OA  prolongé,  on  aura, 
d'après  le  théorème  de  Steiner, 

OA  X  OG  =  «■+  /--•  =  OA--t-  0\1-, 

en  désignant  par  OM  le  rayon  de  l'ellipse  conjugué  de  OA.  Cette  égalité 
peut  s'écrire 

OA  (OA  +  AG)  =  OA"  -(-  OM- , 
et  se  réduit  à 

OA  X  AG  =  0M°-. 

En  observant  que  le  rayon  OA  est  égal  aux  deux  tiers  de  la  médiane 
AD,  l'égalité  précédente  devient 

2ADX  AG  =  30M-; 
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IL 


La  méthode  projectîve  rend  d'une  évidence  intuitive 
le  théorème  suivant  : 

5.  L'ellipse  est  isopérimètre  avec  le  cercle  qui  a  pour 
rayon  la  limite  vers  laquelle  convergent  les  moyennes 
arithmétiques  des  systèmes  de  rayons  qui  répondent  à  la 
division  par  secteurs  équivalents  du  quadrant  d' ellipse, 
c  est-à-dire  des  rayons  qui  correspondent  à  la  division 
régulière  du  cercle  de  projection. 

Le  rayon  de  l'ellipse,  en  fonction  de  l'angle  mesuré 
dans  le  cercle  de  projection,  est 

^j  =  ^a'cos-o  -+-  i'sin^ç; 


mais  Téquation  de  l'ellipse   rapportée   aux   rayons  conjugués  OA,  OM 
donne 

DB=  =  7  0M-, 

4 
d'où 

donc 

oADx  AG  =  BC-. 

Remarquons  maintenant  que,  les  quatre  points  K,  G,  H,  D  appartenant 
à  une  même  circonférence,  on  a 

AD  X  AG  =  AK  X  AH  =  p,  X  AH. 
Il  en  résulte 

2p,  XAH  =  BC-;     2p,  X  AHxBC  =BO;     .]p,xS=hC\ 

en  nommant  S  l'aire  du  triangle  ABC.  De  là   p,  =  y-^- 

On  démontrerait  de  même  que  les  rayons  de  courbure  p,,  p,  au\  som- 

AC^      \W 
mets  B,  C  ont  pour  valeurs  -j^  j   -yrr',  donc 

4  S      4  s 

'AR   AC..BC.\' 


(G.) 
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changeant  ç  en  — j-  a>,  on  trouve  le  rayon  conjugué 


p'  =  sja-  sin'  Vf  -r-  b"^  cos*  cp . 

Il  faut  bien  remarquer  que  la  somme  de  deux  rayons  con- 
jugués croît  avec  l'angle  o,  depuis  zéro  jusqu'à  y-,  car 


p  -f-  p'  :^  y/rt'^cos^©  +  è'sin^ç  H-  y^a-  sin^ij)  -t-  b'  cos-t^ 


Pour  sommer  les  rayons  du  quadrant  d'ellipse,  il  suf- 
firait de  sommer  o  H-  rj  pour   les  valeurs  de  o  croissant 

en  progression  arithmétique  de  zéro  à  y- 

Partageons  cette  somme  de  m  termes,  ou  de  2 m  rayons 
conjugués  deux  à  deux,  en  Ji  souimes  partielles  renfer- 
mant chacune  le  même  nombre  z  de  termes,  ou  aura 
ni  =  nz\  n  sera  un  nombre  entier,  peu  élevé  si  l'on  veut 
éviter  les  calculs  compliqués  ;  quant  à  z,  qui  s'élimine 
de  lui-même,  on  pourra  le  supposer  aussi  grand  qu'on 
voudra. 

Chacune  des  sommes  partielles  restera  toujours  com- 
prise entre  z  fois  son  premier  terme  et  z  fois  son  dernier 
terme,  puisque  p  -f-  p'  croit  avec  o.  Il  résulte  de  là  qu'en 
représentant  par   E  le   périmètre   de  l'ellipse,   on   doit 


^v-y„=-./.+^4'.' 


f'  sm-  — 

2« 


■<'''<\%\j"'-^^'^\J^^'- 


-o'H-  c'  sin' 


Pour    //  =  I ,  on  trouve   les  limites  de  J.  Bernoulli, 
dont  il  est  question  dans  le  même  tome,  p.  280;  pour 
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/?=  2,  3,   .  .  . ,  on  trouve  des  limites  plus  compliquées, 
mais  aussi  beaucoup  plus  exactes,  si  c  est  un  peu  grand. 
Je  terminerai   en  citant  cet  autre  théorème,    auquel 
conduit  aussi  la  méthode  projective  : 

6.  L^ ellipse  est  isopénmètre  avec  le  cercle  qui  a  pour 
rayon  la  limite  uers  laquelle  convergent  les  moj  ennes 
harmoniques  des  sjstèines  de  rayons  qui  répondent  à  la 
division  par  arcs  de  cordes  égales  du  quadrant  de 
V  ellipse. 

D'où  il  faut  conclure  que  les  moyennes  arithmétiques 
du  théorème  5  et  les  moyennes  harmoniques  du  théo- 
rème 6  convergent  vers  la  même  limite. 

COURESPOXDANCE. 

Nous  avons  reçu  de  M.  F.  Siacci,  capitaine  d'Artil- 
lerie dans  l'armée  italienne,  deux  très-intéressantes  Notes, 
l'une  relative  à  la  théorie  des  déterminants  :  Teorema  sui 
determinanti  ed  alcune  sue  applicazioni ;  l'autre  à  celle 
des  polaires  réciproques  :  Intorno  ad  una  transforma- 
zione  simultanea  di  due  forme  quadratiche  ed  alla  conica 
rispetto  a  cui  due  coniche  date  sono  polari  réciprocité. 
M.  Siacci  est  auteur  d'un  Traité  de  balistique  annoncé 
dans  le  Bullettino  du  prince  Balthasar  Boncompagni,  et 
de  plusieurs  autres  Mémoires  et  Notes  dont  l'une,  relative 
au  théorème  de  Fagnano,  est  insérée  au  tome  III  du  même 
Bullettino. 


ERRATUM. 


Page  38 1,  ligne  3o,  au  lieu  de  un  certain  nombre,  lisez  une 
centaine. 
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INTERPRÉTATION  GÉO«ÉTRIQl'E 

de  la  trajectoire  apparente  d'un  projectile  dans  le  vide; 

Par  m.   h.  RESAL. 


Considérons  une  sphère  matérielle  (S)  animée  d'un 
mouvement  de  rotation  uniforme  autour  d'un  dia- 
mètre OZ,  et  douée  de  la  propriété  d'attirer  les  éléments 
matériels  placés  à  distance  suivant  le  rayon  eu  vertu 
d'une  force  constante  dont  nous  désignerons  par  g  l'ac- 
célération. 

Supposons  qu'un  point  m  animé  d'une  vitesse  relative 
initiale  déterminée  par  rapport  à  (S)  décrive  un  arc  de 
trajectoire  assez  petit  pour  que  l'on  puisse  considérer 
comme  constante,  pendant  le  parcours  de  l'arc,  la  di- 
rection de  g. 

Dans  ces  conditions,  Bour,  dans  son  Mémoire  sur  les 
mouvements  relatifs  [Journal  de  M athématiq ues  pures 
et  appliquées  ;  i863),  prouve  que  la  trajectoire  appa- 
rente du  mobile  n'est  autre  que  celle  qui  résulterait  de 
sou  mouvement  sur  une  parabole  du  second  degré,  dont  le 
plan  tournerait  autour  d'un  axe  parallèle  à  OZ,  compris 
dans  le  méridien  du  lieu,  avec  une  vitesse  angulaire  égale 
et  contraire  à  celle  de  la  sphère.  Ce  résultat  est  obtenu 
en  faisant  l'application  des  équations  du  mouvement  re- 
latif auxquelles  Bour  est  parvenu  à  donner  la  forme  ca- 
nonique. 

J'ai  cherché,  immédiatement  après  la  publication  de 
ce  travail,  à  établir  directement  le  théorème  ci-dessus 
énoncé  sans  employer  les  équations  de  la  Mécanique 
analytique,  étendues,  comme  je  viens  de  le  dire,  aux 
mouvements  relatifs,  qui  supposent  la  connaissance  des 

Ann.  de  Mnihcmat.,  2^  série,  t.  XI.  (Octobre  1872.)  28 
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hautes  Matliémaliques,  et  je  ne  suis  pas  arrivé  au  résultat 
ci-dessus  énoncé.  jNous  devions  examiner  ensemble,  Bour 
et  moi,  cette  question,  lorsque  la  mort  est  venue  sur- 
prendre le  savant  géomètre. 

J'avais  perdu  de  vue  le  problème  dont  il  s'agit,  lorsque, 
dernièrement,  j'ai  retrouvé  quelques  notes  qui  remon- 
tent à  huit  ans  environ.  J'ai  pensé  qu'il  ne  serait  pas  sans 
intérêt  d'en  faire  connaître  la  substance  et  de  fixer  défi- 
nitivement un  point  en  litige  des  applications  si  peu 
nombieuses  de  la  théorie  des  mouvements  relatifs. 

Soient  : 

O  le  centre  de  la  sphère  ; 

OX  la  perpendiculaire  à  OZ  dans  le  plan  méridien 
passant  par  un  point  quelconque  i?!^  de  la  trajectoire; 

OY  la  perpendiculaire  en  O  au  plan  ZOX^ 

p  la  projection,  sur  le  plan  de  l'équaleur  YOX,  d'une 
position  quelconque  m  du  mobile  5 

X,  y,  z  les  coordonnées  de  m  parallèles  à  OX,  OY,  OZ  \ 


t^     s 


n  la  rotation  constante  de  (S)  autour  de  OZ  dont  le 
sens  est  supposé  de  la  droite  vers  la  gauche  pour  l'obser- 
vateur couché  suivant  Taxe  en  ayant  les  pieds  en  O; 

Où  l'angle  m^^OTi  formé  par  le  rayon  m^O  avec  OZ,  con- 
sidéré comme  très-sensiblement  égal  à  celui  que  forme, 
avec  le  même  axe,  le  rayon  mO  correspondant  à  une  po- 
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sition  quelconque  m  du  mobile  pour  l'étendue  de  l'arc 
parcouru. 

Si  l'on  considère  aussi  comme  sensiblement  constante 
la  direction  de  g-,  on  devrait,  pour  la  mé:ne  raison,  ad- 
mettre que  l'accélération  centrifuge  ne  doit  varier  ni  en 
grandeur  ni  en  direction.  Cette  restriction  n'ayant  pas 
été  faite  par  Bour,  nous  la  considérerons  d'abord  comme 
non  avenue. 

L'accélération  centrifuge  donne  les  composantes 

n-x     suivant     OX, 
n-y     suivant     OY, 

et  l'accélération  centrifuge  composée  les  suivantes,  en 
partant  de  tliéorèmes  que  j'ai  donnés  dans  mon  Traité 
de  Cinématique  pure. 


dy 
—  2«  —     suivant 
dt 

OX, 

dx 
in  —      suivant 
dt 

OY. 

Il  vient 

donc 

d'x 

——  z=  —  g  sin  M  H-  n-x 

dy 

—  in  — 

dt 

d-'y                            dx 

dt^  =-'y  +  ^%ir 

d^z 

a,.  =     à-os., 

ou 

d-'x              dr 

4-  2«  -^  =r  n-x 

.    dt-                 dt 

—  g  sinw 

1  d^y               dx 

(') 

'.dr-      ^%/,=--^' 

{   d-z 

\  dt'  =  -^^"'"• 

3.8. 
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Les  premiers  membres  de  ces  équations  ne  sont  autres  que 
ceux  des  formules  dites  de  Poisson,  appliquées  au  pôle. 
Ces  équations  ont  pour  intégrales 

Iff  sin  w        ,        ,  ,      „ 

X  —  - — ^-  =  Acos(/?^-f-  a)  +B/cos(«^-f-P), 
^  y=z  kùn[nt  +  y.)  -^'&tûn[nt -^  p), 

s  cosw  ^         „ 

^ t--\-  Ct^  D, 

2 

A,  B,  C,  D,  a,  (3  étant  six  constantes  que  Ton  déterminera 
par  les  conditions  que,  pour  £  =  o,  on  ait 

d.v  ,        dy  ,         dz  , 

x  =  .r.,,     y  =  o,      z  =  z„     ^=-^0,     ^=^o>     ^=^0- 

Mais,  à  l'inspection  des  équations  (2),  on  voit  de  suite 
que  la  trajectoire  ne  peut  pas  être  comprise  dans  un  plan 
tournant  autour  de  l'axe  O'Z'  parallèle  à  OZ,  distant  de 

ce  dernier  de  00'=  ^ — ^-  (OZ'  est  la  position  que  Bour 

assigne  à  l'axe  de  rotation  du  plan  de  sa  parabole). 

Supposons  maintenant,  comme  il  est  convenable  de  le 
faire,  que  l'accélération  centrifuge  soit  considérée  comme 
constante  eu  grandeur  et  en  direction,  et  désignons  alors 
par  g  la  résultante  de  cette  accélération  et  de  l'accéléra- 
tion attractive  de  (S),  O  devenant  le  point  où  sa  direction 
rencontre  l'axe  de  rotation  OZ.  Les  formules  dont  nous 
devrons  faire  usage  ne  seront  autres  que  les  équations  (i), 
dans  lesquelles  nous  négligerons  les  termes  n-x^  ^^Xt  et 
nous  aurons 

'  d\r  dr 

—  g-smw, 

I     m-  lit 

I  d-  \-  d.T 

(3; 
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équations  dont  les  intégrales  sont 

Ix=z  A  cos  (  2  «^  H-  a  )  +  B, 
>r  sinw 


(4: 


2« 
ÉTCOSeo 


/  =  Asin{o.nt  -h  a)  +C  (*), 
D^+  E. 


2 


On  déterminera    les   constantes   A,  B,  C,  D,  E,  a  de  la 

même  manière  que  ci-dessus. 
Posons 

JCi=:  A  cos(  2  nt  -t-  a  ), 
ji=  A  sin(2//f  -|-  a), 


(5) 


£^COSw  ^ 


Xi^ji.,  Zi  seront  les  coordonnées  du  mobile  par  rapport 
à  trois  axes  parallèles  aux  premiers,  et  dont  l'origine  Oj 
a  pour  coordonnées 

(6)  x  =  B,    ^  =  C-^'^,,     ,  =  E. 

2/2 

Le  système  de  ces  trois  derniers  axes  est  aussi  animé 
d'un  mouvement  de  translation  rectiligne  uniforme  pa- 

11  o     >  /-\fr  1       •  S  sinw 

rallele  a  Ui  avec  la  vitesse  " — — • 

2« 

Les  deux  premières  des  équations  (5)  montrent  que  la 
projection  du  mobile  sur  le  planXjOjYj  est  un  point  situé 
à  une  distance  constante  y/A  de  Oj  et  sur  un  rayon  Ojjiz, , 
qui,  en  projection  sur  le  plan  XOY,  tourne  relativement 
au  mouvement  de  (S)  avec  la  vitesse  angulaire  2«  en 


(*)  11  est  facile  de  voir  que,  si  ii  =  o,  les  deux  premières  de  ces  équa- 
tions se  réduisent  à 

t'sinw  „      ,,         -,  ,,,         -., 


M,  M',  N,  N'  étant  des  constantes  arbitraires. 
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sens  inverse  de  celle  n  de  OX,  c'est-à-dire  avec  la  vitesse 
angulaire  n  dans  l'espace  absolu. 

On  peut  donc  dire  que  la  trajectoire  relative  du  mobile 
peut  être  considérée  comme  le  résultat  d'un  mouvement 
rectiligne  uniformément  varié,  parallèle  à  l'axe  de  rota- 
tion de  (S),  dans  un  plan  tournant  avec  une  vitesse  an- 
gulaire égale  et  contraire  à  celle  de  ce  système,  autour 
d'une  parallèle  à  ce  dernier  axe,  elle-même  animée  d'un 
mouvement  de  translation  uniforme  perpendiculaire  au 
méridien  du  lieu. 

Quoique  cette  interprétation  géométrique  soit  loin 
d'être  élégante,  il  ne  m'a  pas  paru  inutile  de  la  signaler. 


SUR  LES  YINGT-HIJIT  TANGEHES  DOUBLES  D'I^'E  COIRBE 
Dll  QUATRIÈME  DEGRÉ; 

Par    m.   ARONHOLD   (*). 


(Traduit  de  l'allemand.  —  Extrait  des  Comptes  rendus  mensuels 
de  l'Académie  de  Berlin;   i864-) 


L'application  de  la  théorie  des  formes  homogènes  du 
quatrième  degré  à  trois  variables  conduit  dans  beaucoup 
de  cas  à  un  problème  dont  l'interprétation  géométrique 
est  la  détermination  des  tangentes  doubles  d'une  courbe 
du  quatrième  ordre.  Dans  les  recherches  de  Steiner  et  de 
M.  Hesse,  publiées  dans  le  tome  XLIX  du  Journal  de 
Crelle,  p.  24.^,  265  et  279,  recherches  qui  renferment  ce 
qui  a  été  publié  d'essentiel  sur  ce  sujet,  ces  géomètres  se 
sont  surtout  occupés  des  propriétés  des  points  de  contact 

(*)  Voir  Nouvelles  Annales,  2**  série,  t.  VI,  p.  241,  la  traduction  du 
Mémoire  de  Steiner  sur  ce  sujet. 


(  439  ) 
des  doubles  tangentes,  propriétés  dont  on  déduit  du  reste 
d'importantes  conséquences  relativement  aux  doubles 
tangentes  elles-mêmes.  J'ai  réussi,  par  des  considérations 
directes,  à  établir  entre  les  doubles  tangentes  une  liaison 
très-simple,  qui  non-seulement  donne  les  résultats  con- 
nus, mais  conduit  encore  à  des  propriétés  nouvelles. 

Le  développement  de  ces  considérations  est  l'objet  de 
cette  Note. 

Une  courbe  du  quatrième  ordre  étant  déterminée  par 
quatorze  éléments,  on  peut  se  donner  sept  droites  arbi- 
trairement et  les  prendre  comme  tangentes  doubles  d'une 
courbe  du  quatrième  ordre.  Je  supposerai  d'ailleurs  qu'il 
n'y  a  entre  ces  droites  aucune  relation  projective. 

1.  Sept  droites  déterminent  une  infinité  de  courbes 
de  troisième  classe,  dont  cbacune  touche  toufescesdroites; 
je  dirai  que  l'ensemble  de  ces  courbes  forme  un  réseau. 
Si  l'on  se  donne  arbitrairement  une  huitième  droite,  il 
y  a  une  infinité  de  courbes  de  troisième  classe,  faisant 
partie  du  réseau,  qui  touchent  cette  droite  et  les  sept 
droites  données  ;  l'ensemble  de  ces  droites  forme  un  fais- 
ceau. Toutes  les  courbes  d'un  faisceau  ont  en  commun, 
d'après  un  théorème  bien  connu,  une  neuvième  tangente. 
D  où  il  suit  que  deux  courbes  quelconques  du  réseau  ont 
deux  tangentes  communes  (distinctes  des  sept  tangentes 
fondamentales),  lesquelles  louchent  aussi  toutes  les  courbes 
d'un  faisceau  déterminé  par  ces  deux  courbes. 

Je  désignerai  ces  deux  tangentes  sous  le  nom  de  couple 
du  faisceau,  et  leur  point  de  rencontre  sous  le  nom  de 
sommet  du  faisceau. 

2.  Je  m'appuierai  sur  le  théorème  qui  suit  : 

Étant  données  sept  droites  fondamentales  Gi,G2,  Gj, 
G4,G5,G6,G7,  si  Von  considère  une  courbe  quelconqueQ 
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faisant  partie  du  j'éseau  déterminé  par  ces  droites,  les 
sommets  des  divers  faisceaux  dont  fait  partie  C  sont 
situés  sur  une  même  droiteT ,  à  laquelle  est  tangente  la 
courbe  C. 

Cette  tangente  n'est  pas  une  tangente  singulière  de  C; 
elle  varie  suivant  le  réseau  dont  C  fait  partie  :  je  la  dési- 
gnerai sous  le  nom  de  tangente  principale  de  C.  D  un 
point  quelconque  de  T  on  ne  peut  mener  que  trois  tan- 
gentes à  C,  dont  deux  forment  le  couple  d'un  faisceau  et 
dont  la  troisième  est  la  tangente  principale.  On  déduit 
facilement  de  là  qu'une  courbe  du  réseau  a  une  seule 
tangente  principale. 

Pour  démontrer  le  théorème  fondamental,  prenons 
arbitrairement  troiscourbes  du  réseau  Ci,  Cg  etCa,  et  dési- 
gnons respectivement  par  Sjg,  S23,  S31  les  sommets  des 
faisceaux  déterminés  par  les  courbes  Ci  et  C2,  C2  etCa, 
C3  et  Cl. 

On  peut  considérer  CjSos,  C2S31,  CsSia  comme  des 
courbes  de  quatrième  classe  dont  chacune  se  compose  d'un 
point  et  d'une  courbe  de  troisième  classe. 

C2S31  et  C3  Si  2  ont  seize  tangentes  communes  dont  trois 
sont  déterminées  parles  treize  autres;  toute  courbe  de 
quatrième  classe  tangente  à  ces  treize  droites  est  tangente 
aux  trois  premières.  C'est  ce  qui  a  lieu  pour  la  courbe 
C1S23;  car,  d'après  la  définition,  elle  touche  les  sept 
droites  G,  lesdeux  tangentes  menées  deSi2  à  Cj  et  à  C2,  les 
deux  tangentes  menées  de  S13  à  Ci  et  à  C3,  et  enfin  les 
deux  tangentes  menées  de  S23  à  Cg  et  C3  5  elle  touche  donc 
treize  tangentes  communes  à  C2S31  et  C3S12,  et  par  con- 
séquent elle  touche  aussi  les  trois  autres  tangentes  com- 
munes, c'est-à-dire  les  droites  qui  joignent  entre  eux  les 
points  S12,  S23  et  S31 5  deux  de  ces  droites  passent  par  le 
point  S23,  l'autre  droite  qui  joint  les  points  S12  et  S31  est 
tangente  à  la  courbe  Ci,  et  c'est  la  tangente  principale  de 
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Cl.  On  ne  peut  en  effet  mener  du  point  Sja  qu'une  tan- 
gente à  Cl  (différente  de  celles  qui  forment  le  couple 
relatif  au  faisceau  Ci,  Ca);  et  cette  tangente  restera  la 
même,  si  on  remplace  la  courbe  C3  par  une  courbe  quel- 
conque Ci  du  réseau;  le  lieu  des  points  Si;^  analogues  à 
Si3  est  donc  une  droite  tangente  à  Ci. 

3.  Il  résulte  d'abord  du  théorème  précédent  que  les 
tangentes  principales  des  courbes  d'un  faisceau  passent 
toutes  par  le  sommet  de  ce  faisceau.  De  là  une  construction 
facile  de  la  tangente  principale  d'une  courbe  C;  si  l'on 
mène  une  autre  courbe  quelconque  C^  et  si  l'on  détermine 
le  sommet  du  faisceau  déterminé  par  ces  courbes,  la  tan-  ^ 
gente  principale  de  C  sera  la  troisième  tangente  que  l'on 
peut  mener  du  sommet  à  C. 

4.  Réciproquement,  étant  donnée  une  droite  dans  le 
plan,  elle  est  la  tangente  principale  d'une  seule  courbe  du 
réseau.  En  effet,  il  y  a  dans  chaque  faisceau  deux  courbes 
qui  passent  par  le  sommet  de  ce  faisceau  j  chacune  d'elles 
touche  en  ce  point  une  des  droites  du  couple  et  (Cf.  §  3) 
a  cette  droite  pour  tangente  principale. 

Considérons  la  droite  donnée  comme  une  huitième  tan- 
gente déterminant  un  faisceau,  et  prenons  sur  cette  droite 
le  sommet  du  faisceau,  c'est-à-dire  le  point  où  elle  est 
coupée  par  la  neuvième  tangente  commune  à  toutes  les 
coui'bes  qui  en  font  partie.  La  courbe  cherchée  est  celle 
du  faisceau  qui  louche  la  droite  en  ce  point. 

5.  Les  théorèmes  contenus  dans  les  §§  1,  2,  3  et  4  ren- 
fermant tous  les  éléments  nécessaires  pour  la  solution  du 
problème  proposé,  on  peut  immédiatement,  et  d'une  façon 
très-nette,  construire  la  courbe  générale  du  quatrième 
ordre  qui  a  pour  tangentes  doubles  les  sept  droites  G. 
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Partageons  le  réseau  des  courbes  de  troisième  classe  en 
faisceaux,  de  telle  sorte  que  pour  chacun  d'eux  le  couple 
des  tangentes  se  compose  de  deux  droites  coïncidentes. 
Toutes  les  courbes  d'un  tel  faisceau  se  touchent  en  un 
point  qui  sera  le  sommet  du  faisceau  5  la  courbe  du  qua- 
trième ordre  est  le  lieu  de  ces  sommets. 

En  effet,  d'après  le  §  3,  toutes  les  tangentes  principales 
des  courbes  d'un  de  ces  faisceaux  passent  par  leur  point 
de  contact  commun*,  on  obtiendra  donc  sur  chaque 
courbe  C  les  points  du  lieu  cherché  en  prenant  les  inter- 
sections de  cette  courbe  avec  sa  tangente  principale.  Ce 
qui  donnera  quatre  points  distincts  du  point  de  contact, 
puisque  la  courbe  est  du  sixième  ordre.  D'après  le  §  4, 
toute  droite  du  plan  est  la  tangente  principale  d'une 
courbe  du  réseau  5  il  y  aura  sur  cette  droite,  d'après  ce 
que  je  viens  dédire,  quatre  points  du  lieu;  ce  lieu  est  donc 
une  courbe  du  quatrième  degré  K*. 

Reste  à  faire  voir  que  K*  a  pour  tangentes  doubles  les 
sept  droites  G.  Je  remarque  à  cet  effet  que  le  réseau  ren-, 
ferme  sept  courbes  particulières  de  troisième  classe,  dont 
chacune  a  pour  tangente  double  une  des  droites  G  et  est 
ainsi  complètement  déterminée.  Cette  tangente  est  en 
même  temps  (§  i)  la  tangente  principale  de  la  courbe 
correspondante,  et  elle  la  coupe  en  deux  couples  de  points 
coïncidents-,  elle  est  donc  aussi  une  tangente  double  de 
K*,  et  l'on  peut  remarquer  que  les  points  de  contact  sont 
les  mêmes  pour  K*  et  pour  la  courbe  de  troisième  classe, 

6.  Le  réseau  renferme  vingt-huit  courbes  particulières 
dont  les  tangentes  principales  sont  les  vingt-huit  tan- 
gentes doubles  de  K*.  Sept  de  ces  courbes  sont,  comme 
je  viens  de  le  montrer,  les  courbes  du  réseau  qui  ont 
pour  tangente  double  une  des  droites  G.  Les  autres  sont 
les  courbes  qui  se  composent  d'un  point  et  d'une  conique, 
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c'est-à-dire  du  point  do  rencontre  de  deux  droites  G  et 
de  la  conique  qui  touche  les  cinq  autres  de  ces  droites. 

Leur  nombre  est  évidemment  ■^-^—  =21. 

Je  désignerai  la  conique  qui  touche  les  droites  G3,  G4, 
G5,  Gg  et  G-  par  la  notation  (3456  7),  et  le  point  d'in- 
tersection des  deux  droites  Gi  et  G2  par  la  notation  (i  2). 

Cela  posé,  les  tangentes  principales  des  vingt  et  une 
courbes  composées  dont  je  viens  déparier  sont  les  vingt  et 
une  autres  tangentes  doubles  de  R*;  toute  section  conique 
qui  touche  cinq  des  droites  G  touche  une  sixième  tan- 
gente double  de  K*,  que  Ton  peut  construire  au  moyen 
de  l'hexagone  de  Brianchon. 

7.  Pour  démontrer  cette  proposition,  je  remarque  que, 
quand  on  considère  comme  courbe  de  sixième  ordre  une 
courbe  de  troisième  classe  se  composant  d'un  point  et 
d'une  conique,  cette  courbe  doit  être  regardée  comme 
composée  de  la  conique  et  des  deux  tangentes  menées  du 
point  à  la  conique  (chacune  de  ces  tangentes  devant  être 
comptée  deux  fois).  Toute  tangente  à  cette  conique  ren- 
contre donc  la  courbe  en  deux  couples  de  points  coïnci- 
dents 5  cela  est  vrai  en  particulier  pour  la  tangente  prin- 
cipalede  la  courbe,  qui,  par  suite, est  une  tangente  double 
deK\ 

Si  Ton  construit  une  quelconque  des  vingt  et  une  coni- 
ques qui  touchent  cinq  des  droites  G,  (345^7)  P^r 
exemple,  la  tangente  principale  de  cette  courbe  est  une 
tangente  double  de  K*,  et  ses  points  de  contact  avec  K* 
sont  les  points  où  elle  rencontre  les  tangentes  menées  de 

(i  2)  à  la  conique. 

(Zfl  suite  prochainement.) 
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THEOREMES  DE  GÉOMÉTRIE-, 

Par  m.   h.   FAURE, 

Chef  d'escadrons  d'Artillerie. 


1.  Définitions.  —  Deux  droites  A,  B  et  un  point  / 
étant  donnés,  abaissons  de  ce  point  des  perpendiculaires 
sur  les  deux  droites,  et  soient  a,  b  les  points  où  chacune 
de  ces  perpendiculaires  rencontre  l'autre  droite.  Le  cercle 
décrit  sur  ab  comme  diamètre  sera  appelé  le  cercle 
adjoint  au  système  des  droites  A  et  B  par  rapport  au 
point  y^ 

Deux  plans  A,  B  et  un  point^  étant  donnés,  abaissons 
de  ce  point  des  perpendiculaires  sur  les  deux  plans,  et 
soient  a,  b  les  points  où  chacune  de  ces  perpendiculaires 
rencontre  l'autre  plan.  La  sphère  décrite  sur  ab  comme 
diamètre  sera  appelée  la  sphère  adjointe  au  système  des 
plans  A  et  B  par  rapport  au  point  y. 

Trois  points  «,  b^  f  et  une  droite  F  étant  donnés, 
joignons  le  point  f  aux  points  «  et  £5  menons  par  le 
point_/des  droites  perpendiculaires  aux  droites  ^a,  yZ>, 
ainsi  que  les  droites  qui  passent  par  les  points  a  et  è  et 
les  traces  de  ces  perpendiculaires  sur  la  droite  F.  Les 
pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  f  sur  ces 
quatre  droites  déterminent  un  cercle  qui  sera  appelé  le 
cercle  adjoint  au  système  des  points  a  ei  b  par  rapport 
au  point  y  et  à  la  droite  F. 

Trois  points  rt,  b,J^ et  un  plan  F  étant  donnés,  joignons 
le  pointeaux  points  a  et  ^5  menons  parle  point ^ des 
plans  perpendiculaires  aux  droites  _/«,  fb,  ainsi  que  les 
plans  qui  passent  par  les  points  a  et  è  et  les  traces  des 
plans  perpendiculaires  sur  le  plan  F.  Les  pieds  des  per- 
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pendiculaires  abaissées  du  point  y  sur  ces  quatre  plans 
déterminent  une  sphère  qui  sera  appelée  la  sphère  ad- 
jointe au  système  des  points  a  eib  par  rapport  au  point/ 
et  au  plan  F. 

Remarque.  —  Lorsque  la  droite  F  est  à  l'infini,  le  cer- 
cle adjoint  au  système  des  points  a  et  è  se  confond  avec 
le  cercle  décrit  sur  ab  comme  diamètre. 

Lorsque  le  plan  F  est  à  l'infini,  la  sphère  adjointe  au 
système  des  points  a  et  è  se  confond  avec  la  sphère  dé- 
crite sur  ab  comme  diamètre. 

2.  Si  par  un  point  m  on  mène  une  transversale  arbi- 
traire rencontrant  une  conique  ou  une  surface  du  second 
degré  aux  points  a  et  b^  le  rapport  du  produit  ma.nib  au 
carré  du  demi-diamètre  parallèle  à  la  transversale  sera 
l'indice  du  point  m  par  rapport  à  la  conique  ou  par  rap- 
port à  la  surface. 

3.  Deux  triangles  abc\  a' b' c'  étant  polaires  récipro- 
ques par  rapport  à  une  conique,  si  le  point  a  a  pour  po- 
laire la  droite  b' c'  opposée  au  sommet  a',  nous  dirons 
que  les  points  a,  a'  sont  correspondants.  Les  côtés  A,  A', 
respectivement  opposés  aux  sommets  a  et  a',  sont  aussi 
correspondants. 

Deux  tétraèdres  abcd.^  a'  b' c' d'  étant  polaires  récipro- 
ques par  rapport  à  une  surface  du  second  degré,  si  le 
point  a  a  pour  plan  polaire  la  face  è'c'tZ' opposée  au 
sommet  a',  nous  dirons  que  les  points  a,  a'  sont  corrrs- 
pondants.  Les  faces  A,  A' respectivement  opposées  aux 
sommets  a  et  a'  sont  aussi  correspondantes. 

4.  Théorème  général.  —  Deux  triangles  abc,  a' b' c' 
sont  polaires  réciproques  par  rapport  à  une  conique  qui 
a  pour  centre  le  point  o  : 
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1°  On  construit,  par  rapport  à  un  point  quelconque^^ 
et  à  sa  polaire  F,  les  cercles  adjoints  aux  systèmes  de 
points  correspondants  aa' .  hh' ^  ce'  et  le  cercle  orthogo- 
nal à  ces  trois  cercles;  si  l'on  désigne  par  a  et  ^  les  demi- 
axes  principaux  de  la  conique^  par  g  le  pied  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  point^sur  sa  polaire  F,  on  a 

TT/-,  t:^  étant  les  puissances  des  points  f  eX.  g  par  rapport 
au  cercle  orthogonal,  I^  l'indice  du  point^  par  rapport  à 
la  conique  ; 

2°  Construisons,  par  rapport  au  point  /,  les  cercles 
adjoints  aux  systèmes  des  droites  correspondantes  AA', 
BB',  ce  et  le  cercle  orthogonal  à  ces  trois  cercles,  on  a 

T.f.  Tig  étant  les  puissances  des  points/^ et  g  par  rapport  à 
ce  nouveau  cercle  orthogonal  5 

3°  Si  l'on  désigne  par  S  et  S'  les  aires  des  triangles 
abc,  a'b' c',  on  a 

,p.j3_       ,         (/,  A)(/,  B)(/,  C)  (/,F)3 

"P    -^  ^         {a,A){b,B){c,C){a',Y){b',F}{c',Fy 

en  désignant,  comme  on  le  fait  généralement,  par  (/,  A), 
[f,  B), ...  les  distances  du  point/^aux  droites  A,  B, . . . . 

Ce  théorème  contient  un  grand  nombre  de  cas  parti- 
culiers, à  cause  de  l'indétermination  du  point  J"  et  des 
deux  triangles  polaires. 

Si  le  point  7  coïncide  avec  le  centre  o  de  la  conique, 
sa  polaire  F  e  i  à  l'infini  et  l'on  a 

0/  —  o,     1/  =  —  I ,     ^  =  I  , 
d'où  ce  théorème  : 
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Théorème.  —  Deux  triangles  ahc^  a'b'  c'  sont  polaires 
réciproques  par  rapport  à  une  conique  qui  a  pour  centre 
le  point  o  : 

i"  Sur  les  segments  correspondants  aa' ,  bb' ^  ce'  pris 
pour  diamètres,  on  décrit  des  cercles,  ainsi  que  le  cercle 
orthogonal  à  ces  trois  cercles  5  la  somme  des  carrés  des 
demi -axes  principaux  de  la  conique  est  égale  à  la  puis- 
sance de  son  centre  o  par  rapport  à  ce  dernier  cercle 5 

2°  Construisons,  par  rapport  au  centre  o,  les  cercles 
adjoints  aux  systèmes  de  droites  correspondantes  AA', 
BB',  ce  et  le  cercle  orthogonal  à  ces  tiois  cercles^  la 
somme  des  carrés  des  valeurs  inverses  des  demi-axes  de 
la  conique  est  égale  à  l'inverse  de  la  puissance  de  son 
centre  o  par  rapport  au  cercle  orthogonal  ; 

3**  Le  produit  des  carrés  des  demi-axes  de  la  conique 
est  égal  à  quatre  fois  le  produit  des  aires  des  triangles 
polaires,  multiplié  par  le  produit  des  distances  du  centre 
de  la  conique  aux  côtés  de  l'un  des  triangles  divisé  par  le 
produit  des  trois  hauteurs  de  ce  même  triangle. 

Lorsque  les  triangles  polaires  abc^  a'b' c'  coïncident, 
c'est-à-dire  ^orsque  l'un  d'eux  abc  est  conjugué  à  la  co- 
nique, le  théorème  général  existe  toujours,  mais  les  cer- 
cles adjoints  qui  figurent  dans  ce  théorème  se  réduisent 
à  des  points,  et  le  cercle  orthogonal  devient  le  cercle  qui 
passe  par  ces  points.  Si  en  particulier  le  point^coïncide 
avec  le  centre  o  de  la  conique,  on  voit  que  : 

Théorème.  —  Un  triangle  abc  étant  conjugué  à  une 
conique  : 

1°  La  somme  des  carrés  de  ses  demi- axes  principaux 
est  égale  à  la  puissance  de  son  centre  par  rappoit  au 
cercle  circonscrit  au  triangle; 

2°  Si  l'on  fait  passer  un  cercle  par  les  pieds  des  per- 
pendiculaires abaissées  du  centre  de  la  conique  sur  les 
côtés  du  triangle  abc^  la  somme  des  carrés  des  valeurs 
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inverses  des  demi-axes  de  la  conique  est  égale  à  l'inverse 
de  la  puissance  de  son  centre  par  rapport  à  ce  cercle  ; 

3°  Le  produit  des  carrés  des  demi-axes  principaux  de 
la  conique  est  égal  à  quatre  fois  le  produit  des  aires  des 
triangles  qui  ont  pour  sommet  commun  le  centre  de  la 
conique  et  ceux  du  triangle  donné,  divisé  par  l'aire  de  ce 
triangle. 

Nota.  —  Les  aires  des  triangles  qui  ont  pour  sommet 
commun  le  centre  de  la  conique  doivent  être  pris  avec 
des  signes  tels,  que  leur  somme  donne  l'aire  du  triangle  abc. 

5.  La  Géométrie  dans  l'espace  donne  lieu  à  des  théo- 
rèmes analogues  aux  précédents. 

Théorème  général.  —  Deux  tétraèdres  ahcd^  a' b' c' d' 
sont  polaires  réciproques  par  rapport  à  une  surface  du 
second  degré  qui  a  pour  centre  le  point  o  : 

1°  On  construit,  par  rapport  à  un  point  quelconque  j 
et  à  son  plan  polaire  F,  les  sphères  adjointes  aux  sys- 
tèmes de  points  correspondants  aa',  bb' ^  ce' .,  dd'  et  la 
sphère  orthogonale  à  ces  quatre  sphères-,  si  l'on  désigne 
par  a,  jj.  y  les  demi-axes  principaux  de  la  surface,  par  g 
le  pied  delà  perpendiculaire  abaissée  du  point /^ sur  son 
plan  polaire  F,  on  a 

2 

2  fer        -t;  f 

Vf    r.g 

7ï^,  TT^  étant  les  puissances  des  points/^el  g  par  rapport 
à  la  sphère  orthogonale,  I^  l'indice  du  point /^ par  rap- 
port à  la  surface  ; 

2°  Construisons,  par  rapport  au  point  /,  les  sphères 
adjointes  aux  systèmes  de  plans  correspondants  AA',  BB', 
ce,  DD'  et  la  sphère  orthogonale  à  ces  sphères,  on  a 


I     .    _!_        L—  lî     ' 


+  i  +  ^  =  i(.-.^;j. 
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TT/-,  Ug  étant  les  puissances  des  points  y  et  g  par  rapport 
à  cette  nouvelle  sphère  orthogonale  5 

3°  Si  l'on  désigne  par  V  et  V  les  volumes  des  tétraèdres 
polaires  abc^  a'h' c\  on  a 

^  '   ■'  («,A)(^.,B)(r,C)(^,D)  [a',?){b',Y)[c',V)[d',Y) 

Si  le  point/^  coïncide  avec  ie  centre  o  de  la  surface  : 

Théorème.  —  Deux  tétraèdres  abcd^  a'b'c'd'  sont 
polaires  réciproques  par  rapporta  une  surface  du  second 
degré  qui  a  pour  centre  le  point  o  : 

1^  Sur  les  segments  correspondants  aa' ,  bb'.  ce' ,  dd' 
pris  pour  diamètres,  on  décrit  des  sphères,  ainsi  que  la 
sphère  orthogonale  à  ces  quatre  sphères  5  la  somme  des 
carrés  des  demi-axes  principaux  de  la  surface  est  égale  à 
la  puissance  de  son  centre  par  rapport  à  celte  sphère: 

n.^  Construisons,  par  rapport  au  centre  o,  les  sphères 
adjointes  aux  systèmes  de  plans  correspondants  AA',  BB', 
ce,  DD'  et  la  sphère  orthogonale  à  ces  quatre  sphères  ; 
la  somme  des  carrés  des  valeurs  inverses  des  demi-axes 
de  la  surface  est  égale  à  l'inverse  de  la  puissance  de  son 
centre  o  par  rapport  à  la  sphère  orthogonale; 

V^  Le  produit  des  carrés  des  demi-axes  de  la  surface 
est  égal  à  trente-six  fois  le  produit  des  volumes  des  té- 
traèdres polaires,  multiplié  parle  produit  des  distances 
du  centre  de  la  surface  aux  faces  de  l'un  des  tétraèdres, 
divisé  par  le  produit  des  hauteurs  de  ce  même  tétraèdre. 

Lorsque  les  tétraèdres  abcd,  a'b' c' d'  coïncident,  c'est- 
à-dire  lorsque  l'un  d'eux  abcd  esl  conjugué  à  la  surface, 
le  théorème  général  existe  toujours,  mais  les  sphères 
adjointes  qui  figurent  dans  ce  théorème  se  réduisent  à 
des  points  et  la  sphère  orthogonale  devient  la  sphère  qui 
passe  par  ces  points.  Si  en  particulier  le  poiniycoïncide 
avec  le  centre  o  de  la  surface,  on  voit  que  : 

Ann.de  Mathémnt.,  2^  série,  t.  XI.  (Octobre  1872.)  2q 
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Théorème.  —  Un  tétraèdre  «èc*^  étant  conjugué  à  une 
surface  du  second  degré  : 

1°  La  somme  des  carrés  de  ses  demi-axes  principaux 
est  égale  à  la  puissance  de  son  centre  par  rapport  à  la 
sphère  circonscrite  au  tétraèdre; 

2"  Si  l'on  fait  passer  une  sphère  par  les  pieds  des 
perpendiculaires  abaissées  du  centre  de  la  surface  sur 
les  faces  du  tétraèdre  abcd^  la  somme  des  carrés  des 
valeurs  inverses  des  demi-axes  de  la  surface  est  égale  à 
l'inverse  de  la  puissance  de  son  centre  par  rapport  à  cette 
sphère  5 

3°  Le  produit  des  carrés  des  demi-axes  principaux  de 
la  surface  est  égal  à  trente-six  fois  le  produit  des  volumes 
des  quatre  tétraèdres  qui  ont  pour  sommet  commun  le 
centre  de  la  surface  et  ceux  du  tétraèdre  donné,  divisé 
par  le  carré  du  volume  de  ce  tétraèdre. 

Nota.  —  Les  volumes  des  tétraèdres  qui  ont  pour 
sommet  commun  le  centre  de  la  surface  doivent  être  pris 
avec  des  signes  tels,  que  leur  somme  donne  le  volume  du 
tétraèdre  abcd  pris  avec  le  signe  — . 

Remarque.  —  Je  démontre  ces  théorèmes  par  la  Géo- 
méti'ieà  l'aide  de  la  théorie  des  indices. 


CONCOIRS  D'AGREGATION  DE  1872. 

Solution  de  la  question  de  Mathématiques  ; 
Par  m.   CROSNIER. 

On  donne  deux  droites  A  et  A'  qui  ne  se  rencontrent 
pas  ;  par  ces  droites  on  fait  passer  des  surfaces  S  du  se- 
cond ordre,  pour  lesquelles  la  somme  des  carrés  des 
longueurs  algébriques  des  axes  ainsi  que  le  produit  de 
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ces  longueurs  sont  des  quantités  constantes  el  données  . 
i"  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  S-, 
2°  Considérant  une  quelconque  de  ces  surfaces  et  h- 
centre  I,  07i  mène  par  ce  point  I  une  droite  rencontrant 
en  D  et  D' les  deux  droites  fixes  ;  on  demande  de  cal- 
culer BB' ; 

3°  Par  les  poirits  D  et  D'  on  mène  des  plans  respec- 
tivement perpendiculaires  aux  droites  A  et  A' 5  on  de- 
mande le  lieu  des  intersections  de  ces  plans. 

Il  est  facile  de  démontrer  que  le  lieu  demandé  est  le 
lieu  des  points  milieux  de  deux  droites  de  grandeurs  don- 
nées qui  glissent  sur  deux  droites  non  situées  dans  un 
même  plan. 

En  eifet,  soient  I  le  centre  de  l'une  des  surfaces  S  et  DID' 
la  droite  menée  par  ce  point  et  qui  rencontre  les  droites 
A  et  ù! .  Cette  ligne  est  un  diamètre  de  la  surface;  par 
suite,  le  point  I  en  est  le  milieu  :  il  est  donc  sur  le  plan 
parallèle  aux  deux  droites  données  et  qui  en  est  équi- 
distant.  J'appelle  P  ce  plan  qui  contient  le  lieu  demandé. 
Les  génératrices  de  la  surface  qui  passent  en  D  et  D'  sont 
respectivement  parallèles  5  d'où  il  suit  que  les  plans  tan- 
gents en  D  et  D'  sont  parallèles  au  plan  P,  qui  est,  par 
conséquent,  le  plan  conjugué  de  la  droite  DD',  et  la  sec- 
tion de  la  surface  par  ce  plan  a  ses  asymptotes  parallèles 
aux  droites  A  et  A'.  Les  diverses  courbes  que  l'on  obtient 
de  la  sorte  sont  semblables,  puisque  leurs  asymptotes  sont 
parallèles.  A^^pelons  a  et  b  les  axes  de  l'une,  et  soit  2/v 
îa  plus  courte  distance  des  droites  A  et  A'5  le  parallélé- 
pipède construit  sur  un  système  de  diamètres  conjugués 
a  un  volume  constant.  D'après  les  données,  abp  est  donc 
constant;  et  comme  a.  eib  varient  proportionnellement, 
ces  ({uantités  sont  elles-mêmes  constantes. 

En  second  lieu,  «,  b  et  ID  forment  un  système  de  dia- 

29. 
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mèlres  conjugués.  La  somme  algébrique  des  carrés  n^, 

^^,  ID  esi  doue  égale  à  la  somme  des  carrés  des  axes, 
et,  comme  cette  somme  est  donnée  et  égale  à  m*,  on  a 

rr-—  h'^m  ~  nr-, 
ou 

Zi2— «--f-lD'  =  w'; 

d'où,  pour  ID,  deux  valeui's  constantes.  La  proposition 
est  donc  démontrée. 

Il  est  évident  que  le  lieu  des  milieux  dune  droite  de 
longueur  constante  qui  glisse  sur  deux  droites  qui  ne 
se  rencontrent  pas  est  une  ellipse;  car  sa  projection  sur 
le  plan  P  est  de  longueur  constante.  C'est,  en  effet, 
le  second  côté  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle 
dont  riiypoténuse  et  l'autre  côté  sont  constants.  Les  axes 
de  l'ellipse  sont  les  bissectrices  des  angles  des  projections 
des  droites  A  et  A'  sur  le  plau  P. 

La  première  et  la  deuxième  partie  du  problème  sont 
donc  résolues;  il  nous  reste  à  résoudre  la  troisième. 

Les  plans  menés  par  les  points  D  et  D'  et  respective- 
ment perpendiculaires  aux  droites  A  et  A'  sont  perpen- 
diculaires au  plan  P;  leur  intersection  engendre  donc  un 
cvlindre  perpendiculaire  à  ce  plan,  et  il  reste  à  en  trouver 
la  trace.  Cette  trace  se  compose  de  deux  cercles. 

En  effet,  soient  Od  et  Od'  les  projections  des  droites 
A  et  A'  sur  le  plan  P,  dd'  la  projection  de  DD'.  Si  dl 
et  d'I  sont  les  perpendiculaires  en  d  et  d'  aux  droites 
Od  et  Od',  l  sera  le  point  du  lieu  qui  correspond  à  la 
position  DD'  de  la  droite  mobile.  Mais  les  quatre  points 
Odld'  sont  sur  un  cercle  de  raj'on  constant  dont  Ol  est 
le  diamètre;  le  point  /  est  par  conséquent  à  une  distance 
constante  du  point  O. 

Note.   —  Une  autre  solution  nous  a  été  adressée  par  M.  H.  V. 


i. 
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C0i\C0l]RS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECIIKIQIE. 

(APÉE  1872.) 


Composition  de  Mathématiques. 

On  donne  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  et 
deux  droites  (A)  et  (B)  respectivement  parallèles  aux 
axes,  et  Ton  demande  : 

i*'  De  former  l'équation  générale  des  courbes  du  se- 
cond degré  qui  ont  pour  centre  l'origine  des  coordonnées 
et  qui  admettent  comme  normales  les  droites  données 
{A)et(B)5 

a*'  De  démontrer  que,  par  un  point  du  plan,  il  passe 
en  général  trois  de  ces  courbes,  à  savoir  deux  ellipses  et 
une  hyperbole; 

3°  De  faire  connaître  les  points  du  plan  pour  lesquels 
cette  règle  générale  soufïre  une  exception. 

Composition  de  Géométrie  descriptive. 

Trouver  l'intersection  d'une  sphère  et  d  un  cylindre 
de  révolution  définis  de  la  manière  suivante  : 

La  sphère  à  lo  centimètres  de  rayon;  elle  est  tangente 
aux  deux  plans  de  projection. 

Le  cylindre  a  y  centimètres  de  rayon  5  son  axe  passe 
par  le  point  le  plus  haut  de  la  sphère,  est  parallèle  au 
plan  vertical  et  fait  un  angle  de  4^  degrés  avec  le  plan 
horizontal. 

On  indiquera  les  constructions  employées  pour  obtenir 
un  point  quelconque  de  l'intersection  et  la  tangente  en 
ce  point.  On  représentera  le  solide  commun  au  cylinclie 
et  à  la  sphère. 
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Composition  de  Trigonométne. 

Étant  donnés  dans  un  triangle  ABC  les  côtés,  savoir  : 
a=  i44i8-,58, 

b  :r_     2838l"',l4, 

c  =.  35218'",  76, 
trouver  les  trois  angles. 

Solution  de  la  question  de  Mathématiques  ; 
Par  m.  ?r". 

Soient  Ox,  Oj  les  axes  de  coordonnées  {*)\  ASB. 
CSD  les  droites  données  parallèles  aux  axes  ;  OS  =  l. 

Soient  M  et  N  les  points  où  l'une  des  coniques  ren- 
contre normalement  les  droites  données  AB,  CD.  Par 
ces  points,  menons  MT  et  INT  parallèles  aux  axes,  ces 
droites  seront  tangentes  à  la  conique;  IMjN  sera  la  polaire 
du  point  T  :  elle  sera  donc  partagée  en  03  en  deux  parties 
égales  par  le  diamètre  OT;  la  figure  MTJNS  étant  un 
rectangle,  la  ligne  Toj  ou  TO  sera  la  seconde  diagonale, 
et  passera  par  le  point  S. 

Cela  posé,  le  pôle  T  se  mouvant  le  long  de  OS,  le 
rectangle  MSNT  reste  semblable  à  lui-même,  et  MN  a 
une  direction  fixe.  Prenons  pour  axe  des  x'  la  droite  OT, 
et  pour  axe  des  j'^' la  parallèle  à  la  direction  fixe  !MN  : 
Ox'  et  Oy'  seront  un  système  de  diamètres  conjugués 
pour  toutes  les  coniques  satisfaisant  à  la  question,  car 
la  polaire  MN  est  conjuguée  du  diamètre  Ox'  qui  passe 
par  le  pôle. 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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Prenons  OT  =  p  pour  variable,  et  appelons  a  et  ^  les 
demi-diamètres  conjugués,  suivant  les  axes,  de  la  conique 
qui  passe  en  M  et  N  5  l'angle  droit  MTN  étant  rirconscrit 
à  la  conique,  on  a 

(i)  1^- =  Ôt'  =  a' -h  b\ 

On  sait,  en  outre,  que  a  est  moyen  proportionnel  entre 

OT  et  Ou),  ou  entre  p  et  '■ :  donc 


'■) 


2 

Des  équations  (i)  et  (2),  on  tire 

b-  =2  p   ! 

'  2 

et  l'équation  de  la  conique 
s'écrit 


ou,  si  l'on  veut, 

(  3  )  1 ■ ^  =  G. 

^    '  p-u  /   ■    p  —  l       2 

Si  l'on  donne  successivement  à  p  les  valeurs 

—  co,      — /qzî,      H-/qz£,      -f-00, 

e  étant  très-petit,  on  reconnaît  que  le  premier  membre 
de  l'équation  (3)  prend  les  signes 
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ce  qui  met  en  évidence  l'existence  de  trois  racines  réelles, 
p  étant  considéré  comme  une  inconnue  et  jc,  y  comme 
des  quantités  données.  Donc,  par  un  point  {x,j)  passent 
trois  coniques  :  une  ellipse,  pour  la  valeur  de  p  comprise 
entre  — oo  et  — /;  une  hyperbole,  pour  la  valeur  de  p 
(  emprise  entre  —  /  et  +  /•,  une  ellipse,  pour  la  valeur 
de  p  comprise  entre  -+■  l  et  H- co  .  L'hyperbole  se  réduit 
à   deux   droites _,    lorsque   p  =  o  -,    ce   qui   a  lieu  pour 

Il  n'y  a  d'exception  à  cette  règle  que  si  l'on  a 

1°  X  =1  o     ou    y  =  o , 

2°  /=o. 

Dans  le  premier  cas,  les  points  exceptionnels  sont  situés 
sur  les  droites  Ox'  et  Oj'i  si  l'on  suppose,  par  exemple, 
X  =  o,  l'équation  (3)  se  partage  en  deux  autres 

2j"  =  p(p  —  0.       p=—  ^ 
OU 


-/p-2J==0,       P  =  ^±y/| 


2J- 


l'une  des  valeurs  de  p  est  positive  et  supérieure  à  /,  et 
l'autre  est  négative.  A  la  racine  positive  correspond  une 
ellipse;  à  la  racine  négative  correspond  une  ellipse,  1  axe 
des  }  ',  ou  une  hyperbole,  selon  que  l'on  a 


Cette  inégalité  peut  être  remplacée  par  la  suivante 
/=  val.abs.  de  r. 

La   conique,   qui   semble   avoir  disparu,   correspond   à 
p  =  —  /;  elle  se  réduit  à  la  droite  x  =  o. 
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Dans  le  second  cas,  l'équation  (3)  devient 

^'  +  j'  =  ^'; 

mais  cette  solution  ne  doit  pas  être  regardée  comme  ré- 
pondant a  priori  Si  la  question,  la  droite  OS  disparaissant 
alors  ou  plutôt  devenant  indéterminée.  Comme,  dans  le 
cas  où  /  =  o,  la  solution  de  la  question  est  évidente, 
nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

On  pourrait  faire  diverses  remarques  intéressantes  au 
sujet  de  l'équation  (3).  Nous  nous  bornerons  à  observer 
que,  après  l'évanouissement  des  dénominateurs,  cette 
équation  est  du  troisième  degré  en  p,  mais  ne  contient 
pas  de  terme  en  p^  ;  la  somme  des  racines  y  est  donc 
nulle,  et,  par  suite,  les  trois  valeurs  de  p,  correspondant 
à  un  point  donné  du  plan,  fournissent  trois  pôles  T  : 
l'un  Ti  entre  S  et  x',  l'autre  Ta  entre  S  et  son  symé- 
trique; quant  au  troisième  T3,  sa  construction  est  facile 
et  se  déduit  de  la  relation 

OT,  di  OT2  =  OT3, 

lorsque  Tj  et  Ta  sont  connus.  Cette  remarque  facilite 
l'épure  relative  à  la  construction  des  trois  coniques  qui 
passent  par  un  point  donné  du  plan. 

SOLlTiOAS  DE  QIESTIO^S  PROPOSÉES 
DAIVS  LES  NOIVELLES  ANMLES. 


Question  899 

(voir  ?.'  série,  I.  Vlll,  p.  ',j); 

Par    m.   h.   BROCARD. 


Deux  disques  situés  dans  le  même  plan  et  ayant  la 
forme  d'ellipses  égales  sont  mobiles  chacun  autour  d\m 
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de  leurs  foyers  supposé  fixe;  ces  disques  restent  coJi- 
stammeJit  tangents  lun  à  F  autre.  On  demande  le  lieu 
décrit  par  le  point  de  contact.  (Dauplay.) 

Soient  M  le  point  de  contact  des  deux  ellipses  dans  une 
certaine  position  ;  O,  F  les  foyers  fixes  -,  O',  F'  les  seconds 
foyers;  d  la  distance  OF. 

Rapportons  la  première  ellipse  à  son  foyer  O  et  à  la 
droite  OF;  son  équation  sera 


{< 


I  —  e  cos   w  —  a 


y.  étant  l'angle  O'OF. 

De  même,  si  l'on  prend  F  pour  pôle  et  la  direction  FO 
pour  axe  polaire,  la  seconde  ellipse  aura  pour  équation 


» 


I  —  ecos(w'  —  a.'] 


y.'  étant  alors  l'angle  F'FO. 

Le  triangle  OMF  donne  la  relation 

(3)  ù'- =  ù- -h  d^  —  2^/0  cos w 


(4)  ^/p^+r/2  —  2rfpC0S&)  = 


I  —  c  cos(w'  —  a') 


Cette  relation  exprime  que  le  point  M  appartient  aux 
deux  ellipses.  Il  faut,  en  outre,  exprimer  qu" elles  ont 
même  tangente  en  ce  point.  Il  suffit  pour  cela  d'écrire 

donc 

(5)  lang(V -h  V)  =  — tang(w  H- w''. 
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Mais,  si  Ton  projette  F  en  K  siu^  OM,  on  a 

,  ,^  r/sinw 

tang(M  +  w 


d  cosw  —  p 
D'ailleurs 

tangV 

tangV 


et 


L'cqualion  (5)  devient  donc 

tangV  H- tangV  (/sinw 


I  —  tangV  tangV       d  cosw  —  p 

V  V  eV  —  f  p'^p)^  "^  \le'p'^—[p'  —  uY  1  r/  sin  < 


p^  dcOSOi — p 

Il  n'y  a  plus  qu'à  réduire  et  à  remplacer  p'  par  sa  valeur 
tirée  de  (3). 

La  courbe  représentée  par  celte  équation  admet  le 
point  milieu  de  OF  pour  centre  et  deux  axes  de  symétrie 
rectangulaires,  savoir  :  OF  et  la  perpendiculaire  à  OF 
par  le  centre  indiqué. 

En  admettant  uniquement  le  contact  extérieur  des 
deux  ellipses,  la  courbe  n'existe  que  si  l'on  a 

1  p 

«/<<2(flH-c)      ou      r/< 
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Question  925 

(  voir  2'  série,  t.  VIII,  p.  143  ); 

Par   m.   O.  CALLANDREAU, 

Candidat  à  l'Écoie  Polytechnique. 

Démontrer  quen  développant,  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  ").,  la  quantité 


(0 


1.2  e  [i~  x)  —  e~'(i  —  x) 


k  "/,=  e'-{\-\-x)  +  e-''-  ( I  —  .x) 

I  -I-  -j?  -I 1-  .  •  -  *"  '  ^  ' 


I  1.2 


Le  coejfficient  de  /"  est  un  poljnôme  L„  du  71'^'"^  degré 
en  X  contenant  le  facteur  x- —  i,  et  que  réquation 


X-  —  I 


a  toutes  ses  racines  réelles,  inégales  et  compiises  entre 

—  I  et  -f-i.  (Ch.  Hermite.) 

On  aura  le  coefficient  L„  de  ?."  en  diflérentiant  n  fois 
la  fraction  (i),  et  faisant  dans  le  résultat  /  =:  o. 

Si  l'on  désigne  par  ©  le  dénominateur  de  la  fraction  (i), 
considéré  comme  fonction  de  ).,  c^'  sera  le  numérateur, 
(j>"  sera  égal  à  ^,  (^"'  à  9',... .  Il  faut  donc  trouver  les  déri- 
vées successives  par  rapport  à  X  de 

l. 

? 

La  dérivée  première  est 


ou,  d'après  ce  qui  a  été  dit, 
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Sans  aller  plus  loin,  on  voit  que  toutes  les  dérivées 

seront  des  fonctions  entières  de  -   d'un  degré  égal  à  leur 

ordre  augmenté  d'une  unité  ;  on  voit  qu'elles  contiendront 
toutes  le  facteur 


puisque  la  dérivée  de  —  est  i  —  (  —  )   5  et  que  les  dérivées 

sont  des  fonctions  entières  de  —  • 

11  faut  maintenant  faire  dans  ces  dérivées  ?.  =  o.  Or,  si 

Ton  fait  X  =  o,  —  est  égal  à  .r  5  les  coefficients  L„  seront 

<p 
donc  des  fonctions  entières  de  x  contenant  i — X'  en 

facteur. 

On  formera  un  coefficient  quelconque  par  la  loi  sui- 
vante 

^„-)_i  ^=^  X^^  il  —  x''  I  —  2j:X„, 

lesX  étant  les  coefficients  L  débarrassés  du  facteur  1  —  .r^. 
X„+i  est  donc  la  dérivée  du  polynôme  X„(i  —  x)^,  et 
si  ce  dernier  a  toutes  ses  racines  réelles,  inégales,  com- 
prises entre  —  1  et  -j-  i,  il  en  est  de  même  de  X„+i  ;  or 
les  premiers  polynômes  sont  dans  ce  cas-,  donc,  etc. 

?ioie.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  H.  Brocard. 


Question  974 

(voir  ?.'  série,  l.  VIII,  p.  J63); 

Par  m.  Octave  ESPANET, 
Élève  du  lycée  de  IVimes. 

On  donne  une  courbe  gauc/ie  résultant  de  l^ inter- 
section de  deux  surfaces  du  second  degré  ayant  mêmes 
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plans  desyniétrie  ;  par  deux  points  pris  sur  cette  courbe, 
on  mène  les  plans  normaux.  Les  milieux  des  trois 
segments,  interceptés  sur  chacun  des  axes  de  symétrie 
entre  les  deux  plans  normaux  et  le  point  milieu  de  la 
corde  qui  joint  les  deux  points  de  la  conrhe,  sont  dans 
un  plan,  et  ce  plan  est  perpendiculaire  à  la  corde. 

(Laguerre.) 

Soient  les  équations  des  deux  surfaces  rapportées   à 
leurs  plans  de  symétrie  communs 

A.r-  +  Bj-  H-  C3=  —  I  =o, 

A'a;=^  +  B'j=+C'2=—  i  =  o; 

soient  deux  points  M  et  N  pris  sur  la  courbe  d'inter- 
section de  ces  deux  surfaces,  et  soient  x,  }  .,  z,  x' ,  y\  z' 
leurs  coordonnées-,  nous  aurons  les  relations 

x\)  kx'^   -f-  Bj-   H- Cz-   —  I  =  G, 

(  2)  Mx"-  -t-  B'j-  ^  C  s^  —  I  =  o, 

:  3)  Aj/-  -h  Bj"  +  Q.z'^  —  1  =  0, 

^4)  A'^''+B'j''-t-C':;'^— 1=^0. 

Les  équations  de  la  tangente  à  la  coui^be  au  point  M 

étant 

ArX  +  BjY  +  C2Z  —1  =  0, 

A'^X  +  B'jY-l-  C'zZ—  1 1=  o, 

l'équation  du  plan  normal,  c'est-à-dire  du  plan  perpen- 
diculaire à  la  tangente  en  M,  sera 

(BC— CB')jz(X  —  x)^  ^CA'— AC  c.r(Y  — j) 

-+-  (  AB'—  BA')  .77)'  (Z  —  z)  =  o. 

Il  est  bien  facile  d'avoir  les  segments  compris  sur  les 
axes  entre  1  origine  et  ce  plan  5  on  trouve  ainsi  les  Ion- 
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gueurs 

BC  —  CB'  +  CA^—  AC  -h  AB'  —Bk' 
X  BC—  CB^ 

sur  l'axe  des  x, 

BC—  CB'+Cà'— AC'H-AB'—  BA' 


y 


CA'  — AC 
sur  l'axe  des  j, 

BC—  CB'+  CA'  — AC+  AB  —  BA' 


z 


AB'—  BA' 


sur  l'axe  des  z. 

Les  segments  correspondants  pour  le  plan  normal  au 
point  N  s'obtiendront  en  remplaçant,  dans  ces  valeurs, 
X  par  x\  j  par  j ',  z  par  z' . 

Les  distances  comprises  entre  l'origine  et  les  milieux 
des  trois  segments  considérés  auront  alors  pour  valeurs 

_x  +  x'  BC—  CB'  +  CA'—  AC-f- AB'—  BA' 
"~       2  BC  —  CB'  ' 

,  _  J  +  y  BC—  CB'+  CA'—  AC  +  AB'—  BA' 

~~       2  CA'— AC  ' 

z-\-z'  BC— CB'  +  CA'— AC'  +  AB'— BA' 


1  AB'  —  BA' 

L'équation  du  plan  passant  par  ces  trois  points  sera 
donc 

X        Y        Z 
abc 
c'est-à-dire 

X(BC'  — CB')        Y(Câ'— AC)        Z(AB'— BA') 

X  -{-  x'  y  -^  y  ^  —  ^ 

BC  — CB'+CA'— AC4-AB'— BA' 
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on  peut  l'écrire  encore 

[x-  "^^-^^yBC  -  CB')(r  -h/)  {z  -+-  Z-) 

+  Iy—  '^^■^'  \{CA'  —  AC'){z^z'){x-h.T'} 

-h('z-^-WB'-BA'j(.r  +  x')(j-v-j')  =  o, 

et  sous  cette  forme  on  voit  que  le  plan  passe  par  le  milieu 
de  la  corde  MN. 

Il  reste  à  faire  voir  que  ce  plan  est  perpendiculaire 
à  la  corde  MN,  dont  les  équations  sont 

X  —  .r         Y  —  J         Z—  z 


X  —  X  y  —  )  z  —  z 

Les  conditions  pour  que  le  plan 

m  X  -\-  ny  -h-  p  z  -\-  q  ^=^  o 

et  la  droite 

.r  m  flz  +  r, 

y  z=z  hz  -\~  s 

soient  perpendiculaires  sont  que 

m         n         p 
a  b  I 

Les  égalités  à  vérifier  ici,  pour  démontrer  le  théorème 
en  question,  sont  donc 

(BC  — CB')(j  +  y)(z-i-z^)  __  (CA^-AC^;(3  +  ::')(.r+^') 

x  —  x'  '~  y— y' 

(  AB'  —  BA' )(.r  -1-  X  ){y  -^ y' ) 


Je  dis  que  ces  égalités  ont  lieu.  En  effet,  reprenons  les 
égalités  qui  expriment  que  les  points  M  et  N  sont  sur  la 
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courbe  donnée.  En  retranchant  l'équation  (3)  de  l'équa- 
tion (i),  on  a 

(5)A(,r-f-.r')(.r-.r')  +  B(j-t-/)(j-j')+C(s  +  3')(z-z'j=o; 

en  retranchant  l'équation  (4)  de  l'équation  (2),  on  a 

(6)  A'(x+.r')(.7— .r')+B'(r-+-r')(j— j')-f-C'(3+z')(:;-z')  =  o. 

Multiplions  l'équation  (5)  par  A',  l'équation  (6)  par  A, 
et  reiranchons,  il  vient 

(AB'-BA')(/+j')(j-j')  =  (CA'-AC')(s+z')(z-z'), 
d'où   l'on    déduit,    eu    multipliant    les    deux    membres 

{k^'  —  ^k!){x-^x'){Y-\-f)  __{Ç.M  —  kÇl][z->r-z')[x-^x') 

z  —  z'  ~  y  —y' 

On  démontrerait  de   mèm(;,    en  multipliant  l'équa- 
tion (5)  par  B'  et  l'équation  (6)  par  B,  que  l'on  a 

(AB'-BA'}(.r  +  ^')(j4-j')__{BC'-CB')(r+j'){z  +  z') 


Il  est  donc  démontré  que  le  plan  cop.sidéré  est  perpen- 
diculaire sur  la  corde  Mi'^i . 


Question  1030 

(voir  7'  série,  t.  X,  p.  '.;%:,); 

Par  m.  YLLIAC  DE  GOISEL. 

Etant  pris  trois  rhdniètres  conjugués  d'une  surface 
du  second  degré,  si  l'on  projette  chacun  (Feux  sur  une 
droite  perpendiculaire  au  plan  des  deux  autres,  la 
somme  des  valeurs  im^erses  des  carres  de  ces  projections 
est  constante.  (H.  Facke.) 

La  projection  d'un  des  diamètres  conjugués  sur  une 

Anti.  de  Mntlu-nint.,  >''  scrip,  t.  \l.  i  Oclol)ri»  t^-j?.  3o 
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droite  perpendiculaire  au  plan  des   deux  autres  n'est 
autre  chose  que  la  hauteur  du  parallélépipède  construit 
sur  les   trois  diamètres  conjugués,   hauteur  relative  au 
plan  des  deux  autres  diamètres. 

Au  lieu  de  considérer  les  diamètres,  considérons  leurs 
moitiés,  et  démontrons  le  théorème  pour  ces  moitiés.  Dé- 
signons les  demi-axes  par  a,  b^  c,  et  par  les  numéros  i, 
2,  3  les  demi-diamètres  conjugués  considérés,  en  appe- 
lant A  l'aire  du  parallélogramme  construit  sur  (i,  2), 
A' l'aire  du  parallélogramme  construit  sur  (i,3)  et  A" 
l'aire  du  parallélogramme  construit  sur  ;  2,  3).  Désignons 
d'ailleurs  par  /?,  h\  h"  les  hauteurs  des  parallélépipèdes 
qui,  ayant  respectivement  pour  bases  A,  A',  A",  auraient 
pour  troisième  arête  le  demi-diamèlre  conjugué  du  plan 
de  la  base. 

D'après  un  des  théorèmes  d'Apollonius,  on  a 

A  /i  =  A'  //  =  a"  h"  =z  abc, 
d'où 

I  _      A^  JL  —     ^''  *     —     ^"^ 

le  ""  a' b'c' '      Y^  ~  a'b'c-'      Y'  ~  a-b'c'' 

Ajoutons  ces  trois  égalités  membre  à  membre,  il  vient 

I  I  I  A'  +  A'^-f-A"= 


^2        /t'2        li"i  aH'^c-' 

Mais  on  sait  que  la  somme  des  carrés  des  aires  des  pa- 
rallélogrammes construits  sur  trois  diamètres  conjugués 
est  constante;  donc 


A^+  A'^+  A"=  =  const.  =  f/'A--t- «='^'-1-  éV-; 


tlonc 


I  I  i     _  rt'/>'-f- a'c^-l- A^c^î  _    I  I  I 

Ainsi  le  théorème  est  démontré. 
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Note.  —  La  même  question  a  élé  résolue  par  MM.  Genty,  ingénieur 
des  Ponts  et  Chaussées;  V.  Hioux,  professeur  à  Saint-Étienne;  Pellis- 
sier,  capitaine  d'artillerie;  Moret-Blanc,  professeur  au  lycée  du  Havre; 
E.  Majrenc,  élève  du  lycée  de  Lille. 


Qiiesiion    1051 

(  voir  y.°  série  ,  t.  X  ,   p.  558  )  ; 

Par  m.  DOUCET. 

Si  Von  désigne  par  ip  le  périmètre  fVun  triangle, 
par  r  le  rayon  du  cercle  inscrit^  et  par  Pi  le  rajon  du 
cercle  circonscrit  :  i"  V équation  du  troisième  degré 

a  ses  trois  racines  réelles  et  positives  ;  i^  entre  R,  r  et  p^ 
on  a 

(4RH-r)^>3/J^>9r(4R-f-r). 

(P. -A. -G.  Colombier.) 
En  posant 


p—y 

on  obtient  l'équation 

(2)         j'—  2/?j^+[/52H-r(4RH-r)]j-— 4y^Rr=z:o, 

qui,  évidemment,  a  pour  racines  les  côtés  du  triangle.  La 
réalité  des  racines  de  Téquation  (2)  entraîne  celle  i\{^'s,  ra- 
cines (le  Téquation  (i).  Ces  dernières  représentent  les 
rayons  des  trois  cercles  exinscrits  au  triangle. 

Les  conditions  formulées  {2"),  entre  R,  /■  et  p,  s'ob- 
tiennent en  exprimant  que  les  équations  dérivées  de  (i) 
et  de  (2)  ont  leurs  racines  réelles. 

En  effet,  ces  équations  dérivées  sont 

3.r-  —  2  (4  R  -I-  r^  .r  H-  /?'-■  =:  o , 
3/'  —  4/'.>  -H  /J'  -H  r  '4  R  -f-  /•)  =  o  ; 

3o. 


(  468  ) 
la  preuiière  donne 

et  la  seconde 

/J^>3r(4RH-r). 
On  a  ainsi 

(4R  -^r)=>  3/;^>9/-(4R  +  r) 


Question  1054 

(voir   3' série,   t.  X,   p.  508); 

Par  m.   a.   PELLISSIER, 

Capitaine  d'Artillerie. 

Pai'  un  point  P,  on  mène  à  un  cercle  C  une  sé- 
cante PMN  :  trouver  le  lieu  géométrique  de  l'intersec- 
tion de  deux  circonférences  passant ^  l'une  par  les 
points  P  ef  N,  l'autre  par  les  points  P  et  M,  et  toutes  deux 
tangentes  à  la  circonférence  C.  (Callajvdreau.) 

Soient  O  et  O'  les  centres  des  deux  circonférences  tan- 
gentes aux  points  M,  N  au  cercle  C,  et  Q  le  second  point 
d'intersection  de  ces  circonférences. 

Les  droites  CMO,  PO'  sont  parallèles,  puisque  les  cir- 
conférences O'  et  C  sont  tangentes  au  point  N;  et,  de 
même,  les  droites  O'CN  et  PO  sont  parallèles.  Donc  le 
quadrilatère  OPCO'  est  un  parallélogramme,  et  la  diago- 
nale PC  est  divisée  en  deux  parties  égales,  au  point  R,  par 
la  diagonale  00'.  D'un  autre  côlé,  00'  est  perpendicu- 
laire au  milieu  de  PQ,  corde  commune  aux  deux  circon- 
férences O,  O'^  donc  QR  =  RP  =  RC^  par  conséquent, 
le  lieu  géométrique  du  point  Q  est  la  circonférence  dé- 
crite du  point  R  comme  centre  avec  ~  PC  pour  rayon. 

Note.  —  Cette  question  a  été  résolue  par  MM.  C.  Le  Paige,  étudiant 
à  Liège;  Droiteau,  élève  du  lycée  de  Moulins;  Magenc,  du  lycée  de  Lille; 
Léon  Lecornu,  du  lycée  de  Caen;  Bertillon,  du  lycée  du  Havre;  Dau- 
theville,  Gambey,  Lez,  et  Brocard. 
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Question  1056 

(  votr  2*  série,  t.  XI ,  p.  4S  )  ; 

Par    m.   MORET-BLANC, 

Professeur  au  lycée  du  Havre. 

Soit  une  fonction  f  [x]   quelconque,  Jinie  et  conti- 
nue dans  Vintervalle  de  a  à  x.  Insérons,  entre  a  et  .r, 

[n  —  i)  moyens  géométiiques  a  \  /  -'    ^  \/  \)  '  '  '  *  ' 

a  \  /  (  -  I      1  et  désignons  par  M^  la  nioj  enne  aritlinié- 
tique  des  valeurs 


A"),    fi"^^)'-'    /[V(^)'"']'    ^'^ 


■(,,:). 


D'un  autre  côté,  insérons  [n — i)  moyens  arithmé- 

X  —  a  [x  —  d)  ,  .  (.r  —  a) 

tiques  a -\ ,  «H- 2- ■>•••■>  a+(n  —  il- 5 

n  n  '        n 

entre  a  et  x,  et  désignons  par  Ma  la  moyenne  arithmé- 
tique des  valeurs 


f{ 


.)^(-^)      4"-<"-''^]/w 


.  .X  —  a 

a  -{-  [n  —  i) 


Lorsque  n  tend  vers  Vinflni,  le  rapjfort  —-—  tend  vers 
une  limite  complètement  indépendante  de  la  fonction  J'\ 

log  — 

cette  limite  est  •  (F.   Didon.) 

X  —  I  ^ 

Soit  d'abord 

/  (x)  =  A-"+', 
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m  étant  un  nombre  donné  c[uelconque. 

ou,  en  développant  et  désignant  par  S^  la  somme  des 
puissances />'*'""  des  n  premiers  nombres, 

M«  =  «'"H (x  —  a) 

m  [m  —  i)  S;, 

1.2  («  -1-  l)/2-  ' 

m  (m  —  I  ) ...  2 .  I  Sm 


i  .7..  .  .m  («  +  I )  «" 

Or  on  a 

{;,  -:-  .  j  S^  =  («  -K  I/+'  -  ^^-^^  S^, 
[p-^-l)p  (/■>  — l)e 

—  (/>  +  i)S,  — («  +i), 
d'où 

(/^  +  i)Sp  _  /«  -1-  i\/' 


'  "  S^_,  +  ...-r  (;7  +  i)S,  4-(«  +  i) 


{n-hi)nP 


Le  numérateur  de  la  dernière  fraction  est  du  degré  p 
en  n\  donc  à  la  limite,  pour  /t  =  oo  ,  cette  fraction  s'an- 
nule, et  l'on  a 

lim  )^ f— ^  =  hm      =1» 


lim -^ =.  — 1- 

[n  -f-  !)«/'        p  H-  ï 
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et 

m                               in  [m  —  i  )  / 

hm  Ma^fl^H a"'-'\.r —  a)  -^ ^ ::; — a"*-\x  —  ay-^.., 

1.2 

H [x  —  û)'". 

w  -4-  I 


1.5.3 


Muhipliaul  les  deux   membres  de   cette  égalité  par 

[m  H-  i)  (x  —  rt),  et  ajoutant  de  part  et  d'autre  «"*+',  il 
vient 

(/«-f-i)(jc  —  fljlim  IVI« -h  «'"+' 

a"'{j:—a)-h '—a'"-\x—af-h...-h{x—a)'"- 


I  1.2 

=  [a-+-  {x  —  a  )]'"+'  =  .T"'-*-', 
d'où 

lira  Mrt! 

D  autre  part 


(/«  H-  I  )  (ar  —  «) 


(«-HI) 


L(^)" 


Pour  Ai  =  00  ,  le  numérateur  se  réduit  à  j:'""*"' —  a'""*"'-, 
le  dénominateur  se  présente  sous  la  forme  indétermi- 
née CX3  X  o. 

Mais  on  peut  l'écrire 


œ" 


n  -h  i 
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et,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  termes  par  rapport 
à  n.  on  a 


lira  -^ — r=  lim  


I 


/2  -f-  I  «  +   I 


/  n  -\-  i\-      X  X 

=:   IhB  (/7i  +  i)      I    /.  -  =  (m  -H  l)/.  -" 

\      n      }       a        ^  'a 


Donc 


et,  par  suite. 


s  —  ■ 


..      Mfl  '■ 

lim  -— - 


^\g        X  —  a 

le  logarithme  étant  pris  dans  le  système  népérien.  Cette 

limite  est  indépendante  de  m. 

Si  l'on  pi^enait  ^  (x)  =  A  j:"'+*,  cette  hypothèse  ne  ferait 

qu'introduire  le  facteur  A  dans  chaque  terme  du  rap- 

Ma  .  ,  .       .        , 

port  ——5  ce  qm  ne  cnangerait  rien  a  ce  rapport. 

Le  théorème  s'applique  donc  à  toute  fonction  de  la 
forme  A x'^^*,  quelles  que  soient  les  constantes  A  et  m,  et, 
par  conséquent,  à  toute  somme  algébrique  de  termes  de 
cette  forme,  puisque,  dans  toute  suite  de  rapports  égaux, 
la  somme  algébrique  des  numérateurs  divisée  par  celle  des 
dénominateurs  donne  un  rapport  égal  à  chacun  des  rap- 
ports proposés. 

Ce  théorème  est  donc  démontré  pour  tout  polynôme 
en  x,  et  en  général  pour  toute  fonction  de  x  susceptible 
d'être  développée  en  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances de  la  variable,  et  convergente  pour  les  valeurs 
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de  cette  variable  comprises  entre  les  deux  limites  don- 
nées. 

Note.  —  Cette  question  a  aussi  été  résolue  par  M.  Al.  Strnad,  élève 
de  l'Ecole  Polytechnique  de  Prague,  et  par  M.  N.  Androusski,  étudiant  à 
rUniversilé  de  Varsovie. 


Question  1071 

(To!r  2'  série,  t.  XI,  p.  1.44); 

Par  m.   GAMBEY. 

Les  deux  circonférences ,  menées  par  les  fojers  cTune 
conique  et  qui  touchent  une  tangente  de  cette  conique., 
se  coupent  toujours  sous  le  même  angle. 

(H.  Faure.) 

Les  équations  de  la  conique  et  des  deux  cercles  étant 

x''        r' 

— y-  -, — 1  =  0, 

^5_i_  j2 —  2[3jr  — c^  =  o, 

•^'  +  j'  —  2  p'j  —  c^  =  o , 
les  conditions  pour  que  la  droite 

y  =  mx  -\-  n 
soit  tangente  commune  à  ces  courbes  sont 

in-  ^^  a'^ni^  -\-  b^, 

Mais,  si  V  est  l'angle  des  rayons  aboutissant  au  foyer, 
on  a 
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Or.  des  relations  (0  on  lire 


P-P'— Ê^' 


PP  — ~7 » 


d'où  l'ou  déduit  facilement 

26(1+  m-' 


y-p 


Substituant  dans  1  équation  (2)  les  valeurs  de  p' — ,3 
et  de  j5/3',  effectuant  les  calculs,  réduisant,  et  tenant 
compte  de  la  première  des  relations  (i),  il  vient 

2.bc 
t«"gV= -, 


quantité  indépendante  des  paramètres  variables  (5  et  |3', 
m  et  n. 

Noce  du  Rédacteur. —  MM.  Louis  îMorel ,   Pellissier,  Brocard,   Moret- 

Blanc  et   Léon  Lecornu    ont   trouvé  de  même,   au  moyen  de  différents 

2  bc 
calculs,  la  formule  tangV  =  —, tii  <ïui  montre  que  l'angle  sous  lequel 

se  coupent  les  deux  circonférences  dont  il  s'agit  est  égal  à  celui  que  for- 
ment les  deux  rayons  vecteurs  menés  de  l'un  des  foyers  de  l'ellipse  aux 
extrémités  du  petit  axe  de  cette  courbe. 

C'est  aussi  ce  qui  résulte  de  quelque»  propriétés  géométriques  que 
nous  allons  indiquer. 

Soient  A' A,  B'B  les  deux  axes  2a,  3.b  de  l'ellipse;  O  le  centre,  F,  F' 
les  foyers  de  la  courbe;  C,  C  les  centres  de  deux  circonférences  passant 
par  les  foyers  et  qui  touchent  une  tangente  menée  à  l'ellipse  en  un  point 
quelconque  D;  et  M  le  point  d'intersection  de  cette  tangente  et  du  grand 
ase  A' A  prolongé. 

1°  Les  points  t,  t' ,  où  la  tangente  quelconque  MD  coupe  les  deux  tan- 
gentes lises  menées  à  l'ellipse  par  les  extrémités  B,  B'  du  petit  axe,  sont 
précisément  les  points  auxquels  les  circonférences  C,  C  touchent  la  tan- 
gente MD. 

Pour  le  démontrer,  il  suflit  de  faire  voir  que  MF  x  iMF'=:Mf.  Or,  si 
l'on  abaisse  des  foyers  F,  F'  des  perpendiculaires  FF,  F'  P'  sur  la  tan- 
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gente  MD,  et  du  point  t  une  perpendiculaire  tti  sur  le  grand  axe  A'AM, 
on  aura  d'abord 

FPxF'P'=:7h^ 

puisque  le  produit  des  distances  des  foyers  à  une  tangente  quelconque 
est  égal  au  carré  b-  de  la  moitié  du  petit  axe.  Mais  les  triangles  rectangles 
FPM,  F'P'M,  fHM  étant  semblables,  leurs  hypoténuses  MF,  MF',  Mt  sont 
proportionnelles  aux  cotés  FP,  FP',  t\\  des  angles  droits  ;  donc 

MFxMF'=m7. 

2°  L'angle  tV t'  des  droites  menées  d'un  foyer  aux  points  de  contact  C,t' 
est  invariable  et  égal  à  l'angle  BFM  du  rayon  vecteur  FB  et  du  grand 
axe. 

En  effet,  on  sait  que  la  droite  V  t  menée  d'un  foyer  au  point  de  con- 
cours de  deux  tangentes  fB,  rD  est  bissectrice  de  l'angle  BFD  des  rayons 
vecteurs  FB,  FD  conduits  aux  points  de  contact;  donc 

fFD  =  -BFD     et     i'FD  =  -B'FD; 

■i  2 

d'où,  par  addition, 

t  Vt'  =  -  (BFD  -+-  B'FD)  =  -  (BFM  -f-  B'FM)  =  BFM. 

On  a  de  même 

t¥'t'  ^BF'M. 

3°  La  somme  des  angles  F  t  F',  F  f' F',  sous  lesquels  la  dislance  focale  FF 
est  vue  des  deux  points  de  contact  t,  t',  est  aussi  une  quantité  constante 
égale  à  l'angle  FBF'. 

Car 

FfF'=  fFM— rF'M     et    F«'F' =  ^'FM  —  f'F'M  j 

il  s'en  suit 

FfF'-i-Ff'F'=fFf'— fF'A'=BFM  —  BF'M  ==  FBF'. 

4°  Les  deux  circonférences  C,  C  se  coupent  sous  un  angle  CFC  inva- 
riable, et  égal  à  l'angle  BFB'. 

Car  CFC'=:  a'i  — (C'CF-t-CC'F);  mais  les  angles  C'CF,  CC'F,  aux 
centres  des  cercles  C,  C,  sont  respectivement  égaux  aux  angles  inscrits 
¥t¥',  Ff'F';  donc 

CFC'=2''— (FfF'-f-Fï'F'j  =  2''  — FBF'  =  BFB'. 

C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer.  (G.) 
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Question  1082 

(  Toir  i"  série,  t.  XI ,  p.  540  )  ; 

Par  m.  MORET-BLANC, 

Professeur  au  lycée  du  Havre. 

Montrer  que,  pour  toutes  les  valeurs  entières  et  posi- 
tii^es  des  trois  quajitités  m,  n,  p  (e/i  supposant,  bien 
entendu,  p~^m-\-  n),  la  suite  terminée 

n) 
3)...(w-t-/2-+-i) 

4).  ••(/«  +  «  +  2) 

5).  .  .{m  +  «  H-3) 
■  i){p  —  n  +  -2.).  ..[p  —  i){p  —  i)p 


■n){m-hn  —  i)...m{m  —  1) 


(Haton  de  la  Goupillière.) 

Je  représenterai,  pour  abréger,  la  première  expression 
par  Ep.  Son  identité  avec  la  seconde  se  vérifie  immédia- 
tement pour  p  =  m-\-  n,  quels  que  soient  les  nombres 
entiers  positifs  îu  et  n.  Il  suffit  donc  de  prouver  que,  si 
cette  identité  a  lieu  pour  une  valeur  de  p^  elle  subsiste 
encore  quand  on  augmente  p  d'une  unité,  c'est-à-dire 
que,  si  l'on  a 

1  {p-hi)p{p  —  I  ).••(/?  —  «)  —  (m-{-n){m-i-n  —  i)...m[m  —  1 

*p  n-\-  2, 


m 

[m 

-h  i){m  -+-  Q.' 

)••• 

[m 

-+- 

{m  -+-  i){m  -h  2) 

.[m 

-f- 

{m  +2)  (m  H-  3) 

[m 

H- 

{m  -h3){m-\-  ^){m 

-h 

...  +  {p  —  n 

){P- 

—  n 

a 

pour  valeur 

{p 

'4-: 

^)pip  —  i)-- 

{P- 

-n) 

on  aura  encore 

"«^       {p-\-i){p-\-\)p...{p — n-{-\)  —  {m-\-n){m-\-n—\)...m{m—i) 


'p+\ 
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Or 

y       =y  -h{p  —  n-^-i)ip  —  n-\-:t)...{p—i)p{p-^i) 

—  (/'  +  ^)^/^~'"^^---(/^  — "  +  0  —  (^+^)  ('^?H-/?  — l)...(/w  — i) 
_  n  -\-  2.  ~  ' 

C.   Q.    F.   D. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Ant.  Jerâbek,  étudiant 
à  l'Université  de  Prague. 


COURESPONDAXCE. 


M.  Harkema,  de  Saint-Pétershojirg,   nous  commu- 
nique la  proposition  suivante  : 

Si,  sur  les  côtés  AB,  BC,  CA  d\ui  triangle  ABC,  on 
prend  respectivement  trois  points  M,  ]\,  P,  de  façon  que 


A  M        m 

Bi\        n 

CP        p 

MB  ~  n  ' 

INC""// 

PA  ~  7 

m,  /?,  p  désignant  des  constantes  quelconques ,  et  que 
l'on  mène  les  droites  AN,  BP,  CQ,  on  obtiendra  géné- 
ralement un  triangle  a^y  résultant  des  intersections  de 
ces  droites,  tel  que  son  aire  A'  sera  liée  à  V aire  A  du 
triangle  ABC  par  la  formule 


a'=  A 


n'  p^\m  —  q] 


[mn  H-  mp  +  np)  [mp  -{-  np  -\-  nq)[np  +  nq  -\-  pq) 


M.  Harkema  établit  cette  formule  et  en  déduit,  comme 
cas  particuliers,  plusieurs  propositions  connues  en  Géo- 
métrie élémentaire. 
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M.  JViewenglowshi,  agrégé,  remarque  que,  «  dans  la 
plupart  des  Traités  cV u4lgèhre,  la  théorie  des  maxima 
et  minima  dépendant  des  équations  du  second  degré  pré- 
sente une  lacune  »,  en  ce  que  «  l'on  ïie  voit  pas  bien  com- 
ment les  raaxirna  ou  rainima,  trouvés  en  écrivant  que  la 
variable  doit  être  réelle,  satisfont  à  la  définition  du 
maximum  ou  du  minimum.  »  Pour  combler  cette  lacune, 
M.  Niewenglow^ski  démontre  la  proposition  que  voici  : 

«  Soient  X  une  variable  croissant  par  degrés  continus, 
et  y  une  grandeur  liée  à  x  par  une  équation  de  la  forme 


(  I )  07  =  A  zb  B  \Jaj -  -i-  bj  -\-  c, 

A,  B  pouvant  être  des  fractions  ratioi^nelles  renfermant  j^. 
Si,  pour  x  =  (x,  une  des  valeurs  correspondantes  de  y 
est  ê,  et  que  cette  valeur  de  }  soit  un  maxijuum,  par 
exemple,  je  dis  que  o  sera  une  des  racines  de  l'équation 

(2)  aj' -\- by -h  c  =z  o.    » 


QIESTIOXS. 


1092.  On  a  deux  cercles  dans  un  même  plan,  le  premier 
est  parcouru  d'un  mouvement  uniforme  par  un  point  M, 
et  le  second  est  parcouru  en  sens  inverse  et  d'un  mouve- 
ment uniforme  par  un  point  m,  la  droite  élevée  à  chaque 
instatit  par  le  milieu  de  la  corde  Mm  perpendiculai- 
rement à  cette  corde  enveloppe  une  conique  5  construire 
cette  conique. 

Trouver  la  propriété  analogue  dans  l'espace. 

(Laguerre.) 

1093.  Un  tétraèdre  ahcd  étant  conjugué  à  un  para- 
boloïde,  si  l'on  désigne  par  a',  Z»',  c'  les  points  où  les 
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arêtes  r/rt,  db,  de  coupent  le  paraboloïde,  on  a 


da'y 
aa'l 

/db" 

r- 

jdr" 
\cc'  ^ 

)■  =  ■• 

(H.  Faure.) 

1094.  Démontrer  que,  si  deux  coniques  de  grandeur 
fixe  ont  un  foyer  commun  F,  et  si  l'une  d'elles  tourne 
autour  de  ce  foyer  dans  son  plan,  le  lieu  des  points  de 
concours  des  tangentes  communes  à  ces  deux  coniques 
est  un  cercle.  Si  les  deux  coniques  sont  telles  que,  dans 
une  de  leurs  positions,  les  tangentes  communes  soient 
parallèles,  elles  le  seront  dans  toutes  :  montrer  que  la 
condition  de  parallélisme  de  ces  tangentes  communes  est 
l'égalité  des  axes  non  focaux.  (E.  Lemoine.) 

109o.  Le  minimum  d'une  tangente  à  l'ellipse,  comprise 
entre  les  axes,  est  égal  à  la  demi-somme  [a-\-b)  des  axes. 

1096.  Le  maximum  de  la  distance  du  point  de  contact 
d'une  tangente  à  l'ellipse  à  la  projection  du  centre  sur 
cette  tangente  est  égal  à    la  demi-différence  [a — b)  des 

axes  (*). 

1097.  Joignons  deux  points  quelconques  E,  F  d'une 
circonférence  à  un  point  O  pris  arbitrairement  sur  le 
prolongement  d'un  rayon  CA  de  cette  circonférence.  Dé- 
signons par  E',  F'  les  points  de  rencontre  de  ces  droites 
avecla  circo?iférence.  Elevons  aux  points  E,  F  des  droites 
respectivement  perpendiculaires  à  EO,  FO5  appelons  I  le 
point  de  rencontre  de  ces  perpendiculaires.  On  demande 


(*)  Les  énoncés  des  questions  1095,  1096  sont  extraits  de  l'ouvrage 
intitulé  :  An  elementary  Treatise  on  the  dijferential  Calculus  containing 
the  theorj  of  plane  curves  with  numerous  examples ,  by  Benjamin 
WiLLiAMSON  A.  M.,  fellow  and  tutor,  Trinity  Collège,  Dublin;  1872. 
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de  démontrer  que  l'angle  lOC  a  pour  mesure  la  demi- 
diffërence  des  arcs  E'A,  F' A.  (jManîiheim.) 

1098.  La  différence  entre  (  i  H )    et  e  est  comprise 

6  6 

entre et »  quel  true  soit  m. 

im  -\-  \        2.tn  -\-  1      ^  ' 

1099.  Sur  chacun  des  côtés  dun  quadrilatère  cir- 
conscriptible,  on  construit  deux  triangles  équilatéraux. 
Soient  a,  j3,  y,  d  les  centres  des  triangles  extérieurs; 
a',  p',  y',  B'  les  centres  des  triangles  intérieurs. 

1°  Les  médianes  des  deux  quadrilatères  oc^yB,  a'^'y'â' 
se  coupent  en  un  même  point  qui  est  leur  milieu. 

2°  Les  médianes  du  quadrilatère  «jiytJ  se  coupent  à 
angle  droit, 

3°  Dans  le  cas  du  triangle,  un  des  sommets  du  quadri- 
latère donné  devient  le  point  de  contact  de  l'un  des  côtés 
du  triangle  avec  le  cercle  inscrit. 

Les  deux  propriétés  précédentes  subsistent. 

(H.  Brocard.) 

1100.  De  toutes  les  ellipses  inscrites  dans  un  triangle 
donné  ABC,  celle  dont  la  surface  est  Ja  plus  grande  est 
équivalente  au  cercle  inscrit  dans  un  triangle  équilatéral 
équivalent  au  triangle  proposé. 

Si  du  centre  de  cette  ellipse  on  mène  des  droites  aux 
centres  des  cercles  inscrits  dans  les  deux  triangles  équi- 
latéraux construits  sur  l'un  quelconque  des  trois  côtés 
du  triangle  proposé,  ces  droites  seront  respectivement 
égales  à  la  demi-somme  et  à  la  demi-différence  des  axes 
de  l'ellipse,  et  les  axes  de  l'ellipse  seront  dirigés  suivant 
les  bissectrices  des  angles  formés  par  ces  deux  droites. 

(G.) 
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ÉTUDE  Wm  COMPLEXE  DU  SECOND  ORDRE 

suite,  voir  m«^mn  tomo,  |i.  289^; 

Par  m.   PAINVIN. 


§  m. 

Résume  relatif  à  la  situation  des  droites  réelles 
du  complexe. 

25.  Les  propriétés  rai  actérisliques  que  nous  avons 
signalées  dans  les  paragraphes  précédents  permettent  de 
se  faire  une  idée  fort  nette  de  la  situation  des  droites 
réelles  du  complexe.  Pour  cela,  nous  imaginerons  un 
plan  n  dans  une  situation  déterminée,  puis  nous  suppo- 
serons que  le  sommet  P  du  cône  complexe  se  déplace  dans 
ce  plan. 

11  faut  d'abord  observer  que  la  remarque  du  n°  13  nous 
conduit  à  cette  proposition  : 

Théouème  X.  —  La  conique  (F),  correspondant  à  un 
plan  n,  touc/ie  en  quatre  points  [réels  ou  imaginaires) 
la  section  de  la  surface  A  par  ce  plan.  Un  cône  (C), 
ayant  son  sommet  eJi  un  point  quelconque,  a  quatre  de 
ses  génératrices  {réelles  ou  imaginaires)  touchant  la 
surface  A. 

Eu  elfet,  il  y  a  dans  un  plan  II  quatre  droiles  d  iuter- 
seotion  des  deux  plans  d'un  système  du  complexe;  or 
une  droite  d  est  la  réunion  de  deux  tangentes  à  la  coni- 
que (F),  et  elle  vient  toucher  la  conique  au  point  où 
elle  touche  la  surface  A;  donc...  Mainieuanl,  par  un 
point  P,  passent  quatre  de  ces  droites  d,  qui  sont  des 
tangentes  à  A  (théorème  IV,  n*'  11),  et  sont  évidemment 
des  droites  du  complexe;  donc.  .  . . 

Ann.  de  Maihcinat.,  u*^  série,  t.  XI.  (Novembre  187-2.)         3r 
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!2().   Nous  avons  à  examiner  les  cas  suivants  ; 

i"  Le  plan  H  est  exténeur  à  la  surface  A. 

Lorsque  le  sommel  du  cône  se  déplace  dans  le  plan  II, 
le  cône  du  complexe  enveloppe  le  cône  circonscrit  à  l'el- 
lipsoïde donné,  ayant  son  sommet  en  P5  les  génératrices 
du  cône  du  complexe  devant  pénétrer  entre  les  deux 
nappes  de  la  surface  A,  il  n'y  aura  aucune  génératrice 
réelle  de  ces  cônes  dans  le  plan  II,  c'est-à-dire  qu'il  n'y 
aura  dans  ce  plan  aucune  droite  réelle  du  complexe;  la 
conique  (F)  correspondante  est  donc  une  ellipse  imagi- 
naire. 

oP  Le  plan  II  touche  la  nappe  supérieure  de  A. 

Soient  G  le  point  de  contact  et  I  le  pied  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  centre  O  de  l'ellipsoïde  donné  sur 
le  plan  H;  la  conique  (F)  se  réduit  à  deux  points  ima- 
ginaires, qui  sont  les  intersections  imaginaires  de  la 
droite  CI  avec  la  nappe  inférieure  de  A5  I  est  le  milieu 
du  segment  déterminé  par  ces  deux  points.  Lorsque  le 
sommet  P  du  cône  du  complexe  se  déplace  dans  le  plan  H, 
aucune  génératrice  réelle  du  cône  ne  devra  se  trouver 
dans  ce  plan,  puisqu'elles  doivent  passer  entre  les  deux 
nappes  de  A  ;  il  n'v  aura  d'exception  que  pour  le  cas  où 
le  sommet  P  vient  en  C.  Le  cône  du  complexe  se  réduit 
alors  à  deux  plans  réels  dont  l'arête,  située  dans  le  plan 
tangent  II  et  devant  toucher  la  conique  (F),  se  confond 
avec  la  droite  CI.  Toutes  les  droites  du  complexe,  qui 
passent  par  le  point  C,  sont  situées  dans  l'un  ou  l'autre 
des  deux  plans  du  système,  lesquels  plans  sont  tangents 
à  la  nappe  inférieure  de  A. 

3°  Le  plan  II  coupe  la  nappe  supérieure  de  A  sans 
rencontrer  la  nappe  injérieure. 

Soit  G,  rinlerscction  du  plan  avec  la  nappe  supérieure 
de  A;  la  courbe  o^  est  fermée.  La  conique  (F)  est  réelle 
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et  est  mil"  hyperbole  extérieure  à  la  courbe  Oj  ;  cai ,  si 
une  des  branches  de  cette  hyperbole  pénéirait  dans  J],  il 
y  aurait  une  portion  d'aïc  de  celte  courbe  des  points 
duquel  on  ne  pourrait  pas  mener  de  tangente  à  l'hyper- 
bole*, or  cela  est  inadmissible,  puisque,  pour  les  dilTérents 
points  de  cet  arc,  le  cône  du  complexe  se  réduit  à  un 
système  de  plans  réels  qui  seront  toujours  coupés  suivant 
des  droites  réelles  par  le  plan  II,  et  ces  droites  n'-elles 
devraient  toucher  l'hyperbole.  Le  centre  I  de  cette  hyper- 
bole sera  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre 
de  l'ellipsoïde  sur  le  plan  II. 

Lorsque  le  sommet  P  du  cône  du  complexe  se  trouvera 
dans  l'intérieur  de  l'hyperbole  (F),  il  n'y  aura  pas  de 
droites  réelles  dans  le  plan  11^  quand  le  point  se  trouvera 
sur  Ihyperbole,  le  cône  du  complexe  touchera  le  plan  H 
suivant  la  tangente  en  P  à  l'hyperbole;  lorsqu'il  sera  à 
l'extérieur  de  la  conitjue,  le  cône  sera  coupé  par  le  plan  H 
suivant  deux  génératrices  réelles  qui  seront  tangentes  à 
la  conique,  et  ces  deux  génératrices  deviendront  les 
asymptotes  quand  le  point  P  viendra  coïncider  avec  le 
point  I. 

Lorsque  le  sommet  se  trouve  sur  la  courbe  ^i,  le  cône 
du  co;nplcxe  se  réduit  à  deux  plans  réels  dont  l'arête 
n'est  pas  dans  le  plan  II,  sauf  pour  les  points  où  la 
courbe  Ji  vient  toucher  l'hyperbole  (F). 

4°  Le.  plan  n  louche  la  nappe  inférieure  de  A. 

Soient  toujours  Oj  l'intersection  du  plan  H  avec  la 
nappe  supérieure  de  A,  C  son  point  de  contact  avec  la 
nappe  inférieure,  et  I  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  O  de  l'ellipsoïde  sur  ce  plan  5  la  co- 
nique (F)  se  réduit  ici  à  deux  points  réels,  a  et  a',  qui 
sont  les  intersections  de  la  droite  CI  avec  la  nappe  supé- 
rieure de  A;  I  est  le  milieu  t]u  segment  an'. 

3j. 
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1  oisquc  le  sommet  P  a  une  situation  quelconqui;  dans 
le  plan  H,  le  cône  du  complexe  est  coupé  par  le  plan  H 
suivant  deux  droites  réelles  passant  respectivement  par 
n  et  (!.'  -^  quand  le  sommet  est  en  C,  le  cône  se  réduit  à 
deux  plans  imaginaires,  dont  l'arête  réelle,  située  dans 
le  plan  langent  II,  coïncide  nécessairement  avec  la 
droile  aa' . 

Quand  le  point  P  se  trouve  sur  la  courbe  cJ,,  le  cône 
du  complexe  se  réduit  à  deux  plans  réels  dont  les  inler- 
sectioiis  par  le  plan  II  passent  toujours  par  les  points  a 
et  a' .  Si  le  sommet  du  cône  se  déplace  sur  aa' ^  le  cône  est 
touché  par  le  plan  II  suivant  l'arête  au' -^  lorsqu'il  se 
trouve  en  a  ou  a',  le  cône  se  réduit  à  deux  plans  réels 
dont  l'arête,  située  dans  le  plan  H,  touche  la  courbe  ^j 
en  a  ou  a' . 

5"  Le  plan  II  coupe  les  deux  nappes  de  la  surj'ace  A. 

Soient  Oi  et  o^  les  intersections  du  plan  II  avec  les 
nappes  supérieure  et  inférieure  de  A;  comme  il  y  a 
dans  ce  plan  des  droites  réelles  du  complexe,  puisque 
les  points  de  J,  donnent  lieu  ;i  des  plans  réels,  il  en  résulte 
que  la  conique  (F)  est  réelle;  comme  elle  est  une  ellipse, 
cette  ellipse  est  donc  réelle.  Ajoutons  que  cette  ellipse 
est  extérieure  à  la  courbe  d^  et  intérieure  à  la  courbe  ûi. 
Efi  effet,  si  le  sommet  du  cône  est  sur  la  courbe  âi,  on 
a  deux  plans  réels  dont  les  intersections  par  le  plan  II 
doivent  toucher  la  conique  F;  si  le  sommet  P  est  dans 
l'intérieur  de  cJ^,  le  cône  du  complexe  est  imaginaire, 
propriétés  qui  impliquent  nécessairement  la  position  que 
nous  avons  assignée  à  l'ellipse  F. 

Lorsque  le  sommet  P  du  cône  est  en  dehors  de  Oj,  ou 
situé  entre  c^i  et  (F),  le  cône  du  complexe  est  réel  et 
coupé  suivant  deux  droites  réelles  par  le  plan  H;  si  ce 
sommet  se  trouve  entie  (F)  et  J^,  le  cône  est  réel,  mais 
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il  n'a  plus  (le  dioilcs  réelles  situées  dans  le  plan  II;  enfin, 
quand  le  sommet  est  dans  rinléiicur  de  d^^  le  cône  est 
imaginaire. 

Loi'sque  le  sommet  est  sur  (Jq,  le  cône  se  réduit  à  deux 
plans  imaginaiies  dont  l'arête  traverse  le  plan  H,  excepté 
pour  les  points,  tels  que  c/o,  où  la  conique  (F)  loiulic  la 
courbe  do'-,  pour  ces  points,  le  cône  du  complexe  se  réduit 
à  deux  plans  imaginaires,  dont  l'arête,  située  dans  le 
plan  n,  touche  en  cIq  la  courLe  Oo^^i  rencontre  la  courbe  âi 
en  deux  points  «i  et  a\  ,  qui  seront  les  sommets  de  la 
conique,  léduile  à  deux  points,  correspondant  au  plan 
tangent  à  A  en  (/(,. 

Quand  le  sommet  se  déplace  sur  la  conique  (F),  le 
cône  du  complexe  est  tangent  au  plan  II  suivant  la  tan- 
gente à  la  conique  au  point  où  se  trouve  le  sommet. 

Enfin,  lors([ue  le  sommet  du  cône  est  sur  O],  le  cône 
se  réduit  à  deux  plans  réels,  dont  les  intersections  par 
le  plan  II  touchent  la  conique;  si  le  sojuniet  vient  à  coïn- 
cider avec  un  des  points,  tels  que  <^7i,  les  deux  plans  sont 
toujours  distincts,  leur  arête  n'est  pas  située  dans  le 
plan  n,  et  ils  sont  coupés  par  ce  plan  suivant  detix 
droites,  dont  l'une  est  «!«',  .  Quand  le  sommet  se  trouve 
en  un  des  points  où  la  conique  (F)  touche  la  courbe  â'j, 
les  deux  plans  du  systènie  ont  leur  arête  dans  le  plan  II 5 
cette  arête  est  la  tangente  commune  en  ce  point  à  la 
conicjue  et  /i  la  courbe  cJ, . 

§  IV. 

27.  Nous  allons  revenir  maintenant  sur  certaines  pro- 
priétés plus  particulières  que  lious  avons  laissées  de  côté 
dans  cette  première  élude,  et  sur  la  démonstration  analy- 
tique de  plusieurs  propositions  énoncées  dans  les  para- 
graphes précédents.  Ces  démonstiations  analylicjues  ont 
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l'avantage  de  inettie  en  évidence  les  relations  fjui  lient 
Jes  éléraenls  coirespondanls,  et  peuvent  être  utiles  dans 
d'autres  recherches. 

Les  points  a,  a',  auxquels  se  réduit  la  conique  (F), 
quand  le  plan  auquel  elle'  correspond  est  tangent  à  la 
surface  A,  se  trouvent  sur  cette  même  surface  A  (n°24). 

Le  plan  (z/q,  i'g,  vv^)  étant  tangent  à  la  surface  A,  on 
a,  n«21, 

(l»)  K  =  o,      on      So{ii>  —  c^o—  ^Jo  =  o; 

les  équations  {/n),  (4^  In's)  et  (4-3  bis)  du  n**  19  donnent 
alors 

{2°)  p-^  =.'-,    /■  =  M,   M  =  .Sogo - 1 • 

On  a  d'ailleurs,  n"'  19  et  21, 

(49)  \  tJ,=BCul-^CAul-^ABn'l, 

i^c)  bis)  Sofj.  —  eèio  —  .')o  =o. 

Les  équations  (49)7  résolues  par  rapport  à  »q,  ^^Q,  w^, 
donnent,  eu  égard  à  (49  bis), 

i  6îcJ«;  =  (Ay„-i)(g«-A), 

(50)  c»^=(BS,-i)(fJ„-B), 
(  a]b]ivl=(C^,~i){g,-C); 

les  équations  (5o)  dcfnissent  les  coordonnées  u^,  i^o^  Wq 
d'un  plan  quelconque,  tangent  à  la  surface  A,  en  fonc- 
tion des  quantités  Sq^  lu'  qii^oïi  j)eut  regarder  comme 
arbitraires. 

Pour  obtenir  les  coordonnées  .r,  y,  z  des  points  a 
et  a',  remarquons  que,  si  Ton  abaisse  du  centre  O  de 
rdlipsoïde  une  perpendiculaire  sur  le  plan  u^,  ^'o?  ^^05  ^^ 
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{)ied   1   do  (•(-■lli;  perpendiculaire,   dont   les  coordonnées 
sont  —1  —•>  —■)  sera  le  centre  de  la  conique  [a,  a  ),  et  l;i 

t>(l        "0        "0 

longueur  \a  sera  précisément  égale  à  p.  Par  conséquent, 
si  a,  j3,  y  sont  les  angles  de  \a  avec  les  axes,  on  aura 


3»1 


Mais  les  angles  a,  (3,  y  sont  donnés  par  les  égalités  (44)5 
n"  20  ;  en  introduisant  dans  ces  égalités  la  valeur  actuelle 
de  /i,  A  1=  '■''ofi'o  —  '  '  '-'Il^-'s  deviennent 

oosa(ASo  —  i)  cosp(B.'>o  —  0 cos7(CcSo  —  «) 

«0  <'u  «'0 

On  devra  avoir 


lia 

■^  = h  p  cosa, 

h  il 

Ou 

où 

p-  _ 

_     Su()'u  —  • 

z  = h  p  COS7, 

^0 

r;> 


ce  qui  donne,  en  ayant  égard  aux  valeurs  (5o), 

(4")  iJ.-f-Sl=z  —  {ASo—i){BSo-i){CS,  —  i). 

Par  conséquent  : 

Les  coordonnées  x,y,  z  des  points  a,  a\  aux(/uels  se 
réduit-  la  conique  (F)  correspondant  au  plan  tangent 
("o'  ^0'  ^^0)5  seront  données  par  les  équations 

!  Il«  U„  £ 


wo           ^a 

A.S„-i 

~  H  -i^  !!l 

£ 

B^o  — I 

£ 

C.S„-i 
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ou 

s^  =  — (A^o  — 0(BcSo— i)(C§„  — i). 

Pour  démontrer  que  ces  points  sont  situés  sur  la  sur- 
face A,  n"  8,  nous  allons  calculer  les  expressions 

S  =x'  -hx'-+-  z^~  e, 

G  =  A.r'  -+-  Bjr=  -I-  C:;''  —  g, 

H  =  b'c^x''  -\-  c^a^y^  H-  «'é^z'  —g. 

Dans  ce  but,  faisons  d'abord  les  carrés  de  oc,  y,  z\  on  a 

[Si  bis)     \   ^^jK>=i?iLi:^(_cAS^-+-2eS„-2  +  2£), 

I  (^'   ç^ 

So^'  ='^V7T-(-AB§;  +  2e8<,-2  +  2£). 
\  ''il 

On  trouve  alors  immédiatement,  en  ayant  égard  aux  re- 
lations (28),  n°  13, 

S  =  tj„  —  e, 

G8o=  2t'^„  —  g^l—  2  -(-   2£, 

Hs J  =  -  (2eSo -  g-So  -  2)  (Cjo  -  ^)  -  2^(tj„  -  e)  ; 

d'où  il  résulte 

SG  +  H  =  G, 

ce  qui  démontre  la  proposition  en  question. 

28.  Tout  plan  tancent  à  La  surface  A  appartient  à 
un  des  systèmes  de  plans  du  complexe. 

Reportons-nous  à  l'équation  (5°)  (23)  du  n°  H^  si 
nous  posons 

9'  =  s/(fl^  +  p,)(^^  +  p.)(c'+p,), 
ô"=^(a^  — p,)(^'-p,)(c'-p,), 
26=  (6'  +  e")% 
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les  coordonnées  «„,  t^^î  ^^'o  tl'un  plan  du  complexe  pour- 
ront s'écrire 

avec 

''»- bl7] '•■•' 

ou,  en  élevant  au  carré  et  réduisant, 

-  h]  c\  ul  9  =  (a'  -+-  p:)(  /i  -  ep^  +  la^p]  +  9'  0"), .  .  .. 

Mais  il  est  facile  de  voir  que 

6  =  /i  4-epî  -f  6' 6"; 

par  conséquent,  îes  coordonnées  u^,  p'q,  iv^  des  plans  du 
complexe  correspondant  à  un  point  de  la  nappe  supé- 
rieure de  A,  défini  par  les  paramètres  pi  et  ^j,  sont 
données  par  les  équations 

(52)  >    ~c]a]vl  ^yb^  +  p,)  (^,-^bÇj, 

-a]b]a'l^ic^^p,)(^i-^C^-iy 
■2Q={Q'  +  Ô")', 

9"  =±  ^(a^_p,](/v'~p,)(c^-p,). 
Si,  à  l'aide  des  valeurs  (52),  on  calcule  les  expressions 

( io  =  BC ul -h  CAi'l  +  ABa-l, 
f%  =  a^ul  -+-  6'f  ■    4-  c-u'l  —  I, 


OU 
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on  trouve 


(53) 


De  là  résulte  évidemment 

SoÇo  — ^So Ôo  =  0. 

En  rapprochant  ces  résultats  de  ceux  que  donnent  les 
équations  (23)  (2°),  n°  H,  on  a  la  proposition  suivante  : 

Si  Xq,  J'q,  Zq  sont  /es  coordonnées  cV un  point  de  la 
surface  A,  aux  paramètres  pi  et  p,  '•,  ^i  "01  ''o'  ''^o  sont  Jes 
coordonnées  d'un  des  plans  du  système  correspondant 
au  point  (j^^o',)  05  ^0)5  on  a  les  valeurs 
/So  =  p2,         Go  =  pî,  Ho  =  — pjpj  ; 

(54)     S«=^'       g.  =  ^4-p:,       5o-^^ 

(  2  e=[v/(«'+pOi^'+p.)(^'+p.)±v^(«'-p.](^2— p,)(^— p.}j'- 

Démontrons  maintenant  que  tout  plan  tangent  à  A  est 
un  plan  d'un  des  systèmes  du  complexe.  Il  nous  suffit 
d'écrire  que  les  valeurs  (5o)  de  Uq,  Uq^  ^Vq,  qui  détermi- 
nent un  plan  tangent  à  la  surface  A,  sont  les  mêmes  que 
celles  que  fournissent  les  équations  (02)  qui  déterminent 
les  plans  des  systèmes  du  complexe.  On  obtient  ainsi  les 


égalités 


(1°) 


(AS„-i)(g„-A) 

p.= J 

2b4-1 

9 

^  (c§.-i)(g,-c) 


—  b' 
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Ces  trois  cquaiions,  où  ^o  et  Ço  sont  des  quantités  sup- 
posées connues,  doivent  déterminer  les  deux  inconnues  p^ 
et  p^. 

.2 

Or,  si  l'on  fait  —  =  So,  les  rapports  (i**)  deviennent 

égaux,  et  l'on  a 

Pî  =  Cj'o—  e; 

ce  qui  prouve  la  proposition  qu'on  avait  en  vue. 

De  là,  ou  des  relations  (54)',  nous  tirons  encore  la  re- 
marque suivante  : 

Si  Mo,  1^05  "ï^o  sont  les  coordonnées  d'un  plan  tangent 
à  la  nappe  inférieure  de  A,  par  exemple,  les  paramè- 
tres px  et  p.2  du  point  [xo,j'o-,  Zq)  de  la  nappe  supérieure 
pour  lequel  ce  plan  donné  est  un  des  plans  du  système 
correspondant  du  complexe  sont  fournis  par  les  équa- 
tions 

(  Pî  —  (l'o  —  e , 
(55)       '  /  2        2<?        \  Ah 

29.  La  droite  d'intersection  des  deux  plans  d'un  sys- 
tème du  complexe  est  définie  parles  équations  (26),  n"  12  : 


(»°j  {j=Jo  + 


1  est  une  arbitraire*,  [xo^yo-,  Zq)  est  le  point  où  celte 
droite  touche  la  surface  A;  p^  est  le  paramètre  de  la  sur- 
face homofocale  à  laquelle  est  normale  la  droite  {d). 

Cherchons  combien  il  j  a  de  ces  droites  dans  un 
plan  («1,  ^1,  w^)  arbitrairement  dontié. 

La  droite  (i")   devant  être   dans  le  plan   '  </j,  i^,,  iv,  ). 


a 

=  +p-.. 

).Jo 

b 

'+p, 

ÀZo 

c  est-a-dire 

u,  X  H-  f,  j  -4-  (r,  z  —  I  =  o, 

on  a  les  deux  équations  de  condiLion 

«1  -^0  H-  <'i  Jo  +  «'i  Zo  —  I  =  o, 


b^  -\-  pj        <^--+-  ps 
Or  les  équations  (a")  sont  vérifiées  si  l'on  pose 

(a^-f-  Pj)  {a- —  (x) 


I    «1  a^o  ::=  — 

\ 

[56)  -,  o,  j(,z=  — 


r-2 


I  "i 


(c^  +  p.)( 


rt?Z': 


et  ce  seront  les  valeurs  générales,  puisqu'elles  renferment 
une  constante  arbitraire  [i. 

Mais  les  coordonnées  .rcjo?  -^o  doivent  vérifier  les 
équations  (23)  (3°),  n°  11;  en  y  substituant  les  va- 
leurs (56)  et  en  isolant  le  terme  en  p\^  il  vient 


c\a\ 

(c'  +  pj)  (c=  —  a? 


a]b\ 

Egalons  maintenant  ces  rapports,  et  résolvons  les  éga- 
lités par  rapport  à  p^^  on  trouve 

_b^b\{b-'—u.yw\  —  c-'c\[c''—^Yv]+ka\b\c\t>\w\ 
_c^c]{c''—u)-'u]  —  a''a]{a^—li.Ya'\+'Ra]b\c]w]u\ 
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Enfin,  si  l'on  égale  entre  eux  les  derniers  rapports,  on  ar- 
rive à  l'cqualion  unique 

!u\{b^—y.y-  {c' —  y.y -{- ç]{c^  —  u-Y {n-- —  u.y 
—Bn']u\b\{b'  —  iiY  —  Cuy,c\{c-  —  i^y—  o. 

L'équation  (56  quater)  est  du  quatrième  degré  en  ^\ 
à  une  racine  p.  correspond  une  seule  valeur  de  pa  fournie 
par  les  équations  (56  tcr)^  puis  une  seule  valeur  posi- 
tive de  p,  donnée  par  les  équations  (56  bis)^  et  enfin  une 
seule  valeur  des  coordonnées  Xq,  j''o,  ^o  <lu  point  de  con- 
tact données  par  les  équations  (56).  Far  conséquent  : 

llj  a  quatre  droites  [d)  situées  dans  un  plan  arbitrai- 
rement donné  («j,  t^i,  ^Vj). 

30.  Clicrchons  combien  il  y  a  de  droites  [d)  passant 
par  un  point  (Xi,^  i,  ^i)  arbitrairement  donné. 

D'après  les  équations  (i")  ci-dessus,  on  a 

''»-(û=+p,  +  ),)'  •^"-(6^+13:4-).)'  ^°~(c'-f  p,+  ).)' 
ou,  après  avoir  posé  pi  -h  /  =  v, 

^    ''  («--l-v;  ^6^4-vj  (cM-v) 

Substituons  ces  valeurs  dans  les  équations  (3°)  (aS), 
n"  il,  et  dirigeons  le  calcul  comme  dans  le  numéro  pré- 
cédent, nous  obtenons  successivement 


(57  ter) 


?2 
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c\x]{c^+^^Y—a]z][(û+vY 

(57  qaater)  )        H- Cz;(«^  +  v)'f&î+ v)'— rt;jrîzj(rt='+v)=' 

1         ~  b\z\.T]{b''-{--jY  —  c^.r^  jj(c=+ v)'=  O. 

D'où  Ion  conclut  comme  précédemment  que  : 

//  )'  a  quatre  droites  [d)  passant  par  un  point  {pc^ ,  j", ,  Zj) 
arbitrairement  choisi, 

31,  Voici  maintenant  les  diverses  questions  particu- 
lières quo  nous  étudierons  successivement  : 

1°  Cas  où  le  sommet  du  cône  du  complexe  est  à  l'in- 
fini 5  cas  où  le  plan  des  coniques  (F)  passe  par  le  centre 
de  l'ellipsoïde  5 

2°  Lieu  des  points  pour  lesquels  le  cône  du  complexe 
est  de  révolution  5  position  des  plans  pour  lesquels  la  co- 
nique (F)  se  réduit  à  un  cercle*, 

3°  Points  pour  lesquels  le  cône  du  complexe  se  réduit 
à  deux  plans  coïncideiils;  plans  pour  lesquels  la  coni- 
que (F)  se  réduit  à  deux  points  coïncidents. 

32.  Cas  oit  le  sommet  du  cône  du  complexe  est  à 
Viiijini. 

Reportons-nous  à  l'équation  (4),  n''-4;  remplaçons-y 

Xq.  Toi  ^'q  par— 5  —5  —  :  puis,  après  avoir  chassé  le  dé- 
'0     ^0     ^0 

nominateur,  faisons 

■^0       J'o       "0  

cosa        cosp        CCS  7 
a,  (3,  y  étant  les  angles  avec  les  axes  de  coordonnées  de 
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la  tlireclion  des  génératrices  du  cvliiidre^  il  vient 

(/  C0S7  —  z  cosp)^  +  {z  cosa  —  X  COS7)'  -!-  [x  cosp  —  T^cosa)^ 
=  {¥  +  C-)  cos'a  H-  (c-  H-  «-)cos'P  +  («-  +  Z'^)cos'7, 

ou,  en  développant, 

(   jr'  -4-  j ^  +  g'  —  [x  cos a  -I-  _v  cos [3  4-  z  ces 7) ^ 

(        =  «■'  -I-  /;-+  c- —  (rt-  cos^a  +  ^-cos'p  -\-  c"-  cos^7). 

On  voit  que  le  cône  se  réduit  à  un  cylindre  de  révolution 
circonscrit  à  la  sphère 

r*H- j=  +  z^=:  <?'+  è-H-c' —  [a'  cos^a  +  b"^  cos'P  -h  c' 005^7). 

Or,  si  l'on  mène  un  plan  tangent  à  rdlipsoïde  perpen- 
diculairement à  la  direction  des  génératrices  du  cylindre, 
ce  plan  coupe  la  sphère,  lieu  des  sommets  des  trièdres 
trirectangles  circonscrits,  suivant  un  cercle  qui  est  pré- 
cisément le  cercle  directeur  du  cylindre  (58).  Ce  résultat 
se  voit  d'ailleurs  sans  calcul,  eu  remarquant  que  le  lieu 
des  intersections  des  plans  rectangidaires  tangents  à  un 
cylindre  du  second  degré  est  un  cylindre  de  révolution. 

L'enveloppe  du  cylindre  (58)  est  précisément  la  sur- 
face A. 

En  effet,  écrivons  a,  (3,  y  au  lieu  de  cosa,  cosj3,  cosy, 
Féquation  (58)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(a^+p'  +  7-)  (.r2+r»  +  z'  — a'— /^'  — c^)  +  «-a'  +  i-6-'H-c=7' 

=  [a.x-^  j3j  4-  73)% 

OU,  d'après  nos  notations  actuelles, 

(1°)  a=(S  +  «')  +  P»(S-h//^)  +  7=(S+r')  =  (a;c  +  pj  +  73)^ 
Egalons  à  zéro  les  dérivées  par  rapport  à  a,  |j,  y,  il  vient 

a  (S  -h  (r)  =  .r(a.r  -+-  ^J  +  72), 

P(S4-^^|=.r(a.r+fl,)H-7z)» 
7(S+  r^)  =  3(«.r  -1-  pj)-  4-  721); 


(  49t>  ) 
d'où 


s  4- a» 

y 

(ax-H  |îj4-  yz  1 

S  -t-  6= 

-A 

ax  +  Pj  +  7Z) 

Substituons  ces  dernières  valeurs  dans  l'équation  (i°),  il 
reste 


(59) 


s  +  û^       s  +  ^"^       s  + 


ce  qui  est  une  forme  de  l'équation  de  la  surface  A  5  car, 
en  réduisant,  on  a 

S'-+-S'e4-Sg-  +  //=:S^(S4-e)  +S(G  +  g')  +HH- A, 

OU 

SG  +  H  =  o. 

33.    Cas  où  le  plan  (zi^,  v^^  iv^)  passe  par  le  centre  de 
V  ellipsoïde. 

Si,  dans  l'équation  (34),  n''  IS,  on  remplace  «g,  t'o?  w^ 

?<o      «'o     «'0  •  ^  r 

par  — •)  — »  — ?  puis  qu  on  tasse 

>'a        ^0        '0 

«0      __       "0      "'a 

cosa        cosS        C0S7 

a,  |6,  y  étant  les  angles  de  l'axe  du  plan  sécant  avec  les 
axes  de  coordonnées,  il  vient 

/         (Z)^  +  c^)  \  p  C0S7 — w  cos^Y 

(60)  \     H-  (c=  4-fl^)(<l'COSx —  MCOS7)' 

l    +  (rt^  H- />'^)(m  cosp —  fCOSa)'^!, 

ou,  en  développant, 

/  «-(Ccos',8h-B  cos'7)-4-(''(Acos'7  +  Ccos'a) 
[ÇiO  bis)  \        H- cr- (  B  cos- a -f- A  cos' p  ) — 2  A(w  cos[5  COS7 

—  2  B  uw  COS7  ces  a  —  2  C  uv  ces  a  cos  s  =  I . 


(  497  ) 
Si  l'on  revient  aux  équations  ponctuelles,  on  trouve  que 
la  conique  (F)  est  définie  pai'  les  deux  équations 

l   A.r-+Bj2  +  Cz2— BCcos^a-l-CAcos'S-H-ABcos^V, 
{60  ter)   j 

(    .r  cosa  -f-  r  cosp  +  Z  COS7  :=  O. 

Le  lieu  des  points  où  les  coniques  (F)  (60  ter)  se  ren- 
contrent est  encore  la  surface  A. 

En  effet,  en  mettant  a,  j3,y  au  lieu  de  cosa,cos/3,  cosy, 
les  équations  (60  ter)  peuvent  s'écrire 

( Ao:' -t- B r  = -f- Cz^  —  BC)  a^  +  (  A ^' -H  Bj  '  +  Cz^  — CA) p^ 

-^(A,r^  +  Bj'^Cz'  — AB)7=  =  o, 
ax  +  py  -+-  yz  ^=  o, 

OU  encore 

I    a.r  -|-  pj  4-72  =  0. 
En  différenliant,  on  obtient 

X  y  z 

Substituons  ces  valeurs  de  a,  (3,  y  dans  la  première  des 
équations  (1°),  on  trouve 


G  — a'       G  — h'    '    G  —  c' 
ou 


o. 


x'  {Ax'  -f-  B j  M-  Cz'  —  AB )  (  A  .r=  -f-  Bj ^  +  G z^  —  AC ) 
-t- j.' ( Ax=  H-  Bj2  4-  Cz^  —  BC  )  (  A.c^  -f- Bj^  +  C2=  —  BA) 

H- z' (  A.r2  +  B;-' +  Cz- —  CA  )  (  A.r^ -t- Bj^  +  Cz^  —  CB)  =0, 

équation  qui  se  réduit  à  celle  de  la  suiface  A^  après  la 
suppression  du  facteur  Ax^  -+-  Hy*  +  Cz^. 

De  là  : 

Théorème  XI.  —  Lorsque  le  sonmiet  du  cône  du  corn- 

Ami.  de  Malhcmat.,  ->.*  série,  I.  XI.   (Novembre  1873.)        32 


(  498  ) 
plexe  est  à  Vinjinisur  une  direction  (a,  |3,  y),  le  cône 
se  réduit  à  un  cylindre  de  révolution,  dont  le  cercle 
directeur  est  V intersection ,  avec  la  sphère  lieu  des  som- 
mets des  trièdres  trireclangles  circonscrits  à  V ellipsoïde, 
du  plan  tangent  à  V ellipsoïde  mené  perpendiculaire- 
ment à  la  direction  choisie.  L enveloppe  de  ces  cylindres 
est  la  surface  A. 

Lorsque  le  plan  II  passe  par  le  centre  de  V  ellipsoïde, 
la  conique  (F)  correspondante  a  pour  centre  celui  de 
Vellipsoïde,  et  est  V  intersection  du  plan  H  avec  un  el- 
lipsoïde concentrique  et  homothétique  à  Vellipsoïde  G; 
le  rapport  des  carrés  des  axes  du  premier  à  ceux  du 

second  est  p*,  j)  étant  la  distance  du  centre  O  au 

S 
plan  tangent  à  Vellipsoïde  G  parallèle  au  plan  II.  Le 

lieu  des  points  de  rencontre  des  coniques  (F)  est  encore 

la  surface  A. 

34.  Avant  d'aborder  la  seconde  question,  remarquons 
que  les  sections  de  la  surface  A  par  les  plans  principaux 
de  l'ellipsoïde  sont 

!;c  z=  o,  y^o,  z  =  o, 

jr'  +  3'  =  A,  z'-ha:'  —  B,  x'-  -h X^  =  Cy 

Bj'-hCz^  =  BC,      A.r'+Cz^=AC,     Ax--hBy^  =  AB. 

Lorsque  le  plan  II  (»oi  ^'ot  ^^o)  se  confond  avec  un  des 
plans  principaux  de  l'ellipsoïde,  avec  le  plan  zOy  par 
exemple,  on  a  Vq  =  o.  Wo  =  o,  j'o  =o,  et  l'équation  (34)? 
n°  15,  rendue  homogène,  devient 

C,»^-l- Bh'^=  I      ou     fx=ro,    Bj-  +  Cc^  =  BC); 

la  conique  (F)   coïncide  avec  l'ellipse  de  la  surface  A 
située  dans  le  plan  jOz. 

Lorsque  le  sommet  P  est  à  l'infini  sur  un  des  axes  de 


(  499  ) 
l'ellipsoïde,  sur  l'axe  Ox  par  exemple,  on   a   y^  =  o, 
Zq  =  o,  ?o  =  o,  et  réquation  (4),  "'' 4,  rendue  homogène, 
devient 

j  î+  z=  =  A; 

le  cône  est  alors  un  cylindre  ayant  pour  trace  le  cercle  de 
la  surface  A  situé  dans  le  plan  principal  perpendiculaire 
à  Ox. 
Ainsi  : 

Théorème  XII.  —  Lorsque  le  plan  H  se  confond  avec 
un  des  plans  principaux  de  l'ellipsoïde  donné,  la  co- 
nique (F)  coïncide  avec  V  ellipse  de  la  s  m  face  A  située 
dans  le  plan  principal  considéré. 

Lorsque  le  sommet  du  cône  est  à  V  infini  sur  un  des 
axes  principaux  de  Vellipsoïde  donné,  le  cône  du  com- 
plexe se  réduit  à  un  cylindre  ayant  pour  trace  le  cercle 
de  la  surface  A  situé  dans  le  plan  principal  perpendi- 
culaire à  faxe  considéré. 

35.  Pour  la  recherche  qui  nous  occupe,  c'est-à-dire 
l'étude  de  la  situation  des  droites  réelles  du  complexe, 
nous  aurons  à  considérer  surtout  la  section  de  la  surface  A 
par  le  plan  xOz. 

La  section  de  la  surface  A  par  le  plan  xOz  se  compose 
des  deux  courbes 

//?    N  iJ  =  o,        j:=+  z'  =B        (cercle), 

("2)  \ 

iy  =  o,     A.r=-+-Cz'=  AC     (ellipse). 

L'équation  de  la  focale  à  r(>llipsoïde  située  dans  le 
plan  zOx  est 

(63)     jz=o,     a].z^  —  <:^z'  =  rt^<:J      ( hyperbole  focale). 

Le  cercle  et  l'ellipse  (6o-)  se  coupent  au  point  (en  ne 

3?. 


{     DOO     ) 

considérant  que  celui  dont  les  coordonnées  sont  positives) 

64)      (D)     ^0  =  -;=^»      Jo  =  o,      z,=  :; 

les  tangentes  en  ce  point  à  l'ellipse,  à  l'hyperbole  focale 
et  au  cercle,  sont 


y 

(Tp  t      Cl  —=.  +  rt,  -—  =  sj  —  b'\      (tangente  à  l'ellipse), 

y/C  vA 

^^^^    MT/,)       v/C-— v'Â-  =  s/^       (tang. à riiyp. focale). 


(Te)     xc^^'C-\-za^\|A^=^'&\|  —  b\    (tangente  au  cercle). 

On  voit  par  là  que  ; 

n hyperbole  focale  passe  par  le  point  de  rencoJitre 
de  V ellipse  et  du  cercle,  et  j  coupe  orlhogoîialement 
V ellipse;  r ellipse  de  la  surface  A,  Vhjperbole  focale  et 
r ellipse  principale  de  V ellipsoïde  donné,  situées  dans 
le  plan  zÇix,  sont  homofocales.  L ellipse  et  le  cercle  (62) 
se  coupent  sous  un  angle  \  dont  la  tangente  est 


tangV  =: 

(  La  suite  prochainement.  ) 


/AC 


SOLUTIONS  DE  QIESTIOÎ^S 
PROPOSÉES  DAKS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  973 

(Toir  î."  série,  t.  VIII,   p.  662); 

Par    m.    MORET-BLANC, 

Professeur  au  lycée  du  Havre. 


IJne  parabole  se  déplace  en  restant  toujours  tangente 
à  une  droite  fixe  en  un  point  déterminé .  On  demande  : 


(   5o'    ) 
1**  le  lieu  dujojevj  2"  le  lieu  du  point  de  la  courbe  oit 
la  tangente  est  perpendiculaire  à  la  droite  Jixe;  3°  /'e/i- 
ueloppe  de  l'axe  de  la  parabole.  (Brocard.) 

L'équation  polaire  de  la  parabole,  en  prenant  le  foyer 
pour  pôle  et  la  droite  dirigée  de  ce  point  vers  le  sommet 
pour  axe  polaire,  est 

r=  -JL—. 
0' 
2  ces'  - 
2 

Je  suppose,  pour  fixer  les  idées,  que  l'axe  de  la  parabole 
étant  dirigé  horizontalement  de  gauche  à  droite,  6  soit 
regardé  comme  positif  ou  négatif  suivant  que  le  rayon 
vecteur  est  au-dessus  ou  au-dessous  de  l'axe. 

Prenons  maintenant  pour  pôle  le  point  fixe,  pour  axe 
polaire  la  tangente  fixe  dirigée  vers  la  droite,  et  appe- 
lons w  l'angle  que  le  rayon  vecteur  mené  au  foyer  de  la 
parabole  fait  avec  le  nouvel  axe  polaire. 

1°  La  propriété  de  la  tangente  de  faire  des  angles  égaux 
avec  le  rayon  vecteur  du  point  de  contact  et  une  paral- 
lèle à  l'axe  donne,  dans  tous  les  cas,  en  ayant  égard  au 
signe  de  6, 

K  6  j,     <  9  7T 

w  = 1      dou     —  = &). 

22  22 

L'équation  polaire  du  lieu  des  foyers  sera  donc 

(i)  r=—^, 

'  2sm-w 

et  en  coordonné(;5  rectangulaires 

/.'(.!•=  4- j^)  =  4  r'- 

Cette  courbe  est  symétrique  par  rapport  aux  deux  axes 
des  coordonnées  5  elle  se  compose  de  deux  branches, 
convexes  vers  l'axe  des  .r,  ayant  pour  sommets  les  points 


(  5o2  ) 

.r  =  o,  ^  =  it-)   et  s'étendant  à  l'infini.   Elle  na  pas 

d'asymptotes. 

2°  On  sait  que  la  corde  de  contact  de  deux  tangentes 
rectangulaires  passe  par  le  foyer;  elle  se  compose  de  deux 
rayons  vecteurs  correspondant  à  des  valeurs  de  9  qui 
diffèrent  de  t:  ;  donc,  en  appelant  M  le  point  de  la  para- 
bole où  la  tangente  est  perpendiculaire  à  la  droite  fixe, 
on  a 

P  »i  «  in 

OM  =  p  =  — L -f-  - 


,6  .0  .6  9        sm=Ô 

2  cos''  -        2  sin'  -        2  sm'  —  ces'  - 

2  2  2  2 


La  courbe  se  compose  de  quatre  brancbes  infinies  ayant 

1  •  1       ^  ,        ^TT 

pour  sommets  les  points  (ù  =^±  y)  (à=±  —-•>  p  =  ip. 

4  4      '  '^ 

La  tangente  et  la  normale  fixe,  ainsi  que  les  bissectrices 

de  leurs  angles,  sont  quatre  axes  de  symétrie.  Il  n'y  a  pas 

d'asymptote. 

En  coordonnées  rectangulaires,  l'équation  serait 

3"  L'équation  de  la  parabole  en  coordonnées  rectan- 
gulaires étant 

jr'^  =  Q.px', 

l'équation  de  l'axe,  en  prenant  pour  axes  des  coordonnées 
la  tangente  et  la  normale,  sera 


ou 

±x  y 

\jix'{'xx'  -\-p)         \Jp[2a:'  ->!- p) 


(  5o3  ) 

Dans  le  premier  terme,  il  faut  prendre  le  sit^ue  -h  ou 
le  signe  —  suivant  que  le  sommet  de  la  parabole  est 
situé  du  côté  des  abscisses  positives  ou  négatives. 

Posons 

'^ix'  -+-  p  =z  X,      d'où      V2:c' =  ya' — />. 


L'équation  devient,  en  multipliant  par  a  \Ja^  —  p^ 


(3)  ±x-^  --s]y}—p=ct\Ja.'  — p. 

Prenant  la  dérivée  par  rapport  au  paramètre  variable  a, 
on  a 


"■y         —J- 


\'a.^  —  p  -\~ 


\Jp  \ja?  —  p  \Ja?  —  p 


ou,  en  multipliant  par  \Jol^  —  />, 
(4)  ^=:ta?~p. 

L'équation  (3)  peut  s  écriie 


SP  J 
tl'où,  en  élevant  au  carré, 

(5)  /a-^y(a=-/,)=^-. 

En  éliminant  a  entre  les  équations  (4)  et  (5),  on  ob- 
tiendra Téquation  de  l'enveloppe  de  l'axe.  Ou  trouve 
ainsi 

I    i<op^x^  -\-  [nop^j''  —y"  -f-  8/>»').r' 
I  — /"  —  5/?'j*  +  5/?*j' +/>*  =  o, 

d'où 


/* —  lop^y"^  —  8/?*  ±j^  y/V'  -I-  ■x^p'^y'^  +  ']^kp'' 
^ip^ 


(  5o4  ) 
Pour  y^<Cip^j  l(^s  deux  valeurs  de  x^   seraient  néga- 
tives; pour  y^  =  j)-,  X-  =  o:,  pour  y^  ^  p^,  les  valeurs 
de  x^  seront  de  signes  contraires;  il  ne  faut  donc  con- 
server devant  le  radical  que  le  signe  + 


La  courbe  est  symétrique  par  rapport  aux  deux  axes  j 
elle  se  compose  de  deux  branches  s'étendaut  à  l'infini 
dans  les  quatre  angles  des  coordonnées,  et  présente  deux 
points  de  rebroussement  x  =  o^ y  =±p. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Augier,  du  lycée  de 
Lyon;  Léon  Morizot,  du  lycée  de  Besançon;  Michel  Dieu,  répétiteur  auxi- 
liaire au  lycée  de  Lyon;  O.  Callandreau,  candidat  à  l'École  Polytechni- 
que; A.  Le  Hellùco,  élève  du  lycée  de  Bordeaux;  Willière,  professeur  à 
Arlon;  V.  iNiébylowsLi,  élève  de  l'École  Normale  supérieure. 


Question  978 

(ïuir  2' série,  t.  IX,  p.  48}; 

Par    m.  Fr.   CONRADT,  à  Stuttgard. 

Soit  une  conique  ayant  pour  foyer  le  point  F,  et  soitTS 
le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  fojer  F  sur 
la  directrice  correspondante  ;  du  foyer  abaissons  les 
perpendiculaires  FM,  FM'  sur  deux  tangentes  quel- 
conques,  et  la  perpendiculaire  FjN"  sur  la  corde  qui 
joint  les  points  de  contact  des  tangentes  ^  les  quatre 
points  M,  M',  N,  N'  sont  sur  une  même  circonférence, 
et  ils  partagent  cette  circonférence  harmoniquement. 

(E.  Laguerre.) 

Soient \-  -. 1  =  0  l'équation  de  la  conique  don- 

née,  et  x'^  y'  les  coordonnées  du  point  P,  intersection 
des  deux  tangentes.  On  sait  que  les  points  M,  M'  appar- 


(  5o5  ) 
tiennent  à  une  circonférence /ti,  décrite  sur  l'axe  focaJ 
pour  diamètre,  et  dont  l'équation  est  x^-{-j^  —  a^z=o. 
Mais,  les  points  M,  M'  appartiennent  aussi  à  la  circon- 
férence/j,  décrite  sur  la  droite  FP  comme  diamètre,  et 
qui  a  pour  équation 

[x  —  c){.T  —  x')->ry  [y  —  j'  )  =  o. 

Donc  l'équation  générale  des  circonférences  passant  par 
les  points  M,  M'  est 

[x —  c){j:  —  ^')  -^  j[y  — y')  —  >i(x»-t- j' —  rt')  =r  0. 

En  disposant  de  l'indéterminée  "k  sous  la  condition  que 
la  circonférence  passe  encore  par  le  point  N,  on  trouve 
que  la  circonférence  ^3,  déterminée  par  les  trois  points  M, 
M',  N,  est  représentée  par  l'équation 

,   .,  ,(xx'       yy'  \       ex' y'     \'ix — c)a^      b'^y~\ 

Cette  dernière  équation  montre  que  la  circonférence  ^3 
passe  par  le  point  d'intersection  des  droites 

xx'       yy' 
et 

[0)  ;  y    O, 

X  y 

c'est-à-dire  par  le  point  N'  (*). 

Il  résulte  aussi  de  la  forme  de  l'équation  (i),que  la  cir- 
conférence ^3  passe  encore  par  deux  autres  points  qui 
sont  :  1°  le  point  où  la  droite  FJN' rencontre  la  directrice; 
2°  le  point  où  la  corde  des  contacts  rencontre  l'axe 
focal . 


(*)  L'équation  {2)  représente  la  corde  des  contacts  des  tangentes  me- 
nées à  l'ellipse  par  le  point  P,  et  l'équation  (3)  la  perpendiculaire  FN' 
abaissée  du  fovcr  F  sur  cette  corde. 


(  5o6  ) 

Ces  deux  derniers  points  limitent  évidemment  un  dia- 
mètre de  la  circonférence  ^'3. 

Il  reste  à  démontrer  que  les  quatre  points  M,  M',  N,  N' 
partagent  harmoniquemenl  cette  circonférence.  Et,  pour 
cela,  il  suffit  de  faire  voir  que  les  tangentes  menées  à  la 
circonférence  par  les  points  N,  N',  rencontrent  en  un 
même  point  la  droite  MM'. 

Or  l'équation  de  MM',  corde  commune  aux  circonfé- 
rences A,,  Âj,  est 
(4)  x{c -h  x')-\-jj'—{a^-h  cx'):=o, 

et  les  équations  des  tangentes  menées  à  la  circonférence  A3 
aux  points  N,  ÎS'  sont 


(5)  V~T)  (■^'-0-J/  =  o, 

i         cx'y'\  V{x  —  c)a}        b^j] 

L'identité 

\y^-h  (.r'—cy][x{x'+c]  +J-J'—  {a^-h  ex')] 

,.[{^-c)a^         b'y-\ 


(7 


à'b 
vérifie  la  proposition  énoncée  (*). 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Hioux,  professeur  au 
lycée  de  Saint-Etienne;  Willière,  professeur  à  Arlon;  Prosper  Pein,  pro- 
fesseur au  lycée  de  Saint-Quentin. 

(  *  )  En  résolvant  les  équations  (4)  et  .r  =  —  »  on  trouve,  par  un  calcul 
des  plus  simples,  que  la  droite  MM'  coupe  la  directrice  en  un  point  H, 


(  5o7  ) 
Question  988 

(  voir  2'  série,  t.  IX,  p.  if)2  )  ; 

Par   m.  h.   BROCARD. 

Etant  donnée  une  ellipse  de  Cassini,  et  étant  pris 
sui^  cette  ellipse  deux  couples  de  points  diamétralement 
opposés  A,  A'  et  B,  B';  si  l'on  joint  ces  quatre  points  à 
un  point  quelconque  M  de  la  courbe,  la  dij^crence  des 
angles  A'MA  et  B' MB  est  constante.      (E.  Laguerre.) 

Nous  traileroiis  la  question  d'une  manière  en  quelque 
sorte  indirecte,  en  chercliant  une  courbe  jouissant  de  la 
propriété  énoncée. 

Prenons  donc  les  quatre  points  A,  A',  B,  B',  diamétra- 
lement opposés  par  rapport  à  une  origine  O  d'axes  rec- 
tangulaires. Désignons  par  a,  b^  — a,  — è,  a',  h\  — a', 
—  ^' leurs  coordonnées,  et  soient  a^,  JT  les  coordonnées 
d'un  point  M  du  plan.  Nous  aurons 

Coefficient  angulaire  de  MA 


MA' 
MB 
MB' 


a-  —b\v'  ,  ^,    „ 

dont  les  coordonnées  sont  X  =  —  »  Y  = r-  »  et,  en  remplaçant  \ ,  Y 

c  cj' 

par  ces  valeurs   dans  l'équation    X.c-f-Yj  —  a' =  o  de  la   polaire   du 

point   H   par  rapport  à  la   circonférence  x'-h^y' — «-=0,   on   obtient 

l'équation  (3)  de  la  droite  FN'.  Doù  il  faut  d'abord  conclure  que  la 

droite  FN'  rencontre  MM'  en  un  point  H'  conjugué  harmonique  de  H, 

par  rapport  à  M, M';  il  s'ensuit  que,  en  nommant  R  le  point  d'intersection 

de   FN'  et  de  la   directrice,   les  quatre  droites  RM,  RM',  RH'N',  RHN 

forment  un  faisceau  harmonique.  Or  il   a   été  démontré  que  le  point  R 

appartient  à  la  circonférence  A,;  donc  les  points  M,  M',  N,  N'  partageât 

cette  circonférence  harmoniquement.  (G.) 


y  — 

h 

X  

a 

JH- 

b 

x-f- 

a 

y  — 

b' 

X  

a' 

jr  + 

b' 

(  5o8  ) 

bx  —  ay 

bx  —  ay 

x^  +  y^—  a»—  b^ 

h'x-a'y 

b'x  —  n'y 

d'où 

tang  A'  MA  =:  2 
et 

tansB']MB  =  2  ,        ,,  _  ^ 

eu  posant,  pour  abréger, 

MaisB'MB  —  A'MA  est  constant^  doue 

tang  ( B' MB  — A' MA)  =  -, 


—  désignant  une  constante.  L'équation  de  Ja  courbe  lieu 


m 
n 
des  points  M  est  donc 

2 «  [(/>x  —  aj) (p=— c'2)  —  (è'j:  —  a» (p^— c^)]— w(p2_c')(p'— c") 
—  ^m\bx  —  ay^{b'  X  —  a'  y)  =  o. 

Elle  représente  une  ellipse  de  Cassini  admettant  l'ori- 
gine pour  centre  et  les  deux  axes  de  coordonnées  pour 
axes  de  symétrie.  Cette  courbe  passe  de  plus  par  les 
points  A,  A',  B,  B'. 

A'ofe.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc. 


Question  997 

(  voir  7°  série,  t.  IX,  p.  288); 

Par   m.   O.   CALLANDREAU  , 

Candidat  à  l'École  Polytechnique. 

Trouver  le  lieu  des  centres  des  circonférences  double- 
ment tangentes  à  un  limaçon  de  Pascal. 

(H.  Brocahd.) 

J'emploierai  pour  résoudre  cette  question  les  coordon- 
nées polaires;  mais,  avant  de  donner  la  solution,  je  ré- 
soudrai la  question  préliminaire  suivante  : 


(  5o9  ) 
Etant  donnée  une  équation  du  quatrième  degré 

(i)  Ao^r^H- A.x'H- Ajor'-h  Aja;  H- A4  =  o, 

quelles    relations  doivent  exister  entre   les  coefficients 
pour  que  l'équation  soit  un  carré  parfait? 

Il  est  inutile  de  donner  les  calculs  ;  le  résultat  suffit. 
On  trouve  pour  l'une  des  conditions  (nous  n'aurons  pas 
besoin  de  l'autre) 

(2)  A^A,  =  A^3Ao. 

Voici  maintenant  la  solution  du  problème  proposé  : 
L'équation  du  limaçon  est,  en  prenant  le  point  double 
pour  origine, 

(  3  )  r  :z=z  a  -r-  b  cos  w  ; 

l'équation  d'un  cercle  dont  le  centre  est  au  point  (^,  rj) 
et  dont  le  rayon  est  R,  est 

(4)         '■' —  2r  (çcosw  +  rjsinw)  -t-  rj^-f-  ç^  —  R*  =  o. 

Je  cherche  l'équation  qui  donne  les  r  des  points  d'in- 
tersection des  deux  courbes  (3)  et  (4)-  Il  me  suffit  de 
remplacer  dans  l'équation  (4)  sinoj  par  y^i — cos^w,  et  de 
remplacer  dans  la  nouvelle  équation  cosco  par  sa  valeur 
tirée  de  l'équation  (3),  on  arrive  ainsi  à  cette  équation 
du  quatrième  degré  en  r 

+  [4^^^  +  .(.-^)(?^+.'-R^)-4.^+4^^]'-' 

+  4^?(?^4-/3'— R^)/-+  (^'+7,'— R')*  =  o. 

Le  cercle  étant  doublement  tangent  au  limaçon,  l'équa- 
tion doit  avoir  deux  couples  de  racines  doubles,  c'est-à- 
dire  que  les  coefficients  doivent  être  liés  par  la  condi- 


(  5io  ) 
tion  (a)-,  donc 


't^-t-rj'— R'^ 


ou 


ou 

'b^~~b^y~~  b  j~  b^  ' 

ce  qui  donue  y;^  =  o  axe  polaire  (il  était  évident  qu'il 
devait  faire  partie  du  lieu),  et  ^^  +  r,- — b^  =  o  ou 
r=:  Z>cosw,  cercle  décrit  sur  la  distance  de  l'origine  au 
centre  du  cercle  directeur  comme  diamètre. 

^ote.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  François  Aine,  élève 
du  lycée  de  Lyon. 

Question  1005 

(Tolr  2'  série,  t.  IX,  p.  432); 

Par  m.   GENTY, 

Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées  h  Sidi-bel-Abbès. 

On  donne  une  surface  du  second  degré  et  une  sphère  ; 
si  r  on  désigne  par  a,  fi,  y  les  angles  sous  lesquels  trois 
plans  diamétraux  de  la  surface  [ou  trois  diamètres  con- 
jugués) rencontrent  la  sphère,  et  par  A,  B,  C  les  aires 
des  sections  déterminées  par  ces  plans  [ou  les  longueurs 
des  diamètres),  on  a  la  relation 

A^  ces-  a  -f-  B^  ces'  p  -h  C  ces'  7  =  const. 

(H.  Faure.) 

On  sait  qu'on  peut  représenter  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  d'un  ellipsoïde  par  acosX ,  b  cos^, 
ccosv,  où  X,  jU,  V  sont  les  angles  que  fait  une  certaine 


(  5ii   ) 
droite  avec  les  axes  de  la  surface,  en  sorte  que 

cos')>  H-  cos^pt.  H-  cos'v  =  I . 

Avec  celte  méthode,  les  droites  qui  correspondent  à  deux 
diamètres  conjugués  de  la  surface  sont  à  angle  droit, 
c'est-à-dire  que  Ton  a 

ces).  COSX'  -t-  COSf*COSp.'H-  cosvcosv'  =  o. 

Ceci  posé,  soient  1,  fz,  v,  X',  fx',  v',  X",  [j."^  v"  les  angles 
qui  correspondent  à  trois  diamètres  conjugués  d,  d\  d" 
de  la  surface,  x',j>'',  z'  les  coordonnées  du  centre  de  la 
splière,  R  son  rayon,  â  la  dislance  du  centre  au  dia- 
mètre d,  on  a 

0- 
cos'a  =  —- • 

Or,  si  0,  0',  Q"  sont  les  angles  que  fait  le  diamètre  d  avec 
les  axes,  on  a 

0-=  {y'  cosO"  —  z'  cosO'y  -i-  (z'cosQ  —  j;' cosO")^ -f-  (.r'cosG'  — /'cos9)'; 
d'ailleurs, 

a  COSl  .,         />  COSfi  ,„         c  cosv 

cosO  = ; — 1      cosÔ= T-^f      ros5=  ; — > 

ci  d  d 

•donc 

(cj'cosv  —  h  z'  cos  u-Y-h  {a  z'  cos).  —  ex'  cosv)'  -+-  {b.T'  cos  jx  — aj'  cosX)' 

^- ^ ;i, ' 

donc 

(cj'cosv  —  bz'  cos  uY-{-{ a  z'  cosl  —  cx'cosv)^4-(6.r'  cosfji.  —  aj'cosi)* 
r/-  cos=a  = ■ — i 

.le  même 

(cr'cosv' — iz'coSM.')^-!-  («z'cosX' — c x'cos v' )--+-( A. r' cos p' — rtr'cosA'j' 
rl'\'OS'P  = — ^^ ^ ■> 

(cY'cosv"  —  bz'cosu."y+{az'cosY—cx'co6Vy+{bx'cosii"—aj'cos'k"f 

a'  -^ C0S-'7  =  — — 5 


(  5i2  ) 
et,  par  suite, 

.r'^{b^-\-  C-)  -h  Y'HC'  +  a'-)  +  z"(a'-4-  b^\ 
f/'  cos'a  +  d"  cos=  p  -{-  d"^  cos'7  = ^ — '—^^ * 

Ou  démontrerait  aussi  simplement  que 

A^cos=a  +  B^cos^ p  H-  C^cos^y  =  —  (  b^c'.T'^-\-  c'a'/'-h  a'  b'z''  ), 

A,  B  et  C  étant  les  aires  des  sections  faites  dans  la  sur- 
face du  second  degré  par  trois  plans  diamétraux  conju- 
gués, et  a,  j3,  7  les  angles  sous  lesquels  ces  plans  coupent 
la  sphère  donnée. 

Question   1040 

(Toir  j*  série,  t.  X,  p.  479); 

Par  m.  t.  DOUCET, 

Professeur  au  lycée  de  Lyon. 

On  donne  deux  surfaces  Jîxes  de  second  ordre  ;  OJi 
imagine  une  droite  D  telle  que  les  plans  tangents  aux 
points  où  elle  rencontre  les  deux  surfaces  se  coupent  en 
un  même  point  M  : 

1°  Lorsquon  se  donne  le  point  ?rl,  ilj  a  une  droite  D, 
et  une  seule,  satisfaisant  h  la  question  :  elle  est  V inter- 
section des  plans  polaires  du  point  INI  par  rapport  aux 
deux  surfaces; 

2°  Lorsque  le  point  M  déciit  une  droite  fixe,  la 
droite  D  décrit  une  surface  du  second  ordre  circonscrite 
au  tétraèdre  conjugué  par  rapport  aux  deux  surfaces  ; 

3°  Lorsque  la  droite  D  se  meut  sur  un  plan  fixe,  le 
point  M  décrit  une  cubique  gauche. 

(L.  Pain  VIN.) 

1°  Cette  première  partie  du  théorème  est  évidente. 
Soient  S  =  o,  T=:o  les  deux  surfaces.  La  droite  des  con- 


(  5i3  ) 
tacts  de  deux  plans  tangents  menés  à  S  par  le  point  M  est 
située  dans  le  plan  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  S. 
De  même  pour  la  surface  T.  Si  les  quatre  points  de  con- 
tact sont  en  ligne  droite,  la  droite  est  l'intersection  des 
deux  plans  polaires. 

2°  Soient  or,  y,  z,  u  les  coordonnées  homogènes  du 
point  M  assujetti  à  décrire  la  droite 

Ax, +  Bj,  +  C3,  H-Dm,  =  0,      A'.r,  4-B'jr,  -i-C'z,  -f-D'«,  =  o. 

Les  équations  de  D  seront 


dT 


Xi 


dy 
dT 


dS 
d^ 
dT 


dS 
du 
dT 


'  dx  dj  dz  du 

Si  l'on  élimine  x,  j ,  z,  u  entre  ces  quatre  équations,  on  a 


dx 

dy 

dz 

d% 

du 

dT 

dT 

dT 

dT 

dx 

¥ 

5r 

dû 

=  o; 

A 

B 

c 

D 

A' 

B' 

c 

D' 

c'est  une  surface  du  second  ordre. 

Les  sommets  du  tétraèdre  conjugué  sont  déterminés 
par  les  équations 

r/S         dS         dS         dS 
djn         dy         dz  du 

'dT~dT~dT~  dr' 
dx         dy  dz  du 

Soit  A  la  valeur  commune  de  ces  rapports.  Si  Fou  sub- 

slitue dans  le  deteimmant  k-—  a  -r-t  k  — —  a  -7- ?  •  •  •  5  on 

dx         dx        dy        dy 
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(  5i4  ) 
voit  qu'il  a,  abslraction   faite  du  coefficient  A,  deux  ran- 
gées identiques.  Il  est  donc  nul.  Les  quatre  sommets  du 
tétraèdre  sont  sur  la  surface. 

3°  Soient  Ax-j-B)'  -{-Cz-+-Du  =  o  le  plan  tixe  dans 
lequel  se  meut  la  droite  D;  :r,  }',  z,  u  les  coordonnées  du 
point  M.  Les  équations  de  D  peuvent  s'écrire 

^S  ^S  dS  f/S 

^-, h  y HZ-; h  u  -—  =  o, 

ax,  aji  aZi  du^ 

dT  dT  dl  dT 

dx^  dy^  dZi  du^ 

Tout  plan  passant  par  cette  droite  a  une  équation  de  la 

forme 

/  ^S        .  dT  \  _ 

\dxy  dx^j 

Pour  que  ce  plan  soit  le  plan  fixe,  on  doit  avoir 

^S           dT        dS        ,  dT        ^^S  _^  .  dT        dS  dT 

dxi           dxt        dVi           dj,        dZi            dz,         du,  du, 

^•)    X =  "— B = C = D—' 

On  reconnaît  facilement  que  l'élimination  de  A  entre  ces 
trois  équations  donnerait  deux  surfaces  du  second  ordre. 
On  peut  voir,  en  outre,  sans  effectuer  l'élimination,  que 
ces  deux  surfaces  ont  une  droite  commune  :  c'est  la  droite 
qui  unit  les  pôles  du  plan  fixe  par  rapport  à  S  et  à  T. 
Soient,  en  effet,  {x',y',  z',  u'),  [x",  y",  z" ,  u")  ces 
deux  pôles.  Ils  sont  donnés  par  les  équations 

r/S         dS 
dx'         dy'  

On  voit  immédiatement  que  les  équations  (i)  sont  satis- 


dT 

dT 

dx 
A 

_  dy" 
B 

(  5i5  ) 
laites,  quel  que  soit  ï.  Les  deux  pôles  appartiennent  tous 
deux  aux  deux  surfaces  que  représentent  les  équations  (i). 
Il  en  est  de  même  de  tout  point  de  la  droite  qui  les  joint. 
Soit,  en  effet,  [oc,  j,  z)  un  point  quelconque  de  cette 
droite  ;  on  a 

.r  —  x'  y  —  y'  z  —  z'  «  —  u' 


y  —y 


d'où,  en  appelant  p.  la  valeur  commune  de  ces  quatre 
rapports, 

.r  =  ]j.x"  -K  .x'  (i  —  p), 

et  de  même  pour  y,  z  et  u. 
Il  en  résulte 

et  trois  équations  analogues  pourj^,  z  et  u. 

De  même  pour  la  surface  T.  On  voit  encore  que  le  point 
(x,  j^,  2,  m),  quel  que  soit  X,  satisfait  aux  équations  (i)  ; 
il  se  trouve  sur  les  deux  surfaces  qu'elles  représentent. 
L'intersection  de  ces  surfaces  se  compose  d'une  droite  et 
d'une  cubique  gauche.  Le  point  M  ne  peut  se  trouver  sur 
la  droite;  les  quatre  plans  tangents  dont  il  est  l'intersec- 
tion passeraient  par  cette  droite.  Or  il  n'existe  qu'un  seul 
système  de  quatre  pareils  plans  dont  les  quatre  points  de 
contact  d'ailleurs  ne  sont  pas,  en  général,  sur  une  même 
droite.  Le  point  M  décrit  donc  la  cubique  gauche. 

Note.  —  Cette  question  a  aussi  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc,  pro- 
fesseur au  lycée  du  Havre. 
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(  ^'«  ) 

Questions  1059,  1060,  lObl  (Lioknet); 

(Toir   ?•  série,   t    XI,   p.  9.1); 

Par  m.   V.-A.   LK  BESGUE. 

1.    Dans  les   équations  qui   suivent,    les   expressions 
1  x^  supposent  x  nul  ou  entier  positif.  La  formule 


2 

x'  -+-  .7, 


2 


prend  ainsi  les  valeurs 
o,     I,     3,     G, 


ce  sont  les  nombres  triangulaires. 
La  formule  x^  donne  les  valeurs 

o,      I,     4»     9'--5 

ce  sont  les  carrés. 

Si  l'on  regardait  les  nombres  triangulaires  comme  les 
sommes 

l-t-2-h  6  -\-  ...-{-  x  = 

2 

et  les  nombres  carrés  comme  les  sommes 

IH-  3  +  5  -4-  .  .  .+  (a.r—  i)  = —  =  j:=, 

2 

on  ne  verrait  plus  comment  zéro  peut  être  indifféremment 
nombre  triangulaire  ou  nombre  carré,  puisque,  dans  le 
premier  membre  des  équations  précédentes,  x  n'est  pas 
nul. 

Pour  ce  qui  suit,  il  faut  admettre  que  o  et  i  sont  indif- 
féremment nombres  triangulaires  ou  carrés.   Il  suffîia 

donc  de  considérer  les  formules 5  X'^  qui  repré- 
sentent les  nombres  triangulaires  et  les  carrés. 

^.    Si  n  est  un  entier  quelconque,  les  (juestions  1059, 


{  5i7  ) 
iObO,  lObi  clorineiil  les  trois  équalious 

(  „=3..^H--I-±2:_^!!j±i       (Q.1059',, 

I  ?.  2 

^''^        1  «  =  ^' +  «^ -f- '^-^tl'  (Q.  1060), 

1  2rt  -f-  I  =  7'  +  r-  -+-  /■'  H-  (^  -I-  i)'     (Q.  lOGl). 
Ces  équations  conduisent  immédiatement  aux  suivantes  : 

!4«  + 1  =^  4-'^'  -4-  ( j  +  s  -f- 1)2  +  (j  —  z p, 
8«  ^-  £  =  4(;-i-«)-+4(^—  ")'+  (2l'-^l)% 
4«  H-l—  (,7   -r-  /■)'+  (y  —  r)'H-(2^H-  l)-. 

On  a  donc  deux  décompositions  de  /y/i-i-i  en  trois  carrés 
et  une  de  8/z+  i  en  trois  carrés.  Or  la  Théorie  des  noni- 
hres  de  Legendre  (S*"  édit.,  n"  317)  apprend  que  ces 
décompositions  sont  possibles 5  il  suffit  donc  de  prouvei- 
qu'elles  peuvent  prendre  les  formes  [h)  pour  que  l'on 
puisse  en  conclure  l'exactitude  des  équations  [a). 

3.  Quand  on  décompose  4"  +  ï  en  trois  carrés,  il  y 
en  a  nécessairement  deux  pairs  et  un  impair.  Soit 

4 "  +  I  =  4 7^  +  4 ''i  ^-  ( 2-s'  -(-  0'-' ; 

il  en  résulte 

4«  +  2  =  ^q\  +  4''i  ■+  4^*""  -t-  4*'  -^  2, 

ou 

2  «  4-  I  ==  2  (  y  J  -+-  r\)  +  2  J(=  +  2A-  +   I  , 

2n  +  I  =   (v,  -f-  r,  )'+  (7,  _r,)2-|-.ç2+    s  +  1)-, 

ce  qui,  en  posant  </,  -h  /"j  =  </,  «/i  —  /'j  =  r.  donne  pré- 
cisément la  troisième  équation  (a). 

4.  Pour  avoir   la  première  équation   («).    il    faudra 

prendre 

4 //  -4- 1  r=  4.x-  +  .1-^  +  z; . 


(  5i8  ) 
Comme  l'un  des  nombres  ji,  z,  est  pair  ei  l'autre  im- 
pair, on  peut  poser,  en  admettant  yi  ^  Zi, 

y,+z,  =  ijr-hï,    ]  ^        (   J,  =J-h  Z-h  I, 

\      d  ou      < 
j,  — z,  =  2Z  -hi,    I  '   z,=j  —  z, 

4/z  +  I  =  4^:=  +  (j  +  z  +  i)^  -f-  (j  —  z)^ 

C'est  la  première  équation  [h)  qui  entraine  la  première 
équation  {a). 

5.   La  décomposition  de  Stz  +  i  en  trois  carrés  dont 
un  seul  est  impair  a  nécessairement  la  forme 

8/i-t-i=:4f;  +  4«^+  {ip-hiy, 

où  f  ^  4- u^  est  nécessairement  pair  5  d'où  il  résulte  que 
f  1  +  Ui  et  f,  —  i/j  le  sont  également,  car  on  a 


ou 

/r,  —  tf, 

-\,-¥- 

Si  l'on  fait  fi  +  t<i  =  2£,  f,  —  ifi  =:  2«,  on  aura  pré- 
cisément la  deuxième  équation  (a). 

6.  Dans  les  exemples  numériques,  on  verra  s'intro- 
duire I  et  o,  pouvant  être  considérés  comme  carrés,  ou 
comme  nombres  triangulaires. 

Soit 

1°  11=1+1  +  9. 

Dans  le  second  membre,  ou  peut  prendre  i  -f- 1  comme 
deux  nombres  triangulaires,  ou  comme  un  carré  et  un 
nombre  triangulaire. 

Soit 
20  2. 5  +  1  =  11  =  0  +  1  +  1  + 9. 


(  5i9  ) 
Il  est  décompose;  en  quatre  carrés,  dont  deux  (o  et  i) 
sont  consécutifs.  Ainsi  les  trois  équations  {a)  se  trouvent 
vérifiées. 

Nota. —  Il  serait  important  de  donner  des  démonstra- 
tions directes  des  équations  («),  car  on  simplifierait  ainsi 
la  théorie  de  la  décomposition  des  nombres  en  trois  car- 
rés, ce  qui  est  l'objet  de  la  troisième  Partie  de  la  Théorie 
des  nombres  de  Legendre. 

Note.  —  MM.  Brocard   et  Moret-Blanc  ont  résolu  de  même  ces  trois 
questions. 

Question  1079 

(  voir  2°  série,  t.  XI ,  p.  19?.  )  ; 

Par  m.   MORET-BLANC. 

Montrer  que,  pour  toute  valeur  entière  et  positive  du 
nombre  m,  la  suite  terminée 

0.  22  222 

'-  m  ■ —m  [m  —  1  )  -i -m  {m  —  i  )  (  /«  —  2  ) 

2222 
—  ^  —  m  [m  —  •  )  (  '«  —  2 )  (  w  —  3  j  -t- .  . 

I     o     o    ^7 

a  pour  valeur 


^  im  —  I 

(Haton  de  la  Goupillière.  ) 

Légalité   à  démontrer  peut  s'écrire,   en  multipliant 

,  ,  im  —  I 

ses  deux  membres  par 


2  «/ 


nm 


—  I       (2/«  —  \)[im  —  2)       ('2W  —  i)(2/n  —  2)  (2/11 — 4) 
I  1.3  1.3.5 

[im  —  I )  (  2 /rt  —  2 )  {im  —  4  )  (  2 w  —  6) 

r.3.5.7  ^'  "' 
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ou 

(2OT  —  2)         (2/W — l){2m — 2)        (2/W  —  l)(2/M — 2)(2/W  —  4) 
I  1.3  1.3.5 

(2/w l)(27/Z  —  i){ini — 4)(2W  —  6) 

1.3.5.7  ^'"^ 


o, 


égalité  qui,  par  l'addition  successive  des  différents  termes, 
devient 

[ini  —  2)(2/«  —  ^){im  —  6).  .  .[a. m  —  2/2) 
1.3.5.(2/2  —  I  ) 

ou  simplement 

(2/72  —  2 )  ( 2 w  —  ^)(im  —  6 ) .  .  .['2.  m  —  2 « )  =  o . 

Elle  est  évidemment  satisfaite  par  toutes  les  valeurs  en- 
tières et  positives  de  /n,  depuis  i  jusqu'à  n^  quelque 
grand  que  soit  tz,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Note.  —  Autres  solutions  de  MM.  Gambey,  Mister,  Le  Paige,  de  Virieu, 
Longlet. 

Question  1080 

(  voir  même  tome,  p.  19?.  ); 

Par  un  ABONNÉ. 

Montrer  que,  pour  toutes  les  valeurs  entières  et  posi- 
sîliues  des  deux  nombres  m  et  n,  la  suite  terminée 

I         n        I  n{n  —  i)        i  n{n  —  i)(/î  —  2)        i 

///         I  /w  +  I  1.2        m  -\-  1  1,2.3  m  -{-  Z 

n{n  —  i){n  —  2)(«  —  3)         i 

I  .2.  3.4  /W  -I-  4 

a  pour  'Valeur 

1 .2.3.4-  •  -(/w  —  0 


[n  +  i)(«  -\-7.)...{n-\-  m) 

(Haton  de  la  Govpillière.) 
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Posons 

I  .  2  . 3 . . .  (« 


u 


{P  -^  I  )(/'-+-  2)... (/? 


nous  aurons,  en  y  faisant  successivement /7=:o,  p=i ,..., 
p  =  n. 


«0  = 

I 

m  ' 

«,  = 

I 

w 

(//i  +  i) 

On 

tire 

de 

là 

w  (/«  H- 1  ) .  .  .  (/n  -h  «) 


*/>+! 


K„  =  Aa„  = 


1.2.3.../.» 


(/w  H-  I  j  (a/?  H-  2) . . .  ( w  H- /j  -h  r 


c'est-à-dire  que,  au  signe  près,  on  passe  de  Uj,  à  A«^,  en 
changeant  m  en  m  4-  i .  On  passera  donc  de  ;/p  à  A^tt^ 
en  changeant  m  en  m  -\-  2,  et,  en  général,  de  u^  à  A"Up 
en  changeant  m  en  7ra-|-«.  Faisons  p  =  o^  nous  au- 
rons 

A"«„  =  dz - 

et,  en  appliquant  la  formule  de  la  théorie  des  différences 
qui  donne  «„  en  fonction  de  «o?  et  de  ses  difîerences  suc- 
cessives 

u„z=u„-\ A/A„H -A-«o-h..    , 


on  trouve  la  formule  proposée. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-Blanc,  Mister, 
Lenglet,  Brocard,  de  Virieu,  Le  Paige. 
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CORRESPONDANCE. 


Nous  avons  reçu  de  M.  Gambey  une  solution  de  la 
question  de  mathématiques  proposée  au  concours  d'agré- 
gation de  1872.  Celte  solution  nous  est  parvenue  trop 
tard  pour  qu'il  ait  été  possible  d'en  faire  mention  dans 
le  numéro  d'octobre. 

M.  Pellissier  démontre,  par  un  calcul  très-simple, 
que,  si  deux  ellipses  de  même  centre,  et  dont  les  axes 
sont  dirigés  suivant  les  mêmes  droites ,  ont  une  aire 
égale,  les  angles  excentriques  à  un  point  conimuji  sont 
complémentaires . 

Il  faut,  par  conséquent,  dans  l'énoncé  de  la  ques- 
tion 1018  (2*^  série,  t.  X,  p.  191),  au  lieu  de  supplémen- 
taires, lire  complémentaires . 

M.  Mister  remarque  que  la  question  573  (t.  XX, 
p.  112)  est  énoncée  d'une  manière  inexacte. 

Cette  question  est  ainsi  posée  : 

Soit  la  fraction  continue 

;—  1 


SJ7^. 


Faisons 


rt  -f-  y  :=  M ,      a-\ =  N, 

b  H-- 
c 


MN  =  n. 

Or  «   on  sait  que  la  racine  carrée  d'un  nombre  ra- 
tionnel, entier  ou  fractionnaire,  non  carré  parfait,  s'ex- 
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prime  par  une  fraction  continue  périodique  mixte,  dont 
la  période  est  précédée  d'un  seul  quotient  incomplet^  que 
le  dernier  quotient  incomplet  de  !a  partie  périodique  est 
double  du  quotient  incomplet  qui  précède  la  période,  et 
qu'enfin  le  premier  et  l'avant-dernier  quotient  incom- 
plets de  la  période  sont  égaux,  et  qu'il  en  est  de  même 
de  deux  quotients  incomplets  quelconques  à  égale  dis- 
tance de  ceux-là  (*).  » 

En  supposant  donc  que  n  représente  un  nombre  ra- 
tionnel, non  carré  parfait,  et  a,  è,  c  des  nombres  entiers, 
on  aura  b  =  a^  2c  =  «.  Et  de  là  M.  Mister  conclut  faci- 
lement que  l'égalité  MN  ==  n  n'a  pas  lieu. 

M.  Niewenglouski  trouve  que  «  le  théorème  démontré 
p.  474)  1°)  peut  être  énoncé  de  la  façon  suivante  :  «  Si 
»  aux  points  où  une  tangente  quelconque  à  une  conique 
))  à  centre  rencontre  les  deux  tangentes  menées  par  les 
))  extrémités  d'un  axe,  on  mène  à  cette  tangente  deux 
y>  circonférences  tangentes  ayant  leurs  centres  sur  l'axe 
»  considéré,  les  deux  circonférences  auront  pour  points 
»  communs  les  deux  foyers  réels  ou  imaginaires  situés 
»  sur  l'autre  axe.  Si  la  tangente  se  meut,  on  obtient  deux 
»  séries  de  cercles;  les  cercles  de  chaque  série  ont  le 
))  même  axe  radical;  les  points  limites  d'une  série  sont 
»  les  foyers  par  lesquels  passent  les  cercles  de  l'autre 
»  série.  » 

M,  Auguste  Morel,  Tépétiteur  à  Sainte-Barbe,  en  nous 
adressant  une  solution  de  la  question  1097,  rectifie  ainsi 

(*)  M.  Mister  ajoute  :  «  Ce  théorème,  dû  à  Lefrariçois,  se  trouve  dé- 
montré dans  les  Bulletins  de  V Académie  de  Belgique,  et  dans  le  Cours 
d' Algèbre  supérieure  de  M.  J.-A.  Serret,  t.  I,  p.  55,  pour  n  entier.  » 

Il  serait  plus  exact  do  dire  que  ce  théorème  est  dii  à  Lagrange.  Nous  en 
avons  donné  la  démonstration  dans  les  Nouvelles  Annales,  i^^  série,  t.  I, 
p.  19  et  20.  La  réduction  de  la  racine  carrée  d'un  nombre  en  fraction 
continue  périodique  a  été  indiquée,  sans  démonstration,  par  Euler  (t.  XI 
des  Nouveaux  Commentaires  de  Pétersbourg).  (G.) 
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l'énoncé  de  cette  question  :  «  Dénionirei  que  /'anglelOC 
a  pour  mesure  la  demi- somme  ou  la  demi- différence 
des  arcs  E'A,  F' A.  » 

M.  G.  Launoy,  professeur  au  collège  de  Tournon, 
nous  communique  quelques  observations  très-judicieuses 
sur  la  théorie  élémentaire  des  maxima  et  minima,  dont 
il  s'est  agi  p.  47^-  D'autre  part,  et  sur  le  même  sujet, 
M.  Niewenglouski  nous  écrit  : 

«...  J'ai  parlé  des  Traités  d^ algèbre  [^loir  p.  478), 
mais  j'ai  oublié  les  Cours;  or,  dans  son  excellent  cours 
au  lycée  Bonaparte,  aujourd'hui  Condorcet,  mon  ancien 
professeur,  M.  Yentéjol,  démontre,  à  l'aide  d'une  courbe, 
que  tous  les  maxima  et  minima  de  y  liés  à  x  par  l'équa- 
tion 

.r  =  a  y  +  b±  sjmy^  -\-  ny  +  p , 

fournis  par  la  méthode  élémentaire,  satisfont  à  la  défini- 
tion des  maxima  et  minima,  et  que  la  même  méthode 
fournit  tous  les  maxima  et  minima. 

»  11  n  y  a  pas  grande  différence  avec  ce  que  je  vous  ai 
envoyé.  Probablement  le  Cours  de  M.  Ventéjol  était  resté 
gravé,  plus  que  je  ne  le  pensais,  dans  ma  mémoire  5  car, 
sans  m'en  douter,  je  n'ai  fait  que  copier,  avec  une  légère 
généralisation  et  une  autre  démonstration.  » 
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ed  Arti  di  Modena,  c.  socio  onorario  délia  R.  Accade- 
mia  délie  Scienze  di  Berlino. 

Les  derniers  cahiers  de  cette  très-intéressante  publication 
contiennent  les  articles  suivants  : 

Octobre  iS"]!.  —  Des  savants  arabes  et  des  savants  d'au- 
jourd'hui, à  propos  de  quelques  rectifications.  Lettre  de  M.  Sé- 
dillot  à  D.-B.  Boiicompagni. 

Novembre.  —  Victorii  calculas  ex  Codice  Vaticano,  editus  a 
Godofredo  Friedlein. 

Quelques  mots  de  réponse  à  IVl.  Sédillot,  par  Th.-Henri 
Martin . 

Ptolémée,  auteur  de  l'Optique  traduite  en  latin  par  Ainmi- 
ratus  Eugenius  Siculus  sur  une  traduction  arabe  incomplète, 
est-il  le  n)éme  que  Claude  Ptolémée,  auteur  de  V Almogcste  ? 
—  Th.-Henri  Martin. 

Intorno  ad  una  traduzione  latina  dell'  Ottica  di  Tolomeo. 
Nota  di  B.  Boncnmpagni. 

DÉCEMBRE.  —  Intorno  ad  un  Comento  di  Benedetto  Vittori, 
Medico  Faentino,  al  Tractatus  proporlionum  di  Alberto  di  Sas- 
sonia.  —  Ferdinando  Jacoli, 

Intorno  al  Tractatus  proportion um  di  Alberto  di  Sassonia.  — 
B.  Boncompagni. 

Giunte  e  correzioni  allô  Scritto  intitolato  :  Intorno  aile  defi- 
nizioni  di  Erone  Alessandrino.  —  B.  Boncompagni. 

Janvier  1872.  —  Euclide  e  il  suo  secolo.  Saggio  storico- 
niatematico  di  Maurizio  Cantor.  Traduzione  di  G.-B.  Biadego. 

Février.  — ■  Euclide  e  il  suo  secolo.  Saggio  storico-matema- 
tico  di  Maurizio  Cantor.  Traduzione  di  G.-B.  Biadego.  (Fine.) 
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Th.-Henri  Martin. 
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Th.-Henri  Martin. 
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Manuel    (iÉisÉRAL    de  l  ijvstructiojV    primaire,  journal 
hebdomadaire  des  Instituteurs  et  des  Institutrices. 

Dans  le  numéro  du  5  octobre  de  ce  journal,  on  lit  : 

«  M.  L.  Castelnau,  officier  d'Académie,  professeur  de  mathé- 
matiques théoriques  et  appliquées,  vient  de  mettre  à  la  dispo- 
sition des  élèves  qui  commencent  l'étude  de  la  Géométrie  un 
instrument  très-simple  et  très-utile,  que  nous  nommerons  le 
double  décimètre  rapporteur. 

»  Au  moyen  des  perfectionnements  apportés  par  M.  Castel- 
nau, le  double  décimètre  est  devenu,  pour  les  constructions 
élémentaires,  un  nouvel  instrument  de  précision  présentant  à 
lui  seul  les  mêmes  usages  que  la  règle,  l'équerre,  le  T  et  le  rap- 
porteur 

"  On  peut,  à  l'aide  de  l'instrument,  tracer  correctement  des 
lignes  droites,  mener  par  un  point  donné  une  perpendiculaire 
ou  une  parallèle  à  une  droite  donnée,  et  mener,  sans  erreur 
sensible,  une  oblique  qui  fasse  avec  une  droite  donnée  un  angle 
dont  la  graduation  est  donnée. 

»  Nous  pensons  que  M.  L.  Castelnau  a  rendu  service  à  l'en- 
seignement élémentaire  en  facilitant,  particulièrement  pour  les 
commençants,  l'habitude  d'un  tracé  précis  des  figures,  et  en 
disposant  de  bonne  heure  les  élèves  à  accorder  aux  applications 
le  genre  d'intérêt  qu'elles  méritent. 

»  Aussi  est-ce  avec  la  plus  entière  confiance  que  nous  croyons 
devoir  recommander  à  MM.  les  instituteurs  ce  nouveau  double 
décimètre,  dont  les  avantages  sont  déjà  appréciés  par  plusieurs 
professeurs. 

»     F.    LORÉLUT, 
u  Ancien  professeur  de  Mathématiques 
au  colléfje  Stanislas.   » 

Ajoutons  que  le  soin  tout  particulier  avec  lequel  ce  double 
décimètre  a  été  construit  en  fait  un  instrument  d'une  grande 
utilité  pour  le  tracé  des  épures,  et  qui  peut,  par  cela  même, 
être  recommandé  à  tous  les  candidats  aux  écoles  du  Gouver- 
nement. (G.) 
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OUESTIONS. 


'  1101.  a  Pi  b  étant  les  demi-axes  d'une  ellipse,  soient 
décrits  deux  cercles  concentriques  à  celte  courbe,  ayant 
respectivement  pour  rayons  a  -f-^  et  a  —  Z>.  Si  d'un  point 
quelconque  de  l'un  d'eux  on  mène  deux  tangentes  à  l'el- 
lipse, les  normales  à  cette  courbe  aux  deux  points  de 
contact  se  rencontreront  sur  l'autre  cercle. 

(Joseph  Bruno.) 
1102.   Démontrer  l'égalité 


[-,)P^p'^''-'^---'^''-P±l^  =  l      , 


o      pour  n  impan" 
pour  n  pair. 


p  =  o  \  //  -h  l 

(C.   DE  POLIGWAC.) 

^  1103.  Si  «,  b,  C  désignent  les  sommets  d'un  triangle 
et  a,  è',  c'  les  traces,  sur  les  côtés  opposés,  des  polaires 
de  ces  sommets  par  rapport  à  une  conique,  les  cercles  dé- 
crits sur  aa',  bb\  ce'  comme  diamètres  se  coupent  aux 
mêmes  points.  (H.   Faure.) 

''^  1104.  Trois  droites  issues  d'un  même  point  m,  et 
passant  par  les  sommets  a,  5,  c  d'un  triangle,  rencon- 
trent les  côtés  opposés  aux  points  a',  b',  c' .  Le  cercle  ^ttfy^ 
orthogonal  aux  cercles 'décrits  sur  aa\  bb\  ce'  comme 
diamètres  passe  par  deux  points  fixes,  quel  que  soit  le 
point  ni.  Déterminer  ces  deux  points. 

(H.  Faure.) 

1105.  1°  Trouver  l'équation  des  courbes  qui  rencon- 
trent sous  un  angle  constant  tous  les  segments  décrits 
sur  une  môme  corde. 


/n 
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2°  Même  problème  pour  les  hyperboles  équilatères 
concentriques  qui  passent  par  un  point  fixe. 

3°  Même  problème  pour  les  ellipses  homofocales. 

4°  Même  problème  pour  les  cassiniennes  homofocales, 
c'est-à-dire  les  courbes  telles  que  le  produit  des  dis- 
tances de  chaque  point  aux  ji  sommets  d'un  polygone 
régulier  reste  constant. 

(Haton  de  la  Goupillière.) 

H06.  Dans  un  paraboloïde  hyperbolique,  la  généra- 
trice de  chaque  système  qui  passe  par  le  sommet  est  celle 
sur  laquelle  les  génératrices  de  l'autre  système  intercep- 
tent les  segments  les  plus  petits.  (A.  Tissot.) 

1407.  Le  nombre  des  coniques  d'un  système  (pi,  Vj), 
qui  sont  osculatrices  à  des  coniques  d'un  autre  système 
(^2,  v,),  est  égal  à  3  (pifia -h  Vj  Va). 

(H. -G.  Zeuthek.) 

nos.  Combien  de  coniques  d'un  système  ont  un 
double  contact  avec  des  coniques  d'un  autre  système.^ 

(H. -G.  Zeuthen.) 

1109.  Par  les  sommets  d'un  triangle  pris  deux  à  deux, 
on  fait  passer  trois  paraboles  ayant  un  point  de  contact 
commun.  Les  diamètres  de  ces  paraboles  qui  passent  par 
ce  point  rencontrent  les  côtés  coriespoudants  du  triangle 
en  des  points  tels ,  que  les  droites  qui  les  joignent  aux 
sommets  opposés  concourent  en  un  même  point. 

(G.    FOURET.) 

ERRATIM. 

C'est  par  erreur  que  nous  avons  omis  de  mentionner 
M.  Brocard  parmi  les  personnes  ayant  résolu  les  ques- 
tions 850,  886,  906,  926, 943,  951  et  953. 


(  5^9  ) 
ÉTIDE  Wm  COMPLEXE  DU  SECOND  ORDRE 

(suilc  et  fin,  voir  même  lome,  p.   ',.<i); 

Par  m.   PAINVIN. 


36.  Lieu  des  points  pour  lesquels  le  cône  du  complexe 
est  de  résolution. 

L'équation  du  cône  est  (4),  n**  4, 

—  2  r  0  ZofZ  —  2  Z„  .Vo  ZX  —  2  a-„  Jo  -^7 
4-  2A.7-oJl-H-2BjoJ  +  2CzoZ—  (Aj;j  +  Bj)-  =  -f-C-^)=:  O. 

Si  l'on  exprime  que  ce  cône  est  de  révolution,  on  voit 
immédiatement  qu'un  des  rectangles  doit  disparaître,  ce 
qui  exige  qu'une  des  quantités  Xg,  loi  -^o  soit  nulle.  Pre- 
nons j^o  =  o,  on  trouve  alors  que  le  sommet  du  cône  doit 
se  trouver  sur  la  courbe 

x'         z"- 
Jo  =  0,         --—   -I=0, 

et  l'axe  de  ce  cône  est 

J=o,     — ^  — ir=o, 

c,  a; 

c'est-à-dire  que  le  sommet  du  cône  est  sur  une  focale  de 
rdlipsoïde,  et  l'axe  du  cône  est  la  tangente  à  la  focale 
au  point  où  se  trouve  le  sommet.  Les  génératrices  du 
cône,  situées  dans  le  plan  principal  considéré,  seront  tan- 
gentes à  l'ellipse  de  la  surface  A  qui  se  trouve  dans  ce 
plan. 

37.   Position  des  plans  pour  lesquels  hi  conique  (F^ 
se  réduit  à  un  cercle. 
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Pour  que  la  conique  (F)  se  réduise  à  un  cercle,  il  faut 
et  il  suffit  que  les  valeurs  àc.fj^  fournies  par  l'équation  (42), 
n**  19,  soient  égales-,  on  est  ainsi  conduit  à  l'équation  de 
condition 

équation  qui  peut  s'écrire 

{e^o  ■+■  P)o  ■+-  J)'  —  4So()o  =  o, 

ou,  en  remplaçant  S05  Ço->  l)o  par  leurs  valeurs,  et  déve- 
loppant, 

a\ul  +  blu'^-^c';(vl  —  ob-c]i>lwl—2.c]a]ul(vl~-'ia]b]ul('l  =  o, 

ce  qu'on  peut  écrire  définitivement  sous  la  forme  sui- 
vante : 

I  Db  )  ^ 

/        X  («I  «  —  6|('  H-  c,«')  [afU  -h  o,i>  —  C|M')  =  o. 

Comme  on  a,  d'apiès  les  hypothèses  faites,  a^  ^  o, 
Z>|  <^o,  c]'^  o,  on  voit  que  les  points  définis  par  l'équa- 
tion {66)  sont  imaginaires,  tant  que  u  n'est  pas  nul- 

Donc  les  plans  réels,  pour  lesquels  la  conique  (F)  se 
réduit  à  un  cercle,  passent  par  l'une  ou  1  autre  des  deux 
droites 

i     (1°)      i>z=o,      rt,  w -H  r,  ff  =  o, 

(        (-2")         (^  =  0,  <7,«  f|H'  =  0. 

Si  nous  considérons  la  droite  (1°)  par  exemple,  elle 
est  définie  par  deux  points,  dont  le  premier,  u  =  o,  est 
à  l'infini  sur  O)  ,  et  dont  le  second  est  à  l'infini  sur  la 

direction  —  =-,  laquelle  est  perpendiculaire  à  mie  des 
a,        f,         ' 

asymptotes  de  l'hyperholc  focale. 

Ainsi  les  plans  réels  pour  lesquels  la  conique  (F)  se 
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réduit  à  un  cercle  sont  les  plans  perpendiculaires  aux 
asymptotes  de  Tliyperbole  focale  située  dans  le  plan  zOx, 
et,  d'après  le  théorème  \I,  n'^  io,  le  centre  du  cercle  est 
précisément  le  point  de  rencontre  du  plan  avec  l'asym- 
ptote. 

Si   l'on  prend,   par    exemple,   ^^0  =  0,   (IiUq  =  c^Wn, 
l'équation  du  plan  sécant  sera 

c,  <i, 

(1°)       c,.r-|-rt,z  =  u,        d'où       Wo  =  — î       »'o=0,       «'„  =  — j 

l'équalipn  (42),  n''  19,  donne  alors  pour  le  rayon  p^  du 
cercle 

Comme  b\  est  négatif,  on  voit  que  le  rayon  de  ce  cercle 
sera  toujours  inférieur  à  celui  du  cercle  de  la  surface  A 
situé  dans  le  plan  zOx.,  pour  que  le  cercle  soit  réel,  il 
faut  que 

(3°)  ,<0Bv'-^î, 

et  le  plan  limite  a  pour  équation 


(tt)      (68)  c,.r  H-a,z  =  y/B  y/— ^^. 

Cette  dernière  droite  est  la  tangenie  commune  à  l'ellipse 
et  au  cercle  de  la  surface  A;  le  plan  (68)  est  donc  un 
plan  tangent  double;  le  rayon  du  cercle  correspondant 
est  nul  5  son  centre  est  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  O  sur  la  droite  (68). 

Quant  au  rayon  p^  (2*^),  ou  voit  facilement  qu'il  est 
égal  à  la  moitié  de  la  corde  interceptée,  sur  la  trace  du 
plan  sécant,  par  le  cercle  de  la  surface  A. 

On  a  donc  la  proposition  : 

Théorème  XIIl.  —  Le  lieu  des  /)oints  pour  lesqueLs 

•>4- 
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les  cônes  du  complexe  sont  des  cônes  réels  de  résolu- 
tion est  riiyperbole  focale  de  V ellipsoïde  donné,  située 
dans  le  plan  zOx  perpendiculaire  à  l'axe  moyen.  L^ axe 
du  cône  est  la  tangente  à  V hyperbole  foc cde  au  point 
oii  se  trouve  le  sommet;  les  génératiices,  situées  dans  le 
plan  zOx,  sont  tangentes  à  V  ellipse  de  la  surface  A  gui 
se  trouve  dans  le  même  plan.  Le  cône  devient  imagi- 
naire quand  le  sommet  pénètre  dans  Vintérieur  de  cette 
ellipse. 

Les  plans  héels  H,  pour  lesquels  les  coniques  (F)  du 
complexe  sont  des  cercles,  sont  des  plans  perpendicu- 
laires aux  asjniptotes  de  V  hyperbole  focale,  et  les  cen- 
tres de  ces  cercles  sont  sur  ces  asymptotes.  Les  cercles 
cessent  d^être  réels,  lorsque  la  trace  du  plan  O  se  trouve 
au  delà  de  la  tangente  comnnine  au  cercle  et  à  Vellipse 
de  la  surface  A  situes  dans  le  plan  zOx.  Lorsque  le 
cercle  est  réel,  son  diamètre  est  la  portion  de  la  trace 
du  plan  n  interceptée  par  le  cercle  de  la  surface  A. 

38.  Position  des  points  pour  lesquels  le  cône  du 
complexe  se  réduit  à  deux  plans  coïncidents. 

Dans  ce  cas,  l'équation  (i6)  ou  (16  bis),  n°  6,  doit 
admellre  deux  racines  nulles,  c'est-à-dire  que  deux  des 
quantités  (7i,  ag,  Cg  doivent  être  nulles;  mais  la  quan- 
tité Cj,  qni  est  la  somme  de  deux  quantités  négatives,  ne 
peut  être  nulle  (il  est  entendu  que  nous  ne  nous  occu- 
pons que  des  solutions  réelles)  ;  on  doit  donc  avoir 

«72  =  0     et     ff3  =  o,     c'est-à-dire     p,+p,  =  0,     p, -j-ci2=:o. 

Les  inégalités  (i4)î  ""^  ^?  nous  montrent  que  les  quan- 
tités ^2  <^t  ^3,  qui  doivent  être  égales  et  de  même  signe, 
sont  alors  égales  h  la  limiie  commune  —  6"  qui  les 
sépare. 
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On  a  (Jonc 

(  69)  p;  =  Ps  =^  — ■   '''S        Pi  =  ^"  '■> 

les  équations  (1 1)  et  (12)  du  n"  o  donnent,  d"après  ceîa, 

I   So=-^.%        0,  =  b\      \l,=  b\ 
(6q/>/.v)  Ce;  .  AflJ 

(  •^»  =  "  If'    ^''"=''''       "»"""  'h]" 

Si   Ton   considère   le  point   (dont  les  coordonnées   sont 
positives),  savoir  : 

^0  =  -.  »      J'o  —  o>      2;„  —    .-      -7.  » 

l'équalion  (i5)  du  cône  (C),  ayant  son    sommet  en   ce 
point,  devient 


(\X  (liZ 

C      Va 


70)  l  -^-+--77-^^-^'  '  = 


ou 

c.u: 


V/C         s/A        ^  ' 

La  surface  A  a  seize  points  doubles  :  quatre  sont  réels, 
huit  sont  imaginaires  et  (juatre  sont  à  Tinfini.  Les  calcnls 
précédents  nous  montrent  que  les  points  pour  lesquels  le 
cône  léelàvi  complexe  se  réduit  à  deux  plans  coïncidents 
sont  précisément  les  points  doubles  réels  de  la  surface  A. 
On  voit,  par  les  foimules  du  n"35,  que  ces  points  doubles 
sont  les  intersections  du  cercle  et  de  l'ellipse  appartenant 
à  la  surface  A,  et  situés  dans  le  plan  zOx.  Quant  au 
plan  Y\.,i  (In  coniplexe,\\  est  perpendiculaire  au  plan  sOx, 
et  sa  trace  est  tangente,  au  point  double  D,  à  l'ellipse  de 
la  surface  A.  Toutes  les  droites  qui  passent  par  le  point  D 
sont  situées  dans  le  plan  unique  11^. 
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Les  coordonnées  du  plan  11^  ou  (^70)  sont 


l'équation  (^34),  n°  lo,  donne  alors  pour  la  conique  I'^, 
correspondant  au  plan  TIj, 

(70     (!'«/) 


■,v/Cu  +  «,v/A«'  — s/— éj) 

x(cV,y''C/i-f-«=fl,VAfv—  b's/—h])  = 

=  0, 

c,  s/C                                            r/,  s/Â 

G,  Z  = 


(71    i/ 


c'c,  V'C  ,  /  n'^a^s|A 


^V-^î  ^>^s/— ''^' 


ces  deux  points  sont  les  points  D  et  D',  où  la  tangente 
en  D  à  l'ellipse  rencontre  le  cercle.  Ces  résultats  sont 
une  conséquence  immédiate  du  théorème  IX. 

Si  1  on  considère  un  point  quelconque  du  plan  11^,  le 
cône  correspondant  du  complexe  sera  coupé  suivant  deux 
droites  réelles  passant  par  D  et  D';  quand  son  sommet 
se  trouve  sur  DD',  le  cône  est  touché  par  le  plan  II,;  sui- 
vant la  droite  DD'  5  si  le  sommet  vient  en  D',  le  cône  se 
réduit  à  deux  plans  réels,  dont  un  est  le  plan  11^,  et 
l'autre,  perpendiculaire  à  zOx,  a  sa  trace  tangente  à  l'el- 
lipse*, enfin,  quand  le  sommet  est  en  D,  le  cône  se  réduit 
à  deux  plans  confondus  avec  Uj. 

39.  Nous  avons  dit  que  le  point  D  était  un  point  double 
de  la  surface  A:  ajoutons  que  c'est  un  point  double 
toniffue.  En  effet,  les  coordonnées  du  point  D  sont 

_  _   «iV^A  _ 

y»  —  o,     -„  —    ,       ,  '1 
\l—b\ 
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transportons  en  ce  point  l'origine  des  coordonnées,  l'é- 
quation (21  fer),  11°  8,  de  la  surface  A  devient 

-h       ^       [{c,  v/Cx'+  a,  V Az' )   Ax''  -f-  Bj"  +  Cz") 

V  — ^; 

,  ^,  ]  +\/Ai^'C{c,\/Ax'-ha,\/Cz'){x"-^y''-i-z'^)] 

"^^^Z      (c,  v/Cx'  4-  rt,  ^Az'  )  ( c.  \/Ax'  -+-  a,  y/Cz'  ) 

a\c]j''     =0. 


+ 


On  voit  par  là  que  le  point  D  est  un  point  double  coni- 
que; le  cône  tangent  a  pour  équation 

{73]     (c,v/C.r'+tf,v'A/)(f.v/A-r'H-«,v/Cz')  -h  ^-^=^j"  =  o; 

4v/AC 

c'est  un  cône  proprement  dit,  symétrique  par  rapport  au 
plan  zOx^  et  dont  la  trace  sur  ce  plan  est  formée  par  les 
tangentes  en  D  à  l'ellipse  et  au  cercle  de  la  surface  A. 
Le  plan  II,/  est  tangent  à  ce  cône  suivant  la  tangente  à 
l'ellipse.  Il  est  facile  de  voir  que  l'intérieur  du  cône  (78) 
est  tourné  vers  le  centre  de  l'ellipsoïde. 

40.   Position  des  plans  II  pour  lesquels  la  conique  Y 
se  réduit  à  deux  points  coïncidents. 

Datîs  ce  cas,  l'équaiion  (42),  n''  19,  doit  admettre  deux 
valeurs  nulles  pour  p^  5  on  a  donc 

En  remplaçant  So  par  77  dans  les  équations  (5o),  n°  27, 
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oïl  trouve 

O  ,C  ,  Itl  =:  —   -^ — 


I        I        0  ,  , 

,    ,    ,  {(,'„  — B)  = 

y» 


Comme  on  a  Ço^^-:  '^'i^'  »?  K  <  o,  c'  >  o,  les  seules 
solutions  réelles  sont 

g„  =  B,      S,  =  -  »      f)o  =  —  b''; 

d'où  il  résulte 

a  2 

Ce  sont  les  seuls  plans  réels  pour  lesquels  la  conique  (F) 
se  réduit  à  deux  points  confondus  5  ces  plans,  au  nombre 
de  quatre,  sont  perpendiculaires  au  plan  zOx,  et  leurs 
traces  sur  ce  plan  sont  les  tangentes  communes  à  l'ellipse 
et  au  cercle  de  la  surface  A  5  ce  sont  les  plans  tangents 
doubles  j'éels  de  cette  surface  •,  ils  sont  cuivitangents. 
Considérons,  par  exemple,  le  plan 

(75)        (n^)        «0  =  -^=^-::!==»         ^0  =  0,         «'(,!=  -^ 


vBv-è;  vBV-^? 


{']5  bis)  c,x  -h  aiZ  =  s/'B\/ — b;  ; 

on  trouve,  d'après  l'équation  (34),  n°  1S,  pour  la  conique 
correspondante 


v-^: 


(76)      (Fi)  ^c,u  +  a,iv  -y~j^    ]  =0, 


(  5:^7  ) 


ou 


sJ-K 

V/B 

ou 

c'est  le  point  de  contact  rt^  de  la  tangente  double  rr  avec 
le  cercle  de  A. 

Toutes  les  droites  du  complexe  situées  dans  le  plan  11^ 
passent  par  le  point  «o;  par  conséquent,  les  cônes  du 
complexe  dont  le  sommet  est  un  point  quelconque  du 
plan  rij  sont  touchés  par  ce  plan  suivant  la  droite  qui 
joint  le  sommet  au  point  a^.  Quand  le  sommet  se  trouve 
en  un  des  points  où  la  tangente  tt  touche  l'ellipse  et  le 
cercle  de  A,  le  cône  du  complexe  se  réduit  à  deux  plans 
distincts  réels  :  l'un  est  le  plan  n^;  l'autre,  perpendi- 
culaire à  zO.r,  a  sa  trace  tangente  ou  au  cercle  ou  à 
l'ellipse. 

INous  avons  donc  cette  proposition  : 

Théorème  XIV.  —  i*^  Les  points  pour  lesquels  les 
cônes  TiÉELS  du  complexe  se  réduisent  à  deux  plans 
coïncidents  sont,  les  quatre  points  doubles  réels  de  la 
surface  A,  points  doubles  coniques  qui  sont  les  inter- 
sections du  cercle  (Cq)  et  de  V ellipse  (Eq)  appartenant 
à  H  et  situés  dans  le  plan  zOx  de  l'hyperbole  focale 
de  V ellipsoïde  donné. 

Si  l'on  considère  un  de  ces  points ,  D  par  exemple,  le 
plan  correspondant  Yl^  du  complexe  est  perpendiculaire 
au  plan  zOx  et  touche  en  D  rellipsa  (E,,);  toutes  les 
droites  du  complexe  qui  passent  par  \)  sont  situées  dans 
le  plan  Yl,i.  La  conique  (F^)  du  complexe,  située  dans 
le  plan  11^,  se  réduit  à  deux  points,  dont  Vun  est  le 
point  D  et  Vautre  est  le  point  D'  intersection  du  cercle  C'^ 
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a^ec  la  tangente,  en  D,  à  V ellipse  Eq.  Le  cône  du  com- 
plexe, dont  le  sommet  est  en  D',  se  réduit  à  deux  plans 
réels,  perpendiculaires  à  zOx,  dont  les  traces  sont  les 
tangentes  menées  du  point  D'  à  l'ellipse  (Eo). 

2°  Les  plans  pour  lesquels  la  conique  du  complexe 
se  réduit  à  deux  points  coïncidents  sont  les  quatre  plans 
doubles  RÉELS  de  la  surface  A;  ces  plans  doubles,  curvi- 
tangents,  sont  perpendiculaires  au  plan  zOx,  et  leurs 
traces  sont  les  tatigentes  communes  au  cercle  (Cq)  et  à 
V ellipse  Eq. 

Si  Von  considère  une  de  ces  tangentes,  ~  par  exemple, 
le  plan  II^,  perpendiculaire  à  zOx,  ajant  r  pour  trace, 
et  touchant  le  cercle  en  a^,  aura  sa  conique  (F)  réduite 
à  deux  poiîits  confondus  en  a^.  Toutes  les  droites  du 
complexe,  situées  dans  le  planll^, passent  par  le  pointaQ, 
et,  par  suite j  les  cônes  du  complexe,  dont  le  sommet  est 
sur  lîj,  sont  tous  touchés  par  ce  plan  suiuant  la  droite 
qui  joint  le  sommet  au  point  a^.  Lorsque  le  sommet  du 
cône  se  trouve  en  un  des  points  où.  la  droite  t  touche 
l'ellipse  ou  le  cercle,  le  cône  se  réduit  à  deux  plans 
réels  perpendiculaires  à  zOx;  une  des  traces  est  la  tan- 
gente commune,  Vautre  est  la  tangente  à  l  ellipse  ou 
au  cercle,  suivant  que  le  point  considéré  est  sur  le  cercle 
ou  sur  V ellipse. 

41.  Celle  recherche  n'est,  pour  ainsi  dire,  qu'une  in- 
troduction à  l'étude  des  complexes  particuliers  du  second 
ordre  dérivant  de  la  définition  géométrique  donnée  en 
commençant.  Il  reste  encore  de  nombreuses  questions  à 
aborder  sur  lesquelles  je  reviendrai  bientôt.  Ainsi  il 
reste  à  étudier  la  congruence  formée  par  les  arêtes  des 
systèmes  du  complexe,  les  propriétés  des  pôles  et  des 
polaires  relativement  à  ce  complexe,  etc.  ;  on  a  aussi  à 
chercher  quelles  sont  les  propriétés  essentielles  qui  ca- 
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ractérisenl  ce  complexe  particulier  et  le  différencient  des 
complexes  généraux  du  second  ordre,  etc.  5  on  pourrait 
encore  se  proposer  l'application  de  la  même  définition 
géométrique  au  cas  des  liyperboloïdes  et  des  paraboloïdes, 
eu  ayant  toujours  en  vue  la  situation  des  droites  réelles 
du  complexe  correspondant,  etc.,  etc. 

SIR  L'ÉQIATIOIV  Y*-— (— i)^/jZ^  =  4X5 

Par  m.  ZOLOTAREFF, 

Privatdocent  à  l'Université  de  Saint-Pétersbourg. 


Soient 

les  yy  —  I  racines  de  l'équation 

xP  —  I 

X  =  xP-'  -h  xP-''  +  JcP-^  + ,  .  .  +  a:  +  I  =  =  o , 

X  —  1 

p  étant  un  nombre  premier,  et 

r  =  ces  —  -I-  /  sm 

P  P 

Ces  racines,  comme  on  sait,  peuvent  être  distribuées 
en  deux  groupes  (*)  :  les  racines 


dont  les  exposants  i ,  a,  a', . . .  sont  résidus  quadratiques 
par  rapport  à  /?,  forment  le  premier  groupe,  et  celles 

rt*,      rf',..., 

où  |3,  (3', .  .  .  sont  non-résidus,  forment  le  second  groupe. 
Le  nombre  des  racines  dont  chaque  groupe  se  compose 

(  *  )  Voir  Gauss,  Disquisitiones  aiithmeticce,  ou  Serrït,  Cours  d'Algèbre 
supérieure;  3*  édition. 
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est  égal  à  =  m.  On  sait  aussi  comment,  à  l'aide  de 

ces  groupes,  on  forme  deux  fonctions  entières,  Y  et  Z, 
à  coefficients  entiers,  satisfaisant  à  l'équation 

Y'  — (— i)    ^  7.Z=  =  4X. 

Quant  à  ces  fonctions  Y  et  Z,  Gauss  s'exprime  comme 
il  suit  :  «  Terminos  duos  summos  functionis  Y  semper 
fieri  2a:"'-|- x"'~\  summumque  functionis  Z  x'"~^  facile 
perspicietur;  coefficientes  reliqui  autem,  qui  manifesto 
omnes  erunt  integri,  variant  pro  diversa  indole  numeri  />, 
nec  formulée  analyticse  gcnerali  subjici  possunt.  » 

Lejeune-Dirichlet  ('*')  généralisa  l'équation 

Y*—  (—1)  '  /?Z^  =  4X 

pour  le  cas  où  p  est  un  nombre  composé  impair,  n'ayant 
pas  de  diviseurs  carrés  plus  grands  que  l'unité. 

Dans  cette  jNote,  je  me  propose  de  démontrer  que  les 
polynômes  Y  et  Z  se  trouvent  au  moyen  des  fractions 
continues.  En  outre,  je  donne  les  équations  linéaires 
d'après  lesquelles  se  trouvent  aussi  les  coefficients  de  la 
fonction  Z.  Nous  verrons  que,  après  avoir  trouvé  la  fonc- 
tion Z,  on  peut  facilement  déterminer  la  fonction  Y.  Je 
me  suis  borné  au  cas  où  p  est  un  nombre  premier. 

Considérons  en  premier  lieu  la  fonction 


sw=2:(-: 


i  )  .r  +  (   -]x'  +  .  ..+  [  • 1  xV- 


C^) 


(*)  Voir  Vorlesungen  iiber  Zaftle/ithcorie,  ^^  i38,  189,  i4o. 
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où  (  -  I  est  le  symbole  connu  de  l.cgendre.  On  sait  que, 
pour  les  valeurs  de  x  égales   à   une  des  racines  ;■'  de 

xP I 

Téquation  X  = =  o , 


;i)  S(r')=d=V(-,p'/,. 


Quant  au  signe  qu'on  doit  prendre  pour  le  second 
membre  de  cette  équation,  il  doit  être  le  même  pour 
toutes  les  valeurs  de  /  qui  sont  résidus  quadratiques,  et 
le  signe  contraire  pour  les  autres  valeurs  de  /.  En  effet, 
cela  résulte  de  l'équation  connue 


Gauss  et  Dirichlet  ont  démontré  que  c'est  le  signe  H- 
qui  correspond  aux  résidus  quadratiques;  mais  celte  dé- 
termination du  signe  n'est  pas  nécessaire  pour  l'objet 
que  nous  avons  en  vue. 

rx  '      1  -  S 1  .r  ^  „         . 

Développons  maintenant  en  traction  continue  et 

cherchons  les  fractions  convergentes 


/o(-^)  /((-^i  /4^'^) 


Soit 


S(.r) 

X 

ous  aurons 

/o(-r) 

=:rb 

I, 

/(^) 

=  ±: 

7-  +  •> 

^,(.r)         ■^,[x)         ^,{x) 


:±I  + 


I 

72 


■^,(.r)  =  ., 
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et,  eu  généra], 

/•+,  {x)  =/,  [x)  qi+^  -\-fi^i  (x),      ^,-^ ,  {jr)  =  -i^i  {œ)  qi^,  -\-  ^i_,  (-r). 
fj.x) 

Cela  posé,  soit  ,^ ,  .  la  dernière  des  fractions  conver- 
gentes,  dont  le  dénominateur  est  de  degré  inférieur  à 
~ ==  m;  nous  allons  établir  que  la  différence 

S(.r)^^(x)  — /,(x)X, 

que  nous  désignerons  par  !^^(x),  est  de  degré  non  supé- 
rieur à  m.  En  etfet,  de  nos  conventions  il  résulte 

S(.r)         M^)  _    ?;.(.r)    ^ 

mais  on  sait,  par  la  théorie  des  fractions  continues,  que 
le  premier  membre  de  l'équation  (a)  est  de  degré  non 
supérieur  à  celui  de  la  fonction 


Il  s'ensuit  que  la  fonction  cp;j.(x)  est  de  degré  non  supé- 
rieur à  celui  de  la  fonction 

X 

c'est-à-dire  non  supérieur  à  m,  en  vertu  de  ce  que  X  est 

de  degré  p  —  i  et  '^.^+i[.x)  de  degré  non  inférieur  à  — 

En  posant  dans  l'équation 

successivement 

x=:r,      r'^ r' rP-\ 
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nous  aurons 


••• > 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 


»  =±:\/i-,{ 


7,(r)  =:±:V(-,)    ^  p^,(r), 


[r^)=±\/{-i{^   p^,{r'), 


<P^ 


{r^)=±:S/{-i)'  ^'p^,{r'), 


où,  comme  nous  avons  dit  plus  haut,  on  doit  prendre  le 

radical  y  ( — i)  '  P  ^vec  le  même  signe  pour  toutes  les 
valeurs  de  i  qui  sont  résidus  quadratiques,  et  avec  le 
signe  contraire  pour  les  autres  valejirs  de  i. 

En  désignant  par  e  l'unité  avec  le  signe  qui  correspond 
aux  résidus  quadratiques,  on  voit  donc  que  Téquation 


(3)  ^^(^)_eV(-0''   pU-^)  =  o 

admet  les  racines 


X  =  r,     X 


et  l'équation 

(4)  î.(-^)  +  V(-0^;'f.(x)  = 

les  racines 

r\      rP',.... 


(  544  ) 
Ainsi  les  équations  (3)  et  (4)  ont  chacune  au  moins 
m  racines.  En  remarquant,  d'un  autre  côté,  que  le  degré 
de  la  fonction  ']>x{x)  est  inférieur  à  m  et  que  celui  de 
o^[x)  ne  surpasse  pas  m,  on  voit  que  les  équations  (3) 
et  (4)  ne  peuvent  admettre  chacune  plus  de  m  racines; 
donc  elles  n'admettent  que  m  racines  et  le  degré  de  o.^[x) 
est  égal  par  conséquent  à  m.  Il  suit  delà  que  la  fonction 


r,{x)-e\{-i)    ^    p'h.,[x) 

est  égale,  à  un  facteur  constant  près,  à  celle-ci 

W=  (or  —  i){.T  —  r'^)[x  —  /•»') 

En  désignant  par  -  ce  facteur  constant,  on  a 


or,  d'un  autre  côté, 

2W  =  YiizV(— i)    '   P"^ 
(voir  Disquisitiones  arithmeticœ)  ;  donc 

Y  ±  V  f  —  i)^~p  Z  =  Xo^(x)  —  £  V  (—  i~p  %  [x). 

On  détermine  la  constante  ?.  de  telle  manière  que  le  pre- 
mier terme  de  Xo.^(a:)  soit  égal  à  2x'";  il  s'ensuit  que  À 
est  un  nombre  rationnel,  et,  par  conséquent,  on  a 

Il  résulte  de  l'équation  (2)  quey^^(a:)  est  le  quotient 
et  '-;.  (x)  le  reste  de  la  division  de  S  (x)(|'j,(a:)  parX^  on 
trouvera  donc  Oy.[x)^  lorsque  'h.j_'x)  sera  connu. 

Nous  allons  maintenant  déduire  les  équations  linéaires 
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auxquelles  satisfont  les  coefficients  de  la  fonction  '|^(x). 

Décomposons  a  cet  c:llet  la  iracHon  - — — en  tractions 

A. 

simples,  après  avoir  séparé  préalablement  la  partie  en- 
tière, nous  aurons 

où 


A,= 


X- 


X'j  étant  la  valeur  de   la  dérivée  de  X  pour  x  =  /',  ou 
bien 


X 


En  remarquant  que  la  fonction  ^-i^— —  est  de  degré  — m, 
on  voit  que  le  développement  de  la  fonction 

suivant  les  puissances  descendantes  de  x,  ne  doit  pas  con- 
tenir les  termes 


on  a  donc  les  conditions 

^A,=  o, 
2r'  A,-  =  o, 

(5)  {   2r2'A,=^o, 


Ann.  dr  Mat/iénini.,  ?''  série,  t.  XT.   (Décombro  tS^?.)         35 
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Nous   allons  maintenant  transformer  l'expression  A,. 
On  a  d  abord 

d   xP  —  i  {p—  \)xP  —pxP-'  -\-  I 

dx    X  —  i  [x  —  I  )^ 

et,  par  suite,  pour  x  =  /•', 

p(i_r''(/'-'))  p 


X'=: 


on  a  ensuite 

(6)  S(r')  =  (^]s(r)...; 

ainsi 

Si  Ton  remplace  dans  les  équations  (5)  A,  par  sa  valeur, 
elles  deviennent 


2;(-)r('«-0'(r'-i)^,(r')  =  o. 

En  posant 

']>.^{x  )  =  C,  +  C,.r  -4-  C,x^  +  .  .  .  +  C^_,  j:^-', 

c'est-à-dire 

■^^{r',  =  Co  +  C,/-'  +  C,  H'  -4-  ...  4-  C_, /•("—)', 
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et  ayant  égard  à  la  formule  (6),  on  arrive  aux  équations 

[(;)-(i)]-[C-)- (;)]-••• 

-[m-(^)]— 

[C-)-©]-[(i)-©]-- 

[(^)-(^)>-[(T)-(5)]--' 


(7) 


On  voit,  d'après  ce  qui  précède,  qu'en  supposant 
C,„_i  =  I  et  en  déterminant  les  autres  coefficients  au 
moyen  des  équations  (7),  on  a 

Voici  quelques  exemples  : 
1.  />  =  3,      m  =  i,      ■^^,[.r)  =  i. 

Le  reste  de  la  division  de  S  (a:)  1(^(0.)  par  x'^-hx-{-i  est 

2.r  H-  i; 


donc 
2. 


p  =  5,     •^^(.r)  =  C„-»-.r, 


35. 
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où  Co  se  détermine  par  l'équation 

par  conséquent  C^,  =  o, 

S(x)  z^z  X  —  .r'  —  x^  -\-  x'. 

Le  reste  de  la  division  de  S(x)fp.,.[x)  par 

.?:'  -H  x^  -+-  ,r^  -\-  X  -^-  i 
est 

2a:^  H-  ^  -f-  2; 

donc,  dans  ce  cas,  on  aura 

Y  =  ■2.x-  H-  .r  -+-  2,      Z  =  ^. 
3.  p:='-j,       m=z3,      -^.^{x)  =z  C„-^CtX  +  X-, 

où,  pour  déterminer  Co  et  Ci,  on  a  les  équations 


Co  +  C,  —  1  =  o. 


c'est-à-dire  les  équations 

—  C,  H-  1  =  0, 

d'où 

C„  =  o,      C,  =  1, 

•^■^[x)  ■=.  x"^  -\-  X  ^=^7.,     S(x)  =  X  -t-  j:^  —  t}  —  x''  —  x^  —  x^ 
Le  reste  de  la  division  de  '^[x)^^[x\  par  X  est 


donc 


r>.  x^  H-  .r-  —  X  —  2  ; 
Y  =  2a,'  -4-  .r-  —  X  —  2. 

p  :=  l  l,       f/i  =^  5, 
•^.y{.r)  =  Co  -4-  C,X  H-  C,x^  -+-  C^-r'^  H-  .r'. 
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Les  équations  par  lesquelles  on  détermine  Co,  Cj,  Cj  sont 

c'est-à-dire 

—  CoH-C,  — 1  =  0,     C„  — C3  =  o,     — C,=  o,     — C,-l-i  =  o, 

d'où  Ton  a 

Co  =  o,     C,  =0,     C:  =  o,     C3  =  o. 

Le  reste  de  la  division  de  i|^^(.r)S(x)  par  X  sera 

y  =  2x^  ^-  £'  4-  2'i'"  —  •'■  —  2. 
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COXCOIRS  D'AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 
DE  1872. 


l"^"    SÉRIE    D  ÉPREUVES.     ADMISSIBILITÉ. 

Mathématiques  spéciales. 
[Voir  l'énoncé  de  la  question,  même  lome,  p.  45o.) 

Mathématiques  élémentaires  et  Mécanique , 

i"  Théorie  des  axes  radicaux.  Montrer  par  des  appli- 
<:ations  le  caractère  et  l'importance  de  cette  théorie. 

•i.°  On  donne  une  série  de  circonférences,  situées  dans 
un  même  plan,  ayant  leurs  centres  en  ligne  droite,  se 
toucliant  extérieurement,  de  manière  que  chacune  soit 
tangente  à  celle  qui  la  précède  et  à  celle  qui  la  suit,  et 
dont  les  rayons  forment  une  progression  géométrique 
décroissante.  On  demande  le  centre  de  gravité  du  sys- 
tème supposé  prolongé  à  Tinfini. 

(Question  d^ Histoire  et  de  Méthode. 

Aperçu  historique  et  critique  sur  l'introduction  et  sur 
le  rôle  des  quantités  imaginaires  en  Analyse  et  en  Géo- 
métrie. 

0."    SÉRIE    d'épreuves.    LEÇONS    TIRÉES    AU    SORT. 

Mathématiques  élémentaires. 

1.  Rapports,  quantités  proportionnelles;  règles  de 
trois,  etc. 

2.  Année  tropique  :  calendrier. 


(  ^^5i   ) 

3.  Délenui nation  des  centres  de  gravité  des  aires 
planes  et  des  volumes. 

4.  Maximum  et  minimum  des  expressions  de  la  forme 

ax''-\-  bx  -\-  c 

~T~^ r, ,'  etc. 

a'x^-\-b'.T  +  c' 

5.  Des  quantités  négatives. 

6.  Extraction  des  racines. 

7.  Mesure  du  volume  engendré  par  un  triangle  tour- 
nant, etc.;  volume  de  la  sphère,  etc. 

8.  Résolution  et  discussion  de  l'équation  du  second 
degré  à  une  inconnue  5  des  équations  qui  s'y  ramènent. 

9.  Triangles  et  polygones  spliériques. 

10.  Pénétration  des  polyèdres.  (Descriptive.) 

\\  .   Première  leçon  sur  la  mesure  des  aires  planes. 

12.  Principes  de  divisibilité;  décomposition  des  nom- 
bres eu  facteurs  premiers. 

13.  Division  des  nombres  entiers,  des  nombres  déci- 
maux. 

14.  Construction  des  angles  irièdres. 

15.  Similitude  et  homolhétie  dans  les  figures  planes. 

16.  Formule  sin(rt  -+-  h),.  .  .  et  autres  formules  qui 
s'en  déduisent. 

Mathématiques  spéciales. 

1.  Sections  circulaires  des  surfaces  du  second  ordre; 
génération  par  un  cercle. 

2.  Sections  du  cône  et  du  cylindre.  (Géométrie  analy- 
tique.) 

3.  Asymptotes  en  coordonnées  rectilignes. 

4.  Donner,  dans  une  leçon  de  résumé,  la  marche  à 
suivre  pour  résoudre  une  équation  numéri(jue. 

5.  Distance  d'un  point  à  une  droite;  plus  courte  dis- 
tance de  deux  droites  et  perpendiculaire  commune;  vo- 
lume dun  tétraèdre.  (Géométrie  analytique.) 
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6.  Plans   tangents  aux   surfaces  de  révolution.  (Des- 
criptive.) 

7.  Etude  de  la  fonction  exponentielle  ^  logarltlimes,  etc. 

8.  Résolution  des  équations  du  troisième  degré. 

9.  Réduction  de  l'équation  du  stcond  degré  à  deux 
variables. 

10.  Théorème  de  Sturm, 

11.  Plans  principaux  dans  les  surfaces  du  second 
ordre. 

12.  Intersection  des  deux  coniques  ^  sécantes  com- 
munes; propriétés  immédiates. 

13.  Recherche  des  racines  coramensurables  d'une 
équation. 

14.  Méthode  d'approximation  de  Newton. 

15.  Formules  générales  et  construction  des  courbes 
en  coordonnées  polaires. 

16.  Des  séries. 

17.  Formule  de  Moivre-,  résolution  de  l'équation  bi- 
nôme; polygones  réguliers. 

3*^    SÉRIE    d'épreuves.    COMPOSITION    ÉCRITE. 

Suj'les  matières  de  la  Licence  es  Sciences  mathématiques . 

1°  Déterminer  une  courbe  telle  que  l'ordonnée  j  du 
centre  de  gravité  d'un  arc  qucicorsque  s  à  partir  d'une 
origine  fixe  soit  une  fonction  donnée  de  la  longueur  de 
l'arc,  la  densité  ^  eu  chaque  point  étant  elle-même  une 
fonction  donnée  de  l'arc.  Effectuer  les  calculs  et  discuter 
la  courbe  en  supposant  p  =z  ^  s^  et  j'  =  5".  On  pourra 
examiner,  en  supposant  p  =  As'"  et  -y  =  hs^^  à  quelle 
condition  doivent  satisfaire  les  nombi'es  ni  et  p  pour  que 
l'intégration  puisse  être  effectuée. 

2°  On  donne  une  figure  plane  homogène  et  matérielle 
reposant  sur  un  plan  horizontal-  elle  est  liée  à  un  point 
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fixe  O  par  une  tige  rigide  fixée  en  Tun  de  ses  points  I. 
Le  corps  peut  avoir  un  double  mouvement  autour  du 
point  fixe  O  et  autour  du  point  d'articulation  I;  il  reçoit 
une  percussion  dans  le  plan;  on  demande  le  mouvement. 
On  fera  abstraction  de  toute  résistance  passive. 

Géométrie  descriptive. 

Intersection  d'un  cône  oblique  et  d'une  sphèi'e;  déve- 
loppement du  cône  et  de  cette  intersection. 

Données  particulières.  —  La  sphère  a  i2  centimètres 
de  diamètre;  elle  est  posée  sur  le  plan  horizontal  de  pro- 
jection, qu'elle  touche  en  un  point  A  situé  sur  la  ligne 
de  terre.  Le  cône  a  pour  sommet  l'extrémité  supérieure 
du  diamètre  vertical  de  la  sphère;  sa  base  est  un  cercle 
de  même  rayon  que  la  sphère  ayant  son  centre  sur  la 
ligne  de  terre  et  dont  la  circonférence  passe  par  le  point  A. 

Calcul. 

Calculer  les  solutions  communes  aux  deux  équations  : 

o,o4j^ —  o,55^j -t- 1 ,96./'-  —  2,8oj  —  o,4o.K  H-  I  =0, 
2,8oj^^+  2,88^/  +  2,92^:^  —  8j  —  ^x  -\-  ^  =  o. 


SOLUTIONS  m   QIESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question   1050 

(  Toir  7'  série,  t.  X ,  p.  il-  )  ; 

Par   m.    K.    PELLET, 

Elève  à  l'Ecole  Normale. 

Une  corde  glisse  sur  une  courbe  quelconque,  de  façon 
à  détacher  un  segment  d^aire  constante  (f.  Le  centre  de 
gravite  du  segment  décrit  une  courbe  (C),  dont  le  rayon 
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de  courbure  est  proportionnel  au  cube  de  la  longueur 
de  la  corde.  (Petersen.) 

Soient  AB,  A'B'  deux  positions  de  la  corde  infiniment 
voisines  5  leur  point  de  rencontre  I  se  trouve  en  leur  mi- 
lieu à  un  infiniment  petit  près,  car  les  deux  triangles 
AIA',  BIB'  sont  équivalents.  Soient  s  la  surface,  g  *i^  g 
les  centres  de  gravité  de  ces  triangles,  G  le  centre  de 
gravité  du  triangle  curviligne  A'IB,  M  et  M'  les  centres 
de  gravité  des  segments  détachés  par  AB  et  A'B'. 

D'après  la  théorie  du  cenire  de  gravité,  G,  M,  g  d'une 
part,  et  G,  M',  g'  de  l'autre,  sont  en  ligne  droite,  et  l'on  a 

GM  _  GM'  _  MM'  _  s 

Ainsi  MM'  est  parallèle  à  la  droite  gg'  ;  celle-ci  tendant 
vers  AB  en  même  temps  que  A'B',  la  tangente  en  M  à  la 
courbe  (C)  est  parallèle  à  AB.  De  même  la  tangente  en  M' 
est  parallèle  à  A'B'.  L'angle  de  ces  deux  tangentes  est  donc 
égal  à  l'angle  des  lignes  AB,  A'B'  que  nous  désignerons 
par  e,  et  l'on  a,  en  désignant  par  p  le  rayon  de  courbure 
de (C) en  M, 

MM'=:p£. 

D'ailleurs 

,       2  c  c^  e 

^^  ~  3  '  8  ' 

c  désignant  la  longueur  de  la  corde  AB5  par  suite,  la  re- 
lation 

MM'  _  s 

SS'  ~~  ¥ 
devient 

c' 

129) 

Note.  —  Cette  question  a  été  résolue  de  même  par  M.  Doucet,  pro- 
fesseur au  lycée  de  Lyon. 
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d'une  division,  comment  trouve-t-on  les  chiffres  du  quotient  de 

droite  à  gauche?  solution  par  M.  /.  de  Virieu 129 
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cutifs ne  peut  être  une  puissance  parfaite,  lorsqu'un  de  ces 
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Question  953  (Laisanl).  —  i"  Trouver  deux  entiers  n  et  p  (n  </>), 
tels  qu'on  ait 

iH-2-l-...-f-n=:^(  «-+-!)-(-. ..-+-^; 

3°  trouver  deux  nombres  entiers  «  et  p,  tels  qu'on  ait 

1  -h2-h  ...-hn=  p^  ; 

solution  par  M.  Moret-Blanc 178 

Théorème  d'arithmétique;  par  M.  Désiré  André 3i4 

iVouvelle  démonstration  de   la  loi  de  réciprocité  de  Legendre  ;  par 

M.  Zolotareff 354 

Question  1059  (Lionnet).  —  Tout  nombre  entier  est  la  somme  d'un 
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Besgue 5i6 
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Besgue 5ï6 
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Besgue 5i6 

P-\ 
Sur  l'équation  Y'  —  ( — i)    '    p7J^^  t\\;  par  M.  Zolotareff SSg 

Algèbre. 

Sur  réc[ualion  x'  -f-^  '  =;  2'  -1-  «'  ;  par  M.    Herinite 5 

Question  979  (H.  Brocard).  —  Etant  donnée  la  fonction 

Y  =  A,  cosx  H-  A,  cos  2a  -+-...  -H  A„  cos  «.«, 
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déterminer  les  coefficients  A,,  A^,. . .,  A„,   de  manière  que,  pour 

.r  = ,  >  prenne  la  valeur  de  r,,. .  .,  et  que  pour  .1==  , 

«  -t-  I  .  I  j  1        I  K  -H  1 

y  =^j}-^;j\,  _y\,.  ..,}'„  étAnt  des  quantités  données  ;  solution  par 

M.  E.  de  Hunjadj 39 

QuestionQ'i\.  —  Si  l'équation  x' ^^  j'' -{- ay- z- -i- bz''  est  résolue  par 

/•-  =^  r*  -H  at'  h'  -i-  bià,  elle  le  sera  aussi  par 

.1-  =zr^  —  (a*  —  4  ^)  t*  u^,  y  ^^  t^  —  bu'-,  :;  =  2  rtu  ; 

solution  par  M.  Le  Besgue 83 

Sur  l'intégration  des  fractions  rationnelles  ;  par  M.  Hermite 145 

Démonstration   élémentaire  des  formules  relatives  à  la  sommation 

des  piles  de  boulets  ;  par  M.  H.  Brocard 169 

Simples  notes  :  1°  sur  la  limite  des  racines  ;  2"  sur  un  théorème  de 

Cauchy  ;  par  M.  Abel  Transon 254 

De  la  réalité  des  racines  de  l'équation  du  troisième  degré  en  S  ;  par 

M.   Gerono , 3oj 

Séparation  des  racines  des  équations  à  une  inconnue  ;  par  M.  Ma- 

lejx 404 

Question  925  (Hermite).  —  Démontrer  qu'en  développant,   suivant 

les  puissances  ascendantes  de  ).,  la  quantité 


.  I  1.3 _  e'-{i-i-x)  —  e      (i— x) 

TTITTILT  -  e\i-^x)  +  e-\i-xy 


le    coefficient  de  A"  est   un    polynôme   L„    du  niàme  degré  en   .v 
contenant  le  facteur  x^  —  i ,  et  que  l'équation 


(2) 


a  toutes  ses  racines  réelles,  inégales  et  comprises  entre  —  i  et  +  i  ; 

solution  par  M.  O.  Callandreau 4^0 

Question  1051  (P. -A. -G.  Colombier).  —  Si  l'on  désigne  par  2  p  le 
périmètre  d'un  triangle,  par  rie  rayon  du  cercle  inscrit,  et  par  R 
le  rayon  du  cercle  circonscrit  :  1°  l'équation   du  troisième  degré 

(  i  )  x^  —  [^  h. -h  r)  X- -i-  p-  X  —  ^-  r  =  o 

a  ses  trois  racines  réelles  et  positives  ;  2°  entre  R,  /•  et  p,  on  a 

(4R-+-r)-->3^'>9/-(4R-+-r); 

solution  par  M.  Doucet 4^7 

Question  1056  (F.  Didon).  —  Soit  une  fonction  f(x)  quelconque, 
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finie  et  continue  dans  l'intervalle  de  a  à  x.  Insérons,  entre  a  et  x, 

\n — ijmoyensgeometnques  «1  / -?   '^V/ I  ~"  I  '"m  «i /  (  -  I       > 
et  désignons  par  M^la  moyenne  géométrique  des  valeurs 

/(»), /(»^ï),...,/[«v'(ir}^<''- 

D'un  autre  côté,  insérons  (n  —  i)  moyens  arithmétiques  a-\ ) 


{x  —  a)  (x  —  a)  ,  ,  . 

a  -+-2  V»  «-)-(«  —  0  ^ •  t  entre  a  et  x,  et  désignons 

n  '       n  " 

par  Ma  la  moyenne  arithmétique  des  valeurs 

m,  "(-"^) {H:zlzï3,/i£.. 

a                        X  —  a                                  ,            ^  X  —  a  x 

a-i a-i-{n — i) 


Lorsque  n  tend  vers  1  inlini,  le  rapport  ■——  tend  vers  une  limite 
complètement  indépendante  de  la  fonction/";  cette  limite  est 

X  — I  ' 

solution  par  M.  Moret-Blanc 4^9 

Question  1082  (Haton  de  la  Goupillière).  —  Montrer  que,  pour 
toutes  les  valeurs  entières  et  positives  des  trois  quantités  m,  n,  p 
(en  supposant,  bien  entendu,  p^  rn-+-  n),  la  suite  terminée 

m  {m -h  i  )  {m -i- -i)    . .  (w  -H  «)  -+-  (m  -+-  i  )  (tw  H-  2)  (/w  -(-  3) . . .  (/w  -t-  «  -t-  i  ) 
-)- (m -h  2)  (;«-+- 3)  ('«-*-'()  . . .  Un-i-n-h2) 
-(-  (w  -+-  3)  (w  -)-  4)  [m  -i-5)  . .  .  (w  H-  «  ■+•  3)  -H  . .  . 
-i-{p  —  "){p  —  n-i-l){p  —  n-^2)...{p  —  7){p-ri)p 

a  pour  valeur 

{p-i-i)p{p  —  1)  ...(/>  —  ")  —  {'n  -hn){m  -+■  n  —  i)  . . .  m{m  —  i)_ 
«  -H  2  ' 

solution  par  M.  MorcC- Blanc 4 76 

Question  1079  (Haton).  —  Montrer  que,  pour  toute  valeur  entière 
et  positive  du  nombre  m,  la  suite  terminée 

2  22  222 

-TU -m{m  —  \)  -{--  -r-rmlm  —  \)[m  —  2) 

I  1  i  I  J  D 

ô  T  -  m(jn  —\){m  —  i){m  —  i)  -^ .  .  . 

1007 
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a  pour  valeur 

1  m 

2  m  —  I  ' 

solution  par  M.  Moret-Blanc 619 

Question  1080  (Haton).  —  Montrer  que,  pour  toutes  les  valeurs  en- 
tières et  positives  des  deux  nombres  m  et  n,  la  suite  terminée 

I         n       I  n{n  —  1  )        i  n{n  —  i )  (h  —  2)        i 

m        1   /«  -+- 1  I .  a        ni-\- 1  i .  a .  3  «  -i-  3 

_^  «(«  — 1)(«  — 2)(«  — 3)  _1 

1.2.34  w  -f-  4 

a  pour  valeur 

1 .2  3.4.  •  -{m  —  i) 

(«  -f-  1  )  («  -+-  2) . . .  («  4-  '«)  ' 

solution  par  un  Abonné 520 

P  -' 
Sur  l'équation  Y^  —  ( — i)    '    />Z- =  4^;  par  M.  Zo/oMrc^. SSg 

Trigonométrie. 

Question  979  (H.  Brocard).  —  Étant  donnée  la  fonction 

y  =  A,  cos.r  -(- AjCOsaar  -t-  .  .  .  -1- A„cos«jr, 

déterminer  les  coefficients  Aj,  A,,...,  A„,  de  manière  que,  pour 

x^i j  j-  prenne  la  valeur  de  >',, . .  .,  et  que,  pour  x  = , 

«  -I-  I  n  -h  1 

y  ^=JnJ  Jii  y^-  •  •■>  Jn  *itant  des  quantités  données;  solution  par 

M.  E.  de  Hunjady Sg 

Question    1047  (J.-Ch.   Dupain).  —  A,  B,  C  étant  les   angles   d'un 

triangle  rectiligne,  on  a 

cos  A  cosB  cosC 

sinBsinC       sinAsinC       sinAsinB 

solution  par  M.  H.  Heldennan 92 

Question  987  (Laisant).  —  Trouver  la  somme  de  la  série 

cos^  ?  +  7  ^^^^  3  9  -H  TT^  cos^  3-  ç  -(-  -^  cos'  3'  9)  H-  ...  ; 

solution  par    M.  H.  Rumpen 232 

Question   1048   (J.-Ch.    Dupain).  —  A,  B,  C  étant    les   angles  d'un 
triangle  rectiligne,  on  propose  de  rendre  minimum 

sinA  sinB  sinC 

sinBsinC       sinAsinC       sinAsinB' 

solution  par  M.    Gamhej 28G 
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i         ^  2 
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AM  _in      BN  _  «      CP  _  ^ 
MB~«'    NC"^'     PÂ  —  y' 
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Ann.  de  Mathrmat.,  i*^  série,  t.  XI.  (Décembre  iS7'i.''  36 
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liée  à  Vàirc^  \  du  triangle  ABC  par  la  fonmile 

/r  p-  '  m—  a)- 

A  =^ — '■ — ; 

{  ma  -r-  irip  -t-  np  ;  ;  mp  -+•  np  -f-  nq  )  ;  np  -f-  nq  -i- pq) 

par  M.  Uarkema 477 

Question  973  (Brocard).  — Une  parabole  se  déplace  en  restant  tou- 
jours tangente  à  une  droite  fixe  en  un  point  déterminé.  On  de- 
mande :  1°  le  lieu  du  foyer;  2°  le  lieu  du  point  de  la  courbe  où 
la  tangente  est  perpendiculaire  à  la  droite  fixe  ;  3°  l'enveloppe  de 
l'axe  de  la  parabole  ;  solution  par  M.  Moret-Blanc 5oo 

Question  978  (Laguerre).  —  Soit  une  conique  ayant  pour  foyer  le 
point  F,  et  soit  iV  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  d'un 
foyer  F  sur  la  directrice  correspondante  ;  du  foyer  abaissons  les 
perpendiculaires  F.M,  FIM'  sur  deux  tangentes  quelconques,  et  la 
perpendiculaire  FN'  sur  la  corde  qui  joint  les  points  de  contact 
des  tangentes;  les  quatre  points  M,  M',  X,  jN'  sont  sur  une  même 
circonférence,  et  ils  partagent  cette  circonférence  harmonique- 
ment;  solution  par  y[.  Fr.  Conradt 5o4 

Question  988  (Laguerre).  —  Étant  donnée  une  ellipse  de  Cassini,  et 
étant  pris  sur  cette  ellipse  deux  couples  de  points  diamétralement 
opposés  A,  A'  et  B,  B',  si  l'on  joint  ces  quatre  points  à  un  point 
quelconque  M  de  la  courbe,  la  différence  des  angles  A'MAetB'MB 
est  constante  ;   solution  par  M.  H.  Brocard 007 

Question  997  (Brocard).  —  Trouver  le  lieu  des  centres  des  circon- 
férences doublement  tangentes  à  un  limaçon  de  Pascal;  solution 
par  M.  O.  Callandreaii ôo8 

Géométrie  à  trois  dimensions. 

Sur  l'équation  a'  -f-^  °  ^  z^  -+-  11^  ;  par  M.  Hermite 5 

Sur  le  nombre  de  normales  réelles  que  l'on  peut  mener  d'un  point 
donné  k  un  ellipsoïde  ;  par  M.  Joachitnsthal 8  et     i49 

ftlémoire  sur  l'emploi  des  imaginaires  dans  la  géométrie  de  l'es- 
pace ;   par  M .  Laguerre 1 4  ,   1 08  et     2^1 

Étude  d'un  complexe  du  second  ordre;  par  M.  Painvin.     49)   97) 

202,  289,  481   et     529 

Question  990  (H.  Faure).  —  On  donne  un  tétraèdre  A,  A,  A3  A^  et 
un  point  O.  Désignant  par  V,  le  volume  0Aj.\3A^,  par  V;  le  vo- 
lume 0.\.,  AjA^,...,  on  aura  la  relation 

SÔÂ^  .  Vî  H-  2 S  OAj .  OA,  cos  Aj  OA,  Vj  V,  =  0. 

Les  volumes  V, ,  Y3 ,  V3 ,  V<  doivent  être  affectés  d'un  signe  tel 
que  leur  somme  soit  égale  au  volume  du  tétraèdre  donné  ;  solu- 
tion par  M.  Ernest  Padova 86 
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Seconde  solution  de  la  même  question  ;  par  M.  H.  cTOfidio i83 

Question  57  (Finck).  —  Etant  données  sur  un  plan  les  projections 
cylindriques  ou  coniques,  ABC,  A'B'C,  des  intersections  d'un 
cône  quelconque  par  deux  plans,  et  la  projection  O  du  sommet 
du  cône,  menez  un  rayon  vecteur  quelconque  OBB' et  les  tangentes 
en  B,  B'.  Ce  rayon  tournant  autour  de  O,  quel  sera  le  lieu  du 
point  X  d'intersection  des  tangentes?  solution  par  M.  H.  Bro- 
card       ,29 

Question  996  (H.  Faure).  —  On  donne  une  surface  du  second  degré 
et  un  tétraèdre  abcd;  si  l'on  désigne  par  A,  B,  C,  D  les  faces  de  ce 
tétraèdre  opposées  aux  sommets  a,  b,  c,  d,  et  par  A',  B',  C,  D'  les 

plans  polaires  de  ces  sommets,  la  somme   \   ^ — î — ,     dans 

^^{o,  A)(o,A') 

laquelle  o  est  le  centre  de  la  surface,  est  constante,  quel  que 
soit  le  tétraèdre  abcd.  Donner  la  valeur  de  la  constante  (on  dé- 
signe par  (o.  A)  la  distance  du  point  a  au  plan  A,  etc.);  solu- 
tion par  M.  Gentj iSg 

Question  975  (Ribaucour).  —  Étant  donnés  une  surface  du  second 
ordre  et  un  plan  quelconque,  trouver  sur  cette  surface  un  réseau 
de  courbes  conjuguées  (c'est-à-dire  telles  que  les  tangentes  à 
ces  courbes  en  un  point  soient  conjuguées  relativement  à  l'indi- 
catrice) se  projetant  sur  le  plan  suivant  un  réseau  orthogonal  ; 
solution  par  M.  A.  Guébhard ' \']-j 

Démonstration    de   deux  théorèmes  de  géométrie  ;  par  M.   Ernest 

Padova 210 

Question  985  (Laguerre).  —  Soit  K  la  courbe  d'intersection  d'une 
surface  du  second  ordre  et  d'une  sphère  ayant  pour  centre  un 
point  d'un  plan  de  symétrie  de  la  surface  ;  désignons  par  C  la 
projection  ortliogonale  de  K  sur  ce  plan  de  symétrie,  et  par  C  le 
lieu  des  points  où  ce  même  plan  est  coupé  par  les  normales 
élevées  aux  différents  points  de  K;  C  et  C  sont  deux  coniques 
ayant  leurs  axes  parallèles,  et,  si  l'on  désigne  respectivement  par 
n*  et  fl",  b-  et  h'^  les  carrés  des  axes  parallèles,  on  a  la  relation 
a-  a"  =  6*  A"  ;  solution  par  M.  G.  Ducuing 23o 

Question  1041  (Painvin).  —  On  donne  deux  surfaces  fixes  du  second 
ordre  qui  se  raccordezit  suivant  une  droite  unique  AB  :  i"  les 
pôles  d'un  même  plan  P,  par  rapport  aux  deux  surfaces,  sont  sur 
une  droite  A  qui  rencontre  la  ligne  AB;  1°  lorsque  la  droite  A 
décrit  un  plan  fixe  passant  par  AB,  le  plan  P  tourne  autour  d'un 
point  fixe  également  situé  sur  AB  ;  3°  lorsque  le  plan  P  tourne 
autour  d'une  droite  fixe,  la  droite  A  décrit  une  surface  du  second 
ordre  passant  par  la  ligne  AB  ;  solution  par  M.   T.  Doucet 238 

Question  1065  (II.  Brocard).  —  On  donne  une  tonique  et  deux  points 
A  et  B  dans  l'espace.  Par  ces  deux  points,  on  mène  un  plan  qui 
rencontre  la  conique  en  deux  points  A'  et  B'.  Trouvei'   le  lieu  du 
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poin  l  M  d'intersection  des  couples  de  droites  (AA',  BB')  et  (AB',  BA'). 

Cas  particuliers  ;  solution  par  M.  E.  Dewulf 289 

Théorie  des  indices   par  rapport  à  une  courbe  et  une  surface  du 

second  degré  ;  par  !M.  Faine 2C1   et 

Recherches  analytiques  sur  la  surlace  du  troisième  ordre  qui  est  la 

réciproque  de  la  surface  de  Steiner;  par  M.  L«o'«e"7-/'c.     3 19,  33/  et 
Question  1003  (L.  Painvin).  —  Les  équations  tangentielles  d'un  cône 

droit  louchant    trois    plans    donnés    (;/,,  i',,  h', ),    (".,  i'»,  w,), 

("31  ''s>  '*'s)  sont,  dans  le  cas  des  axes  rectangulaires, 
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les  signes  des  radicaux  sont  indépendants  ;  il  y  a  quatre  solutions; 
solution  par  M.  Moret-Blanc 33^ 

Surfaces  de  révolution  du  second  degré  ;  par  M.  G.  Dostor .  ......     862 

Rectification    relative  à    la   Note   insérée    au    tome    X   (2®    série), 

année  1871,  p.  4^'  >  P^r  M.  L.  Painvin 876 

Solution  de  la  question  de  mathématiques  posée  au  concours  d'agré- 
gation de  1872  ;  par  M.  Crosnier 4^0 

Question  974  (Laguerre).  —  On  donne  une  courbe  gauche  résultant 
de  l'intersection  de  deux  surfaces  du  second  degré  ayant  mêmes 
plans  de  symétrie  ;  par  deux  points  pris  sur  cette  courbe,  on 
mène  les  plans  normaux.  Les  milieux  des  trois  segments,  inter- 
ceptés sur  chacun  des  axes  de  symétrie  entre  les  deux  plans  nor- 
maux et  le  point  milieu  de  la  corde  qui  joint  les  deux  points  de 
la  courbe,  sont  dans  un  plan,  et  ce  plan  est  perpendiculaire  à  la 
corde  ;  solution  par  M.  O.  Espanet 4^' 

Question  1030  (H.  Faure).  —  Étant  pris  trois  diamètres  conjugués 
d'une  surface  du  second  degré,  si  l'on  projette  chacun  d'eux  sur 
une  droite  perpendiculaire  au  plan  des  deux  autres,  la  somme  des 
valeurs  inverses  des  carrés  de  ces  projections  est  constante  ;  solu- 
tion par  M.  YUiac  de  Goisel !fiï^ 

Question  1005  (H.  Faure).  —  On  donne  une  surface  du  second 
degré  et  une  sphère  ;  si  l'on  désigne  par  a,  /S,  y  les  angles  sous 
lesquels  trois  plans  diamétraux  de  la  surface  (ou  trois  diamètres 
conjugués)  rencontrent  la  sphère,  et  par  A,  B,  C  les  aires  des 
sections  déterminées  par  ces  plans  (ou  les  longueurs  des  diamètres), 
on  a  la  relation 

A°  cos°  a  ■+■  H-  cos-  5  -h  C°  cos°-/  =:  cuiist.  ; 
solution  par  !M.  Gentr .')I0 
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Question  1040  (Painvin).  —  Ou  Joniie  doux  siiilates  fixes  du  second 
ordre;  ou  imagine  une  droite  D  telle  que  les  plans  tangents  aux 
points  où  elle  rencontre  les  deux  surfaces  se  coupent  en  un  même 
point  M  : 

i"  Lorsqu'on  se  donne  le  point  M,  il  y  a  une  droite  D,  et  une  seule, 
satisfaisant  à  la  question  :  elle  est  l'intersection  des  plans  po- 
laires du  point  M  par  rapport  aux  deux  surfaces; 

2"  Lorsque  le  point  I\I  décrit  une  droite  fixe,  la  droite  D  décrit  une 
surface  du  second  ordre  circonscrite  au  tétraèdre  conjugué  par 
rapport  aux  deux  surfaces  ; 

3°  Lorsque  la  droite  D  se  meut  sur  un  plan  fixe,  le  point  M  décrit 
une  cubique  gauche;  solution  par  M.  T.  Doucet 5 1 2 
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lution par  M.  E.  Pellet jâ3 
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